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I. 

Ueber  Singularitäten  ebener  algebraischer  Curven. 

Von 

Dr.  W.  KöSTLiN, 

Repetent  an  dez  Teohniaohen  Hochsohnle  in  Stuttgart. 


Hiereu' Tafel  .1  Fig.  1—6. 


Einleitung. 
Die  vorliegende  Arbeit  hat  sich  das  Ziel  gesteckt,  das  Verhalten  der 
adjungirten  Cnrve  in  einer  dnrch  ihre  Reihenentwicklungen  definirten  Sin- 
gularität einer  ebenen  algebraischen  Cnrve  zu  untersuchen.  Eine  solche 
Reihenentwicklung  ist  ein  im  Allgemeinen  irrationaler  Ausdruck  hinsichtlich 
einer  Coordinate,  durch  welche  die  andere  Coordinate  dargestellt  wird. 
Man  kann  verlangen,  diese  Beziehung  in  die  Form  einer  rationalen  Gleich- 
ung zwischen  den  beiden  Coordinaten  umzuwandeln»  sofern  die  Entwicklung 
bei  irgend  einer  (übrigens  beliebig  hohen)  Potenz  abgebrochen  wird.  Dies 
ist  der  Zweck  der  Untersuchungen  in  §§  1,  2.  Dabei  zeigt  sich,  dass 
auch  in  der  rationalen  Form  die  sogenannten  „kritischen  Exponenten '^  eine 
ausgezeichnete  Rolle  spielen.  Die  n&here  Untersuchung  dieser  Form  ftlhrte 
mich  darauf^  ein  graphisches  Verfahren  für  die  Reihenentwicklung  zu  ver- 
werthen,  das,  in  einer  Verbindung  der  Methoden  von  Puiseux  und  Cramer 
bestehend,  die  Diagramme  sftmmtlich  in  einer  Figur  vereinigt.  Sie  er- 
möglichte die  Aufstellung  der  rationalen  Form  einer  Curve,  welche  im 
Ursprung  einen  ^^superlinearen  Zweigt'  (nach  Cayley)  mit  gegebenen  kritischen 
Exponenten  besitzt.  Zugleich  gab  sie  die  Hilfsmittel  an  die  Hand,  die 
Zahl  der  linearen  Zweige  mit  nicht  übereinstimmenden  Tangenten  zu  be- 
stimmen, welche  die  Bedingung  des  Adjungirtseins  in  einem  gegebenen 
superlinearen  Zweig  erfüllen,  eine  Zahl,  die  blos  abhängig  ist  von  den 
kritischen  Exponenten.  Die  allgemeinst«  adjungirte  Curve  (mit  der  grösst- 
m5glichen  Anzahl  von  willkürlichen  Constanten)  ist  nicht  von  den  kritischen 
Exponenten  allein  abh&ngig,  sondern  von  sämmtlichen  Gliedern  der  Reihen- 
entwicklnngen«  Ihre  Form  für  einen  superlinearen  Zweig  liess  sich  her- 
leiten aus  der  der  Reihenentwicklung  entsprechenden  rationalen  FormQQQTp 
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§1. 

Die  zu  einer  Fotenzreihenentwieklong  mit  gebrochenen  Exponenten 
gehörige  rationale  Form  der  Gleichung  iwieohen  den  Variabein. 

Die  Art  der  Singularitftt  einer  beliebigen  algebraifichen  Curve,  die  im 
Ursprung  eines  Cartesischen  Coordinatensjstems  eineu  singulftren  Punkt 
hat,  ist  bestimmt,  sobald  die  Reihenentwicklungen  der  einen  Coordinaten  y 
nach  steigenden  PoteuEen  der  anderen  x  mit  positiven  ganzen  oder  ge- 
brochenen Exponenten  bekannt  sind.  Puiseuz  hat  gezeigt*,  dass,  wenn 
die  Exponenten  gebrochen  sind,  sich  eine  Anzahl  {J)  von  Entwicklungen 
zu  einem  sogenannten  cjklischen  System  von  folgender  Form  zusammen- 
fassen lassen:  o,  a, 

wo  n  — 1,  2,...^,  femer  a^<€i^<€c^,..^  und  zwar  ganze  Zahlen,  und, 
wenn  die  F- Achse  nicht  Curventangente  ist,  auch  «i  >^  ist.  Die  einzelnen 
Entwicklangen  unterscheiden  sich  nur  durch  die  CoefEcienten  o»,  &»,..., 
welche  Yon  der  Form  sind: 

wo  die  a  Constante  sind,  und  w^^  tr, ...  w^  die  Wurzeln  der  binomischen 
Gleichung  ao^  —  \  ^0  bedeuten.  Ein  solches  cjklisches  System  stellt 
innerhalb  des  Convergenzbereiches  der  Beihenentwicklung  einen  durch  den 
Ursprung  gehenden  Zweig  ToUstAndig  dar,  und  wir  nennen  einen  solchen 
Zweig  mit  Cayley  einen  superlinearen  Zweig  von  der  Ordnung  J. 

Wir  betrachten  in  Folgendem  einen  superlinearen  Zweig  für  sich  allein 
und  stellen  uns  zunächst  die  Aufgabe,  die  rationale  Form  der  Gleichung 
einer  Curve  herzustellen,  welche  im  Ursprung  einen  durch  ein  cjklisches 
System  von  Beihenentwicklungen  gegebenen  superlinearen  Zweig  enthält. 
Das  cyklische  System  sei  folgendes: 

flf,  er,  tfg 

y  —  tti  wj»aj^— agtrf«a;^ a„«c^«a;'^ =  0 


1) 


y  —  a^w^^x^—  a^w^^x^ OnW^a?-^ —  0. 


Maltiplicirt   man   diese  J  Gleichungen  mit   einander,   so  erhält  man 
bekanntlich   einen   rationalen  Ausdruck  in  x  und  y^   der  umgekehrt  sich 


^Pniseaz,  Recherches  sur  les  fonctions  algdbriques;  Liouviile,  Journal  de 
math^matiqucB  pures  et  appliquäes.  1. 16.  1850.  Deutsch  yon  Fischer,  Halle  1861. 
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wieder  in  die  gegebenen  Beihenentwicklangen  spalten  lassen  mnss.  Da 
aber  im  Allgemeinen  die  Reihenentwicklungen  unendlich  sind,  so  wttren 
unendlich  viele  Glieder  mit  einander  za  mnltipliciren,  and  so  würde  sich 
auch  eine  Gleichung  vom  Grad  unendlich  in  x  ergeben.  Nun  kommt  es 
aber  blos  auf  das  Verhalten  des  Zweigs  in  der  N&he  des  Ursprungs  an; 
die  Beihenentwicklungen  denken  wir  uns  überhaupt  für  die  Theorie  der 
Curve  zunächst  in  der  Absicht  hergestellt,  das  Verhalten  der  Singularität 
gegenüber  Geschlecht,  Klasse  etc.  der  Curve  zu  bestimmen,  d,  h.  um  die 
Plück  er 'sehen  Aequivalenzzahlen,  die  Zahlen^  welche  angeben,  wie  viel 
elementare  Singularitäten  (Doppelpunkte,  Spitzen,  Doppeltangenten ,  Bück- 
kehrtangenten) die  gegebene  Singularität  enthält,  zu  ermitteln.  Es  hat  nun 
aber  H.  J.  S.  Smith*  gezeigt,  dass  diese  Aequivalenzzahlen  blos  von  den 
kritischen  Exponenten  abhängen.  Werden  die  Reihenentwicklungen  also 
bei  den  Gliedern  mit  den  letzten  kritischen  Exponenten  abgebrochen,  so 
erhält  man  beim  Ausmultipliciren  eine  endliche  rationale  Form,  welche 
eine  Curve  darstellt,  die  im  Ursprung  dieselbe  Singularität  besitzt,  wie  der 
durch  die  Reihenentwicklungen  dargestellte  superlineare  Zweig.  Auch  hat 
Herr  Brill**  gezeigt,  dass,  wenn  es  sich  darxun  handelt,  eine  algebraische 
Bedingungsgleichung  (mit  endlicher  Gliederzahl)  zwischen  x  und  y  in  der 
Nähe  eines  gewissen  Werthepaares  XqPq  zu  erfüllen,  nur  eine  endliche 
Anzahl  von  Gliedern  der  Reihenentwicklungen  nothwendig  ist,  um  einen 
vorgeschriebenen  (Genauigkeitsgrad  zu  erreichen,  unsere  Aufgabe  wird  einstr 
weilen  in  der  Art  einzuschränken  sein,  dass  wir  verlangen:  Es  soll  eine 
rationale  Gleichung  in  x  und  y  derart  gefunden  werden,  dass  die  daraus  zu 
erhaltenden  Entwicklungen  mit  gegebenen  Reihenentwicklungen  bis  zu  be- 
liebigen Gliedern  übereinstimmen. 

Die  Reihenentwicklungen  1)  mOgen  also  abgebrochen  werden  nach 
den  Gliedern  mit  den  Coefficienten  a»,  und  zwar  nach  dem  Glied  mit  dem 
letzten  kritischen  Exponenten  (siehe  §  2  am  Ende).  Das  Product  der 
Oleichongen  1)  giebt  dann,  wenn  die  bekannten  Bezeichnungen  für  die  sym- 
metrischen Functionen  eingeführt  werden: 


folgenden  nach  Potenzen  von  y  geordneten  Ausdruck: 


*  Smith  in  Proceed.  Lond.  math.  society  VI.  1876.  Vergl.  hierzu  das  Referat 
Yon  Nother  in  d.  Jahrb.  d.  Math.  VIII.  8.  433  flg. 

**  Brill,  Ueber  Singularitäten  ebener  Cnrven,  Math.  Ann.  Bd.  XVI.  1880, 
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«1  +  ««  gt»-i+g«\ 

X  t(;"f  a?  d  /  -  0. 

Die  Berechnung  dieser  Glieder  erfordert  in  erster  Linie  die  Berechnung 
der  symmetrischen  Functionen  der  Wurzeln  der  binomischen  Gleichung: 

«(;//- 1  =  0; 
wir    wollen    deshalb    einige   Beziehungen   zwischen   diesen   symmetrischen 
Functionen  Yorausschicken. 

Es  seien 

*i »  *2 » •  •  •  ^« 

die  PotenzBummen  der  Wurzeln  obiger  binomischen  Gleichung,  so  geben 
die  bekannten  Newton'schen  Identitäten: 

«1—0;     5,-0;     ...5^-1—0;     Sj^J; 
^^4-1—0;  ,..52^-1=0;    8%/j^J 

etc. 

0)  kein 

Allgemein:  l^wj  —  Sn  ■■  ^ }  j©  nachdem  n  Vielfaches  von  J, 

Nun  lässt  sich  aber  jede  symmetrische  Function  der  Wurzeln  einer 
Gleichung  aasdrücken  als  Function  der  Potenzsummen  der  Wurzeln.  Nennt 
man  die  Summe  der  Indices  eines  Gliedes  der  in  den  Potenzsummen  aus- 
gedrückten symmetrischen  Function  sein  „Gewicht^,  so  ezistirt  der  Satz 
(vergl.  Faä  di  Bruno,  Binfire  Formen,  deutsch  von  Walter  §  1):  Die 
symmetrische  Function  von  der  Form  2a/^^  w^ , . ,  vfr^  in  den  Potenzsnmmen 
ausgedrückt,  ist  ,,  isobarisch ^S  d.  h.  alle  Glieder  haben  das  gleiche  Ge- 
wicht, nämlich  ci^-\-  a^-\ ar.     Es  soll  nun  die   symmetrische  Function 

2?wJ'' ^^«...wj;''  der  binomischen  Gleichung  «;-^  —  1 «  0  in  den  Potenz- 
summen ausgedrückt  werden,  wobei  die  Summe  Uy^  +  ct^  +  •  •  cir  nicht 
durch  J  theilbar  sei.  Die  Indices  der  Grössen  s  irgend  eines  Gliedes  des 
Ausdrucks  in  den  Potenzsummen  setzen  sich  additiv  aus  Summanden 
der    Summe    a^  +  a^ -{-  - --  cir    derart    zusammen,    dass    die    Summe    der 

Indices   des   Gliedes   gleich  a^-^-  a^-\ ccr\   da   diese  Summe   aber   nicht 

durch  J  theilbar  ist,  so  muss  auch  mindestens  einer  jener  Indices  nicht 
durch  J  theilbar  sem.  Weil  aber  s«  —  0,  wenn  n  nicht  durch  J  theil- 
bar ist,  so  muss  mindestens  ein  Factor  eines  jeden  Gliedes  des  Ausdrucks 
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in  den  Potenzsammen  gleich  Null  sein,  und  es  ergiebt  sich  also  der  Satz: 
Die  symmetrische  Function  2?«;J»  trj«...«^*-  der  Oleiobnng  w^—l^O 

ist  gleich  Null,   wenn   die   Summe  «j  +  agH «r  nicht  durch  J 

theilbar  ist.  Betrachtet  man  nun  den  Ausdruck  2)  und  berücksichtigt 
man,   dass  diese  symmetrische  Function  ein  Factor  des  Coefficienten   der 

Potenz  X  ^  isiy  so  folgt,  dass  der  Coefficient  einer  jeden  ge- 
brochenen Potenz  Yon  x  Null  ist  Der  Ausdruck  2),  der  durch  Mul- 
tiplication  der  J  conjugirten  Gleichungen  eines  cykliscben  Systems  erhalten 
wurde,  ist  also  rational. 

Es  erübrigt  nun  blos  noch,  die  Coefficienten  der  nicht  verschwindenden 
Glieder  des  Ausdrucks  2)  zu  bestimmen.  Zu  diesem  Zweck  benützen  wir 
die  Waring'sche  Formel  für  die  symmetrischen  Functionen  einer  beliebigen 
algebraischen  Gleichung  (vergl.  Serret,  Höhere  Algebra,  deutsch  von 
Wertheim,  2.  Aufl.  S.  370  u.  flg.).  Es  ist  zu  bestimmen  eine  symmetrische 
Function  von  der  Form  ^«?J» wj»...  icf '  der  binomischen  Gleichung  W'^  —  1  —0, 
wo  «1  +  ofg  H a,-  =  0  (mod  A\ 

Man  vertheile  die  %  Indices  a^,  ctj,...  a,-  auf  alle  möglichen  Arten  in 
Gruppen  von  beliebig  vielen  Zahlensummanden  derart,  dass  für  jede  An- 
ordnung dieser  Indices  jeder  Index  nur  einmal  vorkommt  und  dass  die 
Summe  der  Indices  einer  jeden  Gruppe  durch  A  theilbar  ist.  Bei  irgend 
einer  Anordnung  seien  die  Anzahlen  der  Summanden,  die  aus  je  1,2, 3,... t 
Indices  sich  zusammensetzen,  beziehungsweise  Ai,Aj|,As,...>l,-.  Die  Summen 
der   Zahlenwerthe    der   Indices,   der  bei   dieser   Anordnung   wirklich   anf- 

tretenden  \k  Gruppen   seien   fttft»-'-/^/u,   wo  also  fi  — ili  +  A,H iL,-  ist. 

Dann  entspricht  diese  Anordnung  dem  Gliede: 

""^^^^  r(^)-i.2.3...(m-i). 

Wegen  ^.^  ^?. %-^^ 

weil  ja  jede  der  Grössen  ^  durch  A  theilbar  ist,  wird  obiges  Glied: 

Ist  die  Yertheilang  der  Indices  in  X^  Gruppen  zu  je  einem  Index, 
l^  Gruppen  zu  je  zwei  Indices  etc.  durch  Permutation  der  Indices  auf 
A  Arten  möglich,  so  entspricht  jeder  Art  ein  Glied  von  angegebener 
Form.  Berücksichtigt  man  endlich  alle  möglichen  Gruppenvertheilungen, 
so  erh&lt  man  die  Specialisirung  der  War  Inguschen  Formel  für  die  bino- 
mische Gleichung  w^  —1  —  0  in  folgender  Form : 

Diese  Formel  gut  für  den  Fall,  dass  die  Exponenten  tt^ja^.,,U{  alle 
ungleich  sind.     Sind  aber  fi^  Exponenten  je   gleich  a^,   fc^  Exponenten  jeJlC 
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gleich  cfg  etc.,  so  hat  man  die  angegebene  Rechnung  durchzuführen,  wie 
wenn  die  Exponenten  ungleich  wären,  und  die  rechte  Seite  obiger  Formel 
noch  mit 

Bu  dividiren« 

Für  den  speciellen  Fall^  dass  die  Indices  a^ ,  otj  .  • .  or,-  so  beschaffen 
sind,  dass  blos  ihre  Summe  durch  A  theübar  ist,  und  keine  Yertheilung 
dieser  Summe  in  Einzelsummen  derart^  dass  jede  Einzelsumme  durch  A 
theilbar  ist^  möglich  ist,  vereinfacht  sich  obige  Formel  wesentlich;  denn 
es  ist  dann  blos  eine  Gruppenvertheilung  möglich,  nämlich  die,  dass  sich 
die  Indices  in  eine  Summe  von  t- Summanden  anordnen  lassen,  so  dass  also 

Aj-A,-..af_i-0;     A,-l. 

Sind  wiederum  fi^  Indices  gleich  a^,  fi^  Indices  gleich  or,  etc.,  so  er- 
hält man: 

4)  27w?»  irj» ...«;?« -=-  — '^^ ^ A. 

Nach  den  hier  aufgestellten  Formeln  f&r  die  symmetrischen  Func- 
tionen ist  es  nun  möglich,  sämmtliche  Glieder  der  Gleichung  2)  zu  be- 
rechnen. Man  wird  sich  bei  der  Aufstellung  dieser  Gleichung  von  vorn- 
herein auf  die  nicht  verschwindenden  Glieder  beschränken,  bildet  also 
sämmtliche  Gruppen  der  Zähler  der  Exponenten  der  Beihenentwicklung, 
deren  Summen  durch  A  theilbar  sind,  wobei  zu  einer  Gruppe  höchstens 
A  Exponenten  verwendet  werden  dürfen,  jeder  Exponent  aber  beliebig  oft 
wiederholt  werden  darf.  Ist  z.  B.  die  Summe  der  Zähler  c^r  +  o^«  H —  ^v 
von  m  Exponenten  durch  A  theilbar,  so  heisst  ein  Glied   des  Productes: 


(— l)"»ara,...a,y-^-"»aj        A        Z^f^vf^*  ,,.Mcf^. 


Das  Aufsuchen  der  Gruppen  von  Exponenten,  bei  welchem  die  Summe 
der  Zähler  durch  A  theilbar  ist,  wird  endlich  noch  wesentlich  erleichtert, 
wenn  statt  der  Zähler  der  Exponenten  die  Moduln  derselben  nach  der 
Zahl  A  genommen  werden,  und  für  diese  letzteren  diejenigen  Gruppen  ge- 
bildet werden,  welche  durch  A  theilbar  sind,  weil  dann  die  numerischen 
Rechnungen  mit  kleineren  Zahlen  ausgeführt  werden  können. 

Beispiel:  Die  Reihenentwicklung 

soll   in   rationale  Form  übergeführt   werden.     Das   cyklische  System  der 
sechs  conjugirten  Gleichungen  heisst:  oigitizedbyGoOQle 
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wo  n— 1,2...6.  Die  Moduln  Yon  8  und  11  nach  der  Zahl  6  sind 
2  und  5.  Es  sind  die  Combinationen  der  Zahlen  2  und  5,  die  durch  6 
theilbar  sind,  folgende: 

3.2;     6.2;     6.5;     1.2  +  2.5;     2.2  +  4.5;    4.2  +  2.5. 
Die  entsprechenden  Combinationen  der  Zahlen  8  und  11  heissen  dann 
3.8;     6.8;     6.11;     1.8  +  2.11;     2.8  +  4.11;     4.8  +  2.11, 
und  die  rationale  Form  hat  folgende  Glieder: 

3.8  8 -f  2.11 

y^  +  (-  Ifa'^y^x  «  Swy^w^^w^^  +  (-  Ifah^y^x     «      -^V«'»^'«^»" 

6.8  6.11 

t. 8  +  4.11 
4.8  +  9.11 

Nach  Formel  4)  erh&lt  man: 

ZV«-  ^-^^  ^  "  ^• 

Ebenso 

2;VW'-65    2;V'--V  —  1- 

Zur  Berechnung  von  Zw^w^w^^. . .  w^^  hat  man  zuerst  zu  bestimmen, 
auf  wieviel  Arten  die  Exponenten  in  Oruppen  angeordnet  werden  können, 
deren  Summen  durch  6  theilbar  sind.  Es  sind  die  Exponenten  so  zu  be- 
handeln, wie  wenn  sie  yersohieden  wären,  und  sie  sollen  deshalb  durch 
Indices  unterschieden  werden.  Die  Summe  8i+  8,+  11^+  II2+  ll8+  II4 
Iftsst  sich  dann  in  folgende  Summe  spalten,  die  je  wieder  durch  6  theil- 
bar sind: 

1)  8, +  8, +  11^  +  11, +  11, +  11,, 

Aj  "■  Aj  ^  .  • .  Ag  — ■  (J;     Ag  ^  1 ; 
Anzahl  der  Permutationen  ^  —  1. 

2)  8, +  11^  +  11,    und    8,  +  ll,  +  ll4, 

^•^  ^,«0;     A,-0;     Ä3-2;     A.-A^-Ae-O; 

Anzahl  der  Permutationen  ^  -"  6;   denn   es   existiren  noch  folgende   Zu- 
sammenstellungen : 

81  +  II1  +  II3     und     8,  +  ll,+  ll4 

8i  +  lli+ll,    und     8, +  112+11» 
und  noch  drei  weitere  durch  Vertauschung  von  8^  und  8jj3.gj^.^g^^y(^OOQlc 
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Die  Formel  3)  giebt  also,  wenn  noch  berücksichtigt  wird,  dass  der 
Exponent  8  zweimal,  der  Exponent  11  viermal  Yorkommt: 

Etwas  einfacher  I&sst  sich  diese  Function  auch  noch  auf  folgende 
Weise  berechnen: 

^Wi^Wg*«,". . .  Wg"—  (tOi . . .  w,y  210^^. . .  «f/  —  2?«»,*.  ..w^—  3. 

In  analoger  Weise  erhält  man* 

-SWi». . .  Wg»  -  1;     Zw*. . .  V«'6"«'«"  -  -  3. 

Die  rationale  Form  der  Beihenentwicklnng  wird  demnach: 

§2. 

Eigenschaften  der  einer  Reihenentwicklung  entsprechenden 
rationalen  Form. 
Die  Reihenentwicklung 

sei  nach  der  vorhin  angegebenen  Methode  in  rationale  Form  ttbergefOhrt, 
und  es  sollen  nunmehr  solche  Eigenschaften  der  letzteren  gesucht  werden, 
die  aus  den  Beziehungen  der  Grössen  J^a^^a^...  zu  einander  abgelesen 
werden  können. 

Es  werde  vorerst  angenommen,  a^  und  J  haben  den  gemeinschaftlichen 
Factor  J^^  dagegen  sollen  a^  und  J  keinen  gemeinschaftlichen  Factor 
haben.     Setzt  man  daher: 

so  ist  nach  der  frtOieren  Annahme  ßi>^'  oder  ß^^J^'^l,  femer 
/?x//j<  ag<  a,...,  und  die  J  coigugirten  Gleichungen  des  cyklischen 
Systems,  die  mit  einander  zu  multipliciren  sind,  um  den  rationalen  Aus- 
drack  zu  erhalten,  sind  dargestellt  durch: 

5)  y  —  a^w^'^^x^  —  a^uf^x^ —  0, 

wo  n  — 1,2,  ...^  und  wo  w^yW^y  ...w^  die  Wurzeln  der  Gleichung 
w^— 1  —  0  sind.  Die  Glieder  des  Products,  die  blos  je  von  den  zwei 
ersten  Gliedern  der  Gleichungen  5)  herrühren,  lassen  sich  zu  einer  J^^ 
Potenz  zusammenfiassen;  denn  wir  können  zeigen,  dass  von  den 
^  Factoren  dieses  Products:  ^        ,,   C^ r\r\c^\o 
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6)  nijf-^a.iv^^f'^x'^') 

je  Ji  einander  gleich  sind.    Ist  w  eine  primitiYe  Wurzel  der  Gleichung 
ti7^— 1  — 0;   so  lassen   sich  die   Wnrzeln  Wi^fO^..,Wj  darstellen   dnrch: 

und  die  Potenzen  ^  ^ 

werden  also 

Die  Exponenten  dieser  J  Potenzen  lassen  sich,  da  A^^A^J^  in  folgende 
A^  Beihen  zusammenstellen: 


ß,{J,+  [J,^l]J*J,),    ß,(2J,  +  [J,^l]J'J,)...ß,.J,J^J,. 
Da  aber  ^^'^,  ^  ^^  .  j  ^     ^i^m.  ^'^.  .  1  ^ 

so   folgt,   dass   die   Beihen  von   Potenzen,    welche  obigen   J^  Beihen   von 
Exponenten  entsprechen,  einander  gleich  sind  and  folgendermassen  lauten: 

Tind  dass  in  dem  Prodnct  6)  je  Ji  Factoren  einander  gleich  sind.    Dieses 
Prodnct  wird  dann: 

Da  HO  eine  primitive  Wurzel  der  Gleichung  w^  —  1  —  0,  so  ist  w^' 
eine  primitive  Wurzel  der  Gleichung  w^'— 1—  0,  weil  A^A^A^^  und  es 
sind  also  ^1.^.^   ^i.j.^...^^'^. 

die  Wurzeln  der  Gleichung  x^'  —  1  —  0.     Bezeichnet  man  diese  mit 

t?i,  t;,, ...  Vz/', 
so  nimmt  obiges  Product  die  Form  an: 

i U  -  aj  v{^ x^'J  \y  -  aj  vj» x^J ...\jf  -  aivl*j.x^')\    \ 

und  der  in  der  £[lammer   {  . . .  }    stehende  Ausdruck  ist  der  der  Beihen- 
entwicUung  ^ 

y  —  Oi«^'  —  0 
entsprechende  rationale  Ausdruck,  also 

das  Product  6)  wird  demnach  (y^'  —  af  x^')^'^  und  das  Product  der  con- 
jugirten  Gleichungen  5)  muss  also  die  Form  haben:  oigitizedbyGoOQlc 
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7)  (y^'  -  «4  af^y^  +  ^{xy)  -  0, 

wo  jedes  Glied  von  '^{xy)  wesentlich  abhängig  ist  von  ^en  Gliedern  mit 

den  Exponenten  -ji  -j^"*    ^^i'  Grad  der  Function  '^{xy)  in  y  kann  nicht 

bis  zu  ^  ansteigen;  denn  die  rationale  Form  der  Beihenentwicklong  ent- 
halt blos  ein  Glied  mit  y^^  die  anderen  sind  von  niederem  Grad  in  y\ 
der  Grad  von  f^>{xy)  in  x  ist  davon  abh&ngig,  wieviel  Glieder  der 
Reihenentwicklung  beim  Bationalmachen  berücksichtigt   wurden.     Hat  das 

letzte  Glied  der  Reihenentwicklung  den  Exponenten  -^9  so  ist  der  Grad 

Yon  '^{xy)  in  x  gleich  an;    denn  die  höchste  Potenz  in  x  wird  erhalten, 
wenn  in  den  Gleichungen  6)  je  die  letzten  Glieder  mit  einander  multiplicirt 
werden.    Endlich  tritt  in  '^{xy)  eine  Potenz  von  x  als  Factor  heraus,  da 
es  blos  das  einzige  Glied  y^  geben  kann,  welches  kein  x  enthält. 
Es  werde  nun  angenommen,  dass  auch  bei  den  Exponenten 

Zähler  und  Kenner  alle  den  gemeinschafüichen  Factor  A^  haben,  und  in 
der  einfachsten  Form  sollen  diese  Exponenten  sein: 

Aus   dem  Product   der  A   conjugirten   Gleichungen  5)   scheiden   wir 

wie  vorhin  einen  Theil  ab,  indem  wir  mit  dem  Glied  a^x^'  abbrechen 
und  folgendes  Product  betrachten: 

Li.  Vy  -  &i«^»  ^»  a?^ femwf«^«  a;^7, 

wobei  wir  «i  —  &i;   «i  —  2>2i  •  •  •  ^  —  ^m  setzen. 

Nach  dem  Vorgang  von  frtlher  lässt  sich  nun  leicht  einsehen,  dass 
jede  der  Reihen 

in  A^  gleiche  Reihen  getheilt  werden  kann,  und  wir  folgern  daraus,  dass 
in  dem  obigen  Product  je  ^|  Factoren  einander  gleich  sind.  Dieses 
Product  hat  dann  die  Form: 
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wo  f?i,  v^,,.vj'  die  Wurzeln  der  Gleichung  v^'— 1  — 0  sind.  Der  Aus- 
dmck  in  der  Klammer  { ...  }  ist  die  rationale  Form  der  abgebrochenen  Reihe: 

7a)  y  "  b^x'^ bmx'^'^  0. 

Obige  ganze  rationale  Function  werde  bezeichnet  mit 

y^'  +  fii^y), 

wo  der  Grad  von  /i(xy)  in  Bezug  auf  y  kleiner  sein  muss  als  /i\  in  Be- 
zug auf  X  gleich  ßm  ist,  und  wo  bei  der  Function  fi{xy)  eine  Potenz 
Ton  x  als  Factor  heraustritt.  Die  rationale  Form  der  ganzen  Keihen- 
entwicklung  ist  also: 

wo  über  ifi{xy)  Analoges  zu  sagen  ist  wie  über  '^{xy).  Die  Function 
y^+ft((cy)  liefert  umgekehrt  die  abbrechende  Reihenentwicklung  7a). 

Bei  den  auf  den  Exponenten  -^  folgenden  Exponenten 


«m  +  l         am  +  2  flfw+n 


sollen  je   Zfthler   und   Nenner   den  gemeinschaftlichen   Factor  ^^   haben, 
wo  z?2  Factor  von  /1y     Wir  setzen 

j^^j"j^^     also     J«-^'j"^j 
nnd 


- 

- 

ttm+8 

- 

- 

Vi 

<^m-hn 

7n^% 

y« 

und  bezeichnen  die  Coefßcienten  der  Potenzen  mit  diesen  Exponenten  mit 
C|,c^...Cn,  so  dass  die  Reihenentwicklung  von  der  Form  ist: 

^)y^h,X^'+-^^hmX^'  +  C^X^'^"  +  --^CnX^^"  +  am-^^^lX       ^       +-.. 

Vn 

Da  nun  bei  s&mmtlichen  Exponenten  bis  -^r~n  einschliesslich  je  Zfthler 

nnd  Nenner  den  Factor  ^^  gemeinschaftlich  haben,  so  kann  aus  der 
rationalen  Form  der  Reihenentwicklung  9)  eine  J^  Potenz  abgeschieden 
werden,  deren   Grundzahl  die   rationale   Form   der   Reihenentwicklung  9\Tp 
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Vn 

bis   znm  Glied  mit  dem  Exponenten     f  .,   einschliesslich  ist;  diese  Form 
ist  aber  nach  Vorhergehendem 

WO    der   Grad   von   f^{xy)  in  y  niedriger   ist  als  d^jd^\   der    Grad    in  x 
gleich  yn  ist.    Bricht  man  also  die  Beihe  9)  bei  irgend  einem  Gliede  mit 

dem  Exponenten  --  ab,  so  lantet  die  rationale  Form  der  Beihenentmcklung: 

{[y^'+  fA^y)Y  +  U{xy)\^^+  q>^{xy)  -  o, 
wo  q>i{xy)  vom  Grad  ar  in  x. 

Fährt  man  in  dieser  Weise  fort,  so  gelangt  man  zu  folgender  Yer- 
allgemeinermig:  Eine  Beihenentwicklung  sei  von  der  Form: 


10) 


f^ 


+  m^x^'^""^'''^  +  m^x^  +  •  •  • 
wo  ^  — ^/'^f"...  J('-). 

Nach  der  Bezeichnung  von  Smith  (a.  a.  0.)  nennen  wir  kritische 
Exponenten  diejenigen  Exponenten,  bei  welchen  zum  ersten  Mal  im 
Nenner  ein  neuer  Factor  auftritt,  so  dass  also  in  obiger  Reihe 

die  kritischen  Exponenten   sind.     Bricht  man   die   Reihe   10)   bei   irgend 

einem  Glied  mtx^  ab,  so  liefert  die  Multiplication  der  J  con- 
jugirten  Gleichungen,  welche  aus  der  auf  Null  gebrachten  Gleich- 
ung 10)  erhalten  werden,  folgende  rationale  ganze  Function 
in  X  und  y\ 

11)  {([>^'  +  /i(a'y)K'  + A(*y))^'+--/r-i((ry)}^"  +  /-r(^»)  -0. 

Die  Functionen  fi{xy)^  f%{^y\ »  -  >  fr(ooy)  haben  sftmmtlich  ganze 
Potenzen  7on  x  als  Factoren,  sie  sind  in  x  resp.  von  den  Graden  /?m, 
y„, . . .  fi,;  ihre  Grade  in  y  sind  niedriger  als  resp.  /l\  d'j"^ . . .  (J^^l". . .  .i^'')). 
Die  Elammerausdrücke  sind  so  beschaffen,  dass  sie  je  für  y  abbrechende 
Reihenentwicklungen  geben,  welche  aus  10)  erhalten  werden,  wenn  diese 
Reihen  je  vor  den  Gliedern  mit  den  kritischen  Exponenten  abgebrochen 
werden. 

Beispiel.  Die  frtiher  (§  1)  entwickelte  rationale  Form  der  Reihen- 
entwicklung A         U 

y  —  ax^+  hx^ 

lässt  sich  in  folgender  Weise  schreiben: 

(y^^a^xy-  öah^y^x^-  iaH^x'+  3a«6*rr*«-  ft^^^JL]^ 

Digitized  by  vIjOOQIC 


Von  Dr.  W.  Köarus.  13 


§3. 

Zur  Cramer'soheii  Methode  der  Beihenentwieklimg  algebraischer 

Functionen  einer  Variabein. 

Zum  Zwecke  der  n&heren  üntenmchnng  der  Eigenscbaften  der  Fnno- 
tionen  fi(xy)^  ^(^y)*-*  ^^b  AiLsdrackes  11)  wollen  wir  nunmehr  um- 
gekehrt diesen  rationalen  Ausdruck  wieder  in  Potenzreihen  nach  gebrochenen 
Potenzen  Ton  x  entwickeln.  Hierzu  wenden  wir  eine  Methode  an,  welche 
im  Wesentlichen  Yon  Gramer  herrührt.*  Diese  Methode  beruht  auf 
einer  fortgesetzten  Anwendung  des  Newton'schen  Parallelogramms. 
Dabei  werden  die  s&mmtlichen  Parallelogramme,  die  zur  gliedweisen  Be- 
rechnung der  Beihe  in  x  nothwendig  sind,  mit  ihren  Achsen  auf  einander 
gelegt.  Es  mOgen  die  Glieder  der  gegebenen  rationalen  Gleichung  f(xy)  —  0 
in  das  Newton'sche  Parallelogramm  eingetragen  werden,  d.  h.  irgend  ein 
Glied  Mx^  y^  wird  graphisch  dargestellt  in  einem  Coordinatensystem  X  Y 
durch  einen  Punkt  mit  den  Coordinaten  m  und  n;  dann  werden  die  dem 
Ursprung  znn&chst  gelegenen  Punkte  derart  durch  gerade  Linien  verbunden, 
dass  s&mmtliche  Punkte  des  Parallelogramms  auf  der  Seite  einer  jeden 
Geraden  liegen,  auf  welcher  der  Ursprung  nicht  liegt.  Wir  bezeichnen  in 
Folgendem  eine  solche  Gerade  als  Gerade  niederster  Dimension; 
s&mmtliche  Gerade  dieser  Art  bilden  einen  gebrochenen  Zug.  Die  Glieder 
Yon  f(xy)j  die  auf  einer  Geraden  dieses  Zugs  liegen,  liefern  die  An- 
faugsglieder  yon  einem  oder  mehreren  cjklischen  Systemen  Yon  Reihen- 
entwicklungen.** 

Sei  AB  eine  Gerade  niederster  Dimension  (Fig.  1),  und  geben  die 
Glieder  dieser  Geraden,  deren  Aggregat  gleich  Null  gesetzt  wurde,  das 
Anfangsglied  der  Entwicklung 

y  —  ax", 

wo  n  ganz  oder  gebrochen,  so  wird  der  Neigungswinkel  o  Yon  AB  gegen 
die  Z- Achse  ausgedrückt  durch: 

tg  w  — 
w 

um  das  n&chste  Glied  der  Entwicklung  zu  erhalten,  setze  man 

y  —  w  +  aaf* 
^^  f{^y)  -» 0   ein  und   erh&lt  eine  Function  in  u  und  x^   deren   Glieder 
wieder  in  ein  Newton'sches  Parallelogramm   eingetragen  werden,  dessen 
X-Achse  mit  der   X-Achse  und   dessen    C/^- Achse  mit  der    Y-Achse    des 
vorigen    Parallelogramms  zusammenfallen.     Irgend    ein  Glied   Mofff  Ton 

*  Gramer,  Introduction  k  Tanalyte  des  ligaes  courbes.   1750. 
♦•  Vergl.  Puieeux  a.a.O.  DigitizedbyGoOglc 


14  üeber  SingnlaritSten  ebener  algebraischer  Curven. 

f(xy)y  das  dem  Punkte  P^  des  Parallelogramms  entspricht,  transformirt 
sich  in  die  Glieder: 

Mx''{u  +  ao?")'—  Mso''u'+  Jlf  a.  (J)af +«.  u'-i  + . . .  Ma'af"^'\ 

Diese  Glieder  liegen  auf  den  Schnittpunkten  der  Parallelen  P|D  zu 
AB  mit  den  Parallelen  zur  X-Achse  in  den  Abständen  s^s—lj.,.  1,0. 
Die  Coefficienten  können  leicht  bestimmt  werden.  Transformirt  man  derart 
insbesondere  die  Glieder  auf  der  Geraden  niederster  Dimension  ÄB^  so 
hat  Cramer  gezeigt,  dass,  wenn  diese  Glieder  niederster  Dimension  y—  ax^ 
als  i>-£Eiohen  Factor  haben ,  die  transformirten  Glieder  auf  die  Schnitt- 
punkte fallen  Yon  Ä  B  mit  den  Parallelen  zur  Achse  im  Abstand  p^p+lf», 
bis  zur  Parallelen,  die  darch  Ä  geht. 

Wir  betrachten  zunftchst  den  Fall,  dass  die  Glieder  Yon  AB  y  —  aa^ 
als  einfachen  Factor  enthalten.  Dann  entspricht  das  transformirte  Glied 
mit  der  niedersten  Potenz  yon  u  dem  Punkte  C,  dem  Schnittpunkt  der 
Parallelen  im  Abstand  1  zur  Z- Achse  mit  AB,  Sind  nun  ^|,  D,  E^F. ,. 
die  Schnittpunkte  der  Z- Achse  mit  den  Parallelen  zu  AB  durch  die 
s&mmtlichen  Punkte  des  ersten  Newton'schen  Parallelogramms,  so  setzt 
sich  nach  Gramer  die  Beihenentwicklung  fort  nach  Potenzen  von  x*, 
wo  A  das  grOsste  gemeinschaftliche  Vielfache  der  Maasszahlen  der  Strecken 
BiD^B^EyB^F...  ist;  die  Zahl  h  hat  den  gleichen  Nenner  wie  n,  oder 
sie  hat  blos  Factoren  desselben  als  Nenner. 

Dasselbe  Resultat  ergiebt  eine  andere  Yon  Newton  angegebene  und 
von  Mac  Laurin  weiter  ausgeführte  Methode  der  Reihenentwicklung.* 
Die  auf  algebraischem  Wege  mit  Hilfe  der  D  esc  artesischen  Coefäoienten- 
vergleichung  abgeleitete  Begel  lautet  dort  folgendermassen:  Sei  Aaf  das 
Glied    mit    dem   niedersten  Exponenten  in  x  allein,   die   übrigen  Glieder 

seien  von  der  Form  By^x^,  so  suche  man  denjenigen  Werth  n  -=  ■  , -i 

K 

welcher  der  grösste  ist.     Das  Eintragen  der  Glieder  in  das  New  tonische 

Parallelogramm  zeigt,  da  —  ^tga,  dass  die  Verbindungslinie  der  den  Gliedern 

2/*a^und  af'  entsprechenden  Punkte  eine  Seite  des  Zogs  niederster  Dimension 
ist^  wenn  n  seinen  grössten,  d.h.  u  seinen  kleinsten  Werth  erreicht.  Nun  bildet 
Mac  Laurin,  wenn  die  Glieder  der  Function  AsfyBi/^oif^Cy^s^jD^xf,.. 
sind,  die  Differenzen  der  Grössen  e  +  nh^  m  +  ns^  f+nk,,.  und  findet  r 
als  das  grOsste  gemeinschaftliche  Vielfache  dieser  Differenzen.  Die  Reihe 
hat  dann  die  Form: 

y  —  aa;"+  bx*+^  +  ca?'+*'*H 

Bedenkt  man,  dass  die  Grössen  e  +  nhj  m  +  ns^  f+nk...  nichts 
Anderes  sind  als  die  Entfernungen  des  Ursprungs  von  den  Schnittpunkten 

•  Mac  Laurin.  A  treatiee  on  Algebra,  Ch.  X.    Dig,,edbyGoOgIe 
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der  Z- Achse  mit  den  Parallelen  zur  Geraden  niederster  Dimenaon  durch 
die  Funkte  des  ersten  Parallelogramms,  so  leuchtet  die  üebereinstimmung 
der  Cramer'schen  Begel  mit  der  Mac  Laurin's  unmittelbar  ein. 

Es  erübrigt  noch,   die  von  Puiseux  angegebene  Begel  aus  der  eben 

dargelegten   Metbode   von   Cr  am  er  abzuleiten.     Es  sei  das  Anfangsglied 

d 

der  Entwicklung  ax^  ^  ax^^  wo  d  und  ^  ganze  Zablen  sind,  und  sei 
irgend  ein  Glied  auf  der  Geraden  niederster  Dimension  AB  (Fig.  1)  von 
der  Form  x^^^  so  ist,  wenn  J^^  der  Schnitt  von  AB  mit  der  X-Achse: 

OB^^p+^^q... 

Die  Parallele  mit  AB  durch  den  irgend  einem  anderen  Glied  af  ^  ent- 
sprechenden Punkt  P^  schneide  die  X-Achse  in  2),  so  ist 

woraus  OD  --  OJ^j— r  — 1>  +  (5  —  ^)«--'    Sämmtliche  Differenzen  dieser 

1 
Form  haben  jedenfalls  —  als  gemeinschaftliches  YielfEiches;  es  setzt  sich 

i. 
also  die  Reihe  fort  nach  Potenzen  von  x^^  wie  Puiseux  angiebt.     Mög- 
licherweise aber  steigt  die  Entwicklung  an  nach  Potenzen,  deren  Exponenten 

YielfiBushe  von  —  sind  (nftmlich  das  grösste  gemeinschaftliche  YielfiEkche  oben 

besagter  Differenzen),  was  nur  nach  der  Cramer'schen  Begel  erhalten 
werden  kann.  ß^ 

Ist  das  Anfangsglied  einer  Entwicklung  y  —  \x^\  und  liefern  die 
Glieder  niederster  Dimension  auf  ^J?  (Fig.  1)  dasselbe  als  /^^- fachen  Factor, 
so  gehen  diese  Glieder  bei  der  Transformation 

y  —  Wi  +  \x^' 

über  in  Glieder  in  x  und  u^,  die  so  beschaffen  sind,  dass  das  Glied  mit 
der  niedersten  Potenz  in  u^  auf  Punkt  A!  der  Geraden  AB  kommt,  wobei 
^^  Ordinate  Yon  Ä  ist.  Die  Gerade  niederster  Dimension  in  u  und  x 
geht  jeden&lls  Yon  A!  aus;  enthalten  die  Glieder  dieser  Geraden  keinen 
mehrfachen  Factor,  und   ist  das   grösste  gemeinschaftliche  Vielfache   der 

Strecken  B^D^  B^E^  B^F  von  der  Form  — ,  wo  c  und  a'  ganze  Zahlen, 
so  kann  man  unschwer  analog  den  Untersuchungen  Cramer's  finden,  dass 


die  Reihenentwicklung  fortschreitet  nach   Potenzen  von  x^'^^.     Auch  in 
diesem  Falle  findet  üebereinstimmung  statt  mit  der  Methode  Mac  Laurin's. 
Der  allgemeine  Fall  jedoch,  zu  dem  wir  jetzt  übergehen^  lässt  sich 
nach  der  Methode  von  Mac  Laurin  nicht  behandeln.       DigitizedbyGoOQlc 
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Eb  mögen  auch  die  Glieder  niederster  Dimension  in  u^  und  x  einen 
^^^-fachen  Factor  haben.     Diese  Glieder  müssen  von  der  Form  sein: 


wo  P  eine  Potenz  in  x,  multiplicirt  mit  einer  Constanten  ^  bedeutet.  Die 
entsprechende  Geitide  muss  von  J.'  ausgehen;  sie  sei  A'B^  (Fig.  2).     Das 

zweite  Glied  der  Reihenentwicklung  heisst  dann  h^x^\  Man  setzt  dann 
weiter  h. 

und  bestimmt  wiederum  die  Gerade  niederster  Dimension,  so  geht  diese 
wieder  von  Ä^  aus  nach  einem  Punkte  P3,  wenn  die  Glieder  sich  noch- 
mals zu  einer  ^^^^  Potenz  zusammenfassen  lassen,  etc.  Solange  die  Glieder 
niederster  Dimension  ^^^  Potenzen  sind,  haben  die  Potenzezponenten  der 
Reihenentwicklung  den  Nenner  ^'  und  die  Geraden  niederster  Dimension 
gehen  von  A'  aus. 

Lassen  sich  bei  den  auf  einander  folgenden  Transformationen  die 
Glieder  niederster  Dimension  zum  ersten  Mal  nicht  mehr  zu  einer  J^*^ 
Potenz,  sondern  nur  zu  einer  J^*^^  Potenz  zusammenfassen,  wo  ^^  —  ^'»^ti 
so  müssen  diese  Glieder  von  der  Form  sein: 


/  YAJt 


y» 


sie  liegen  auf  der  Geraden  A'  Oj^  und  geben  das  Glied  CiX"^'^"  der  Reihen- 

entwicklung,  wo  also      ,*^,,  kritischer  Exponent  ist.  Geben  bei  einer  Anzahl 

der  folgenden  Transformationen  die  Glieder  niederster  Dimension  wiederum 
/^2**  Potenzen,  so  sind  die  entsprechenden  Geraden  A^C^^  A**C^...^  wo- 
bei A'^  auf  A^C^  liegt  und  die  Ordinate  J^  hat;  die  entsprechenden 
Glieder  der  Reihenentwicklung  haben  ^i'j"  als  Nenner  der  Potenzexponenten. 

Der  nächste  kritische  Exponent  — 1  yiii  aw    entspreche  der  Geraden  A*' D^, 

so  entsprechen  die  diesem  Exponenten  folgenden  nicht  kritischen  Exponenten 
Geraden  Yon  A"^  aus,  wo  A"'  auf  ^"D^  liegt  und  die  Ordinate  /f^  hat, 
wobei  J^J^J^'J^^'.J^  etc.  Die  Gerade,  die  dem  letzten  kritischen  Ex- 
ponenten — ,    ,,  — -7-.   entspricht,   sei  A^*'^^^  M^^  wobei  die  Ordinate   von 

jir—i)  gleich  z^^*")  — ^/r— 1.  Die  Glieder  niederster  Dimension  lassen  sich 
nun  zu  keiner  Potenz  mehr  zusammenfassen;  sie  sind  yon  der  Form: 


B[ef^^  mf'x^'^"^^'-^^^-'^^ 


Zieht  man  durch  sttmmtliche  Punkte,  die  der  transformirten  Function 
in  z^  und  x  entsprechen,  Parallelen  zu  A-^^'^^M^^  ^d  ie|t  ^|s  grOsste  ge- 
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meinflchafUiche  Vielfache  der  Entfernangen  des  Panktes  M^  von  den  Schnitt- 
pnnkten  dieser  Parallelen  mit  der  X-Achse  gleich  h,  so  geht  die  Beihen- 
entwickl'iuig  Ton  jeist  ab  weiter  nach  Potenzen  Yon  a^]   h  ist  entweder 

■   ,, -7-v   oder  ein  Vielfaches  dieser  Grösse.     Bei  den  jetzt  folgenden 

Transformationen,  die  nOthig  sind,  um  die  Glieder  hinter  dem  letzten 
kritischen  Exponenten  zu  berechnen,  gehen  die  Geraden  niederster  Dimen- 
sion alle  Ton  Ä^''^  ans,  wobei  Ä^"^  die  Ordinate  1  hat  und  auf  Ä^''''^^Mj^  liegt. 

Hat  man  eine  Function  yon  der  Form  11)  in  eine  Beihe  zu  ent- 
wickeln, die  ein  cyklisches  System  von  der  Form  10)  liefert,  so  liegen 
die  Endpunkte  A  und  £  der  Geraden  niederster  Dimension  der  Function 
in  X  und  y  auf  den  beiden  Achsen,  und  zwar  ist  OÄ^J^J'J",,.^^^\ 
Da  nun  die  Bichtung  irgend  einer  Geraden  niederster  Dimension  dadurch 
bestimmt  ist,  dass  die  trigonometrische  Tangente  des  Neigungswinkels  gegen 
die  X-Achse  gleich  dem  reciproken  Werth  des  Exponenten  der  Potenz  in  x 
ist,  die  sich  aus  dieser  (Geraden  ergiebt,  so  ist  die  Lage  sSmmtlicher  Ge- 
raden niederster  Dimension  durch  die  Potenzexponenten  bestimmt.  Beachtet 
man  zugleich,  dass  die  Geraden,  welche  kritische  Exponenten  ergeben,  die 
letzten  sind,  die  von  den  Punkten  ^',  ^^'...  ^(''~~^)  ausgehen,  so  folgt, 
dass  diese  Geraden  durch  die  kritischen  Exponenten  allein  be- 
stimmt sind. 

Insbesondere  ergiebt  sich  fdr  die  Coordinaten  £,  ij  von  Ä^'"^: 


wobei  Jp  definirt  ist  durch  die  Gleiohnng: 


femer  ist: 


J-zf'z/"^/"'...^).4,; 


12)  0Jlf,-g  +  5- 

Die  Zahl  $  steht  in  Beziehung  zu  der  Zahl,  die  Smith  (a.a.O.)  den 
Discriminantenindex  nennt.     Es  ist  nSmlich: 


13)  I- 


2N 


da  Smith  nach  luiserer  Bezeichnungsweise  setzt: 

f22^-(/f-^,)^i^.+  (^i-^,)yi^»+K-^«)«i^8+-- 
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Zaitaohrift  f.  Mathematik  u.  Physik.  41.  Jahrg.  1896.  1.  Heft. 


18  üeber  Singnlarüftten  ebener  algebraischer  Gurven. 


§4. 

Die  allgemeine  rationale  Form  eines  superlinearen  Zweiget 

mit  gegebenen  kritischen  Exponenten. 

Wir  gehen  aus  von  dem  superlinearen  Zweig,  der  durch  die  Reihen- 
entwicklung 10)  definirt  ist;  durch  Rationalmachen  dieser  Reihenentwicklnng 
erhält  man  den  Ausdruck  11).  Bezeichnet  man  irgend  einen  Elammer- 
ausdruck  von  11)  mit 

15)  [i^,-i(»y)H"'+/i(*y), 

der    selbst   wieder    von   der   Form  11)   ist,    so   hat   dieser  Ausdruck   die 
Eigenschaft,  eine  abbrechende  Reihenentwicklung  zu  ergeben,  welche  man 


erhalt,  wenn  man  die  Reihenentwicklung  10)  mit  dem  Glied  JCnX^'^""-  ^^'\ 
dem  letzten  Olied  vor  dem  Olied  mit  dem  kritischen  Exponenten  mit 
Nenner  /l'J^^,,.  d^^'^^\  abbricht.  Nimmt  man  die  Reihenentwiokliing 
dieser  Function  1 5)  nach  der  im  yorigen  Paragraphen  entwickelten  Methode 
wirklich  vor,    so   möge   sich   Ä^^^^^Ei   als   Glerade   niederster   Dimension 

ergeben,  welche  dem  letzten  kritischen  Exponenten  — y    .,  ^ — ,-.  entspricht. 

Auf  dieser  Geraden  liegen  blos  zwei  Glieder,  nUmlich  eins  auf  A^~^^  und 
eins  auf  E^.  Denkt  man  sich  J  ^  /i'j".., ^d^9^  gesetzt,  so  liefert  eine 
analoge  Rechnung,  wie  die  am  Schluss  des  §  3,  für  die  Coordinaten 
von  A^"^^  folgende  Grössen: 

J"J'". . .  ^(«)  (^/'  -  1) .  Ä  +  ^"'. . .  J(9) ( J"  -  1)  -f^^  +  . . . 

oder  +^'^•(^'-'-l)•^^'':^^^^^^      ^^*   ^'' 

^  und    ^(«). 


Die  Abscisse  von  E^  ist: 

Nun   ergiebt  aber   [Fq(xy)]^^^  die  Reihenentwicklung   10)   bis   zum 
Glied  mit  Exponenten      .    „ — '   ^^_^^   excl.  und  zwar  z^«)mal;  die  letzten 

Exponenten  dieser  Entwicklung     ,   »       v^i)  ^  ~^Tjf — ^(,-i)^'"  ergeben 

sich  aus  Geraden  niederster  Dimension,  die  von  Ä^^'~^^  ausgehen,  wobei 
die  Glieder  immer  zu  J<9)*^  Potenzen  sich  zusammenfassen  lassen  müssen 
und  also  von  der  Form  sind: 

Digitized  by  VjOO^  IC 
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Das  Glied  in  x  allein  hat  den  Potenzexponenten 

und  kein  Glied  solcher  Art,  was  anch  tr  sein  mag,  kann  auf  den  Ponkt  E^ 
fallen  y  dessen  entsprechendes  Glied  den  kritischen  Exponenten  ,  .,  — -^ 
ergiebt    Denn   der   diesem   letzteren  Glied   zugehörige  Potenzexponent  ist 

und  es  müsste  also  x^'^h--^^^^  sein,  was  unmöglich  ist,  da  x^  den 
Factor  /l^^^  nicht  enthalten  kann. 

Wir  folgern   daraus,   dass   das   Glied  auf  E^^   eine  Potenz  in  x  mit 

rr 

dem   Exponenten      ,    ., — ^   .     ^vi  blos  herrührt  von  der  Function  fq{xy), 

und  zwar  ist  es  die  kleinste  Potenz  in  x^  die  sich  aus  fq(xy)  eigiebt, 
wenn  y  ersetzt  wird  durch  die  Beihe  10)^  welche  man  vor  dem  Glied  mit 

dem  kritischen  Exponenten     ,    „  ^      .  >  abgebrochen  hat.  Femer  schliessen 

wir   daraus,   dass   man   aus   der  Function  15)   den  kritischen  Exponenten 

,    .,      yfto)  *^®**  örhait,  wenn  man  statt  Fq^x{xy)  eine  Function  Oq^xi^y) 

wfthlt,  deren  Reihenentwicklung  mit  der  Beihenentwicklung  von  Fq^i{xy) 
bloB  in  den  Gliedern  mit  den  kritischen  Exponenten  identisch  ist,  sonst 
aber  ganz  beliebig  ist.  Denn  das  transformirte  Glied,  das  bei  der  Beihen- 
entwicklung auf  den  Punkt  ^^9— i)  fsXLi^  ergiebt  sich  mit  Exponenten  und 
Coefficient  aus  den  Gliedern  der  Geraden  niederster  Dimension,  welche 
kritische  Exponenten  ergeben.  Es  ist  also  noch  die  Form  der  Function 
fq{xy)  zu  bestimmen,   so   dass    der  Ausdruck   15)   als   letzten   kritischen 

Exponenten     ,    .,  — t-t  ergiebt,   sonst  aber  sich  beliebig  nach  Potenzen 


von  05^^'... ^(«^  fortsetzt. 

Wir  betrachten  die  erste  Function  von  der  Form  15): 

17)  0,{xy)  =  y^'+q>,{xy), 

A 
welche  als  kritischen  Exponenten  ^  ergeben  und  sich  beliebig  nach  Potenzen 

von  x^  fortsetzen  soll.  Es  muss  dann  q>i{xy)  als  niederste  Potenz  in  x 
das  Glied  xP^  enthalten;  die  Gerade  niederster  Dimension  AB^  (Fig.  3)  ent- 
hält also  die  zwei  Glieder  mit  y^'  und  ^>,  wo  0^  —  ^';  OJ^^-»  ß^.  Alle 
anderen  Glieder,  die  von  der  Form  x^ffi^  sind  (jedes  mit  beliebigem  Ooeffi- 
cienten),  liegen  auf  der  dem  Ursprung  abgewendeten  Seite  der  Geraden j|^ 
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niederster  Dimension  ÄB^^  so  dass  für  p  und  q  die  Bedingnngsgleichung 

existirt: 

18)  •  P+^,9>ßf 

Die  Beihenentwicklang  von  16)  hat  die  Form: 

19)  y^h^x^'+b^x  ^'  +b^x  ^'  +••• 

wo  7>i,&8,&8...  Functionen  sind  der  beliebigen  Coefi&cienten  in  g>(xy). 

Soll    nun   aber  die   Beihenentwicklung   einer  Function   die   Anfangs* 
glieder   mit   der  Beihe  19)   gemeinschaftlich    haben,    aber    einen   zweiten 

kritischen  Exponenten  -^r^TT  besitzen,  also  folgende  Form  haben: 

20)  y  ^h^x^'+h^x  ^'  +"*hmx    ^'    +  Ciä:^'^"+ Cga;^'^"  +  ..., 
wo  ft  +  w-1       _yi_       <?t  +  w 

so  muss  der  entsprechende  rationale  Aosdrack  die  Gestalt  haben: 

21)  <P,(«;y)-[<Pi(^y)H"+9',M, 

wobei  iPi{xy)  so  beschaffen  sein  mnss,  dass,  wenn  man  darin 

22)  y^h,X^'+^--bmX       ^' 

setzt,  die  niederste  Potenz  in  x  den  Exponenten 

hat  (yergl.  Formel  16);  denn  die  Gerade  niederster  Dimension,  die  bei  der 
Entwicklung  von   O^ixy)    den   kritischen  Exponenten      f    „  liefert,  geht 

y-»f  ^    CM 

nach  einem  Punkt  der  X-Achse,  dessen  Abscisse  —  --4.     Diese  Eigenschaft 

bestimmt  q>^{xy).     Es  kann  nämlich  (p^{xy)  alle  Glieder  enthalten,  jedes 
mit  einem  willkürlichen  Coefficienten  von  der  Form  x^if^^  wobei 

El 
denn   diese  Glieder   geben   bei   der   ersten  Transformation  ^  —  u  +  h^x^' 

Glieder  in  x  allein  mit  den  Exponenten  -4*    Es  sind  aber  noch  eine  Reihe 

von   anderen   Gliedern  denkbar,   deren  Coefficienten   nicht  mehr  alle  von 
einander  unabhängig  sind,  die  nämlich  bei  irgend  einer  der  Transformationen^ 

^i  +  m-l 

welche  man  ausführen  muss,   um   die  Beihenentwicklung  bis  b^x     ^* 

zu  bekommen,  als  niederstes  Glied  in  x  ein  solches  mit  Exponenten  — ^ 
ergeben. 

Digitized  by  VjOOQ IC 
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Bezeicbnet  man  mit  ^    /     \ 

denjenigen   Theil  von  ^i(xy)i   der   die   Reihenentwicklung  bis  zum  Glied 

IfX  ^  bestimmt,  den  man  also  erh&lt,  wenn  man  ^i(xy)  bis  zu  dem 
eben  bezeichneten  Glied  in  eine  Reihe  entwickelt  und  diejenigen  Glieder  in  x 
und  y  sammelt^  die  für  diese  Reihenentwicklung  in  Betracht  kommen^  so 
liefert  0ir(xy)  eine  Reihenentwicklung: 

WO  &r+i  un  Allgemeinen  nicht  mit  hr+i  identisch  sein  wird,  nämlich 
dann  nicht ,  wenn  zur  Bestimmung  des  Gliedes  mit  dem  Coef&cienten  hr+i 
noch  andere  Glieder  von  Oi(xy)  ausser  den  Gliedern  Oir{xy)  beitragen. 
Ist  A'Br  die  Gerade  niederster  Dimension,  welche  bei  der  Reihenentwick- 
lung Yon  Oir{xy^  das  Glied  mit  dem  Coefficienten  hr  ergiebt,  und  trans- 
formirt  man,  um  das  nächste  Glied  der  Reihenentwicklung  zu  bekommen, 

^Q  Ur^l^Ur+brX      ^'      , 

Ur^l^y  —  h^X^* br^lX      ^'      , 

80  ist  A'Br+i  die  Gerade  niederster  Dimension  und  entspricht  dem  Ausdruck: 

^  ^.u-i){      ',    "-'-PI 

const  X^  I  Ur  —  &r+ia^  ^    ' . 

Wenn  nun  />r-f  i  ^  2)r+ii  bo  bekommt  man,  da  die  Abscisse  OBr^i 

ein  Glied  mit  x^  als  niederste  Potenz  in  x^  sofern  man  in  0irixy) 
y  durch  die  Reihenentwicklung  22)  ersetzt.  Ist  aber  &r+i"~^r+ii  ^o  wird 
die  niederste  Potenz  in  x  von  höherem  Grad«  Man  geht  dann  in  der  Ent- 
wicklung von  Oir{xy)  so  weit,  bis  ein  Glied  konmit,  das  mit  der  Ent- 
wicklung von  0^{xy)  nicht  übereinstimmt,  und  bestimmt  dann  auf  die 
eben  angegebene  Weise  die  niederste  Potenz.  Man  scheide  also  von  ^^{xy) 
die  Glieder 
23)  ^ii(xy)  . . .  0ir{xy)  . . .  Oim{xy) 

ab,  welche   bei   der  Reibenentwicklung  von   ^i(xy)   nothwendig  sind  zur 
Bestimmung  der  Exponenten 

j'"'       j'       "         'j      ' 

80  ergeben  obige  Axudrftcke  23),  sofera  y  durch  die  Beihenentwicklung  22) 
«netzt  wird,  als  Potenzexponenten  der  niedersten  Potenzen  in  x  resp30QlC 


22  Üeber  Singalaritftten  ebener  algebraischer  Carven. 

^(^'-l)+A....A(^'-l)  +  A^^,...ft(^'_l)  +  ?d:|:Il, 

oder  Bi       B,       Bm 

wobei  Yorausgesetzt  wird,    dass   die  Ausdrücke  23)  alle  verschieden  sind. 

Sind  aber  mehrere  einander  gleich,   so  ist  für  die  letzteren  der  Exponent 

zu  nehmen,  den  obige  Formel  für  den  letzten  derselben  ergiebt. 

Die  allgemeinste  Form  einer  Function;  die  als  niederste  Potenz  in  x 

p 
eine   solche   mit   dem   Exponenten   --^,    ergiebt,    sofern   man  y   durch   die 

Reihe  22)  ersetzt^  ist  also 

24)  2constxPy^[0,,{xy)YK[0^^(xy)Y^..,[Qtr{xy)Y^^ 

wobei  die  Summe  über  sämmtliche  Formen  zu  erstrecken  ist,  fdr  welche 

25)  p+ft,  +  5..  +  §„+...^.„--5. 

ip^(xy)  muss  mindestens  ein  Glied  des  Ausdrucks  24)  enthalten. 
Daneben  darf  es  noch  beliebige  Glieder  enthalten,  für  welche  die  linke 
Seite  der  Gleichung  25)  grösser  wird  als  die  rechte. 

Soll  nun  die  Beihenentwicklung  einen  weiteren  kritischen  Exponenten 

f    jf    y,y  bekommen,    so   ist   der  vorhergehende   Exponent  von  der  Form 

yi  +  n  —  1 

.i.n     ^  wobei 

yi  +  ^  ~  1  ^        ^1        ^  yi  +  ^ 

Der  rationale  Ausdruck,  der  eine  Beihe  von  dieser  Form  ergiebt^  ist 
dann  von  der  Form:  [<i>,(«y)]^"  +  y,(^y). 

Bezeichnet  man  mit: 

^iii^y)?  ^^{xy)...02n(jx^y) 
diejenigen  Tbeile   von  ^^(xy)^  welche  zur  Beihenentwicklung  bis  resp.  za 
den  Gliedern  mit  den  Exponenten 

n      yi  +  1         yt  +  n-1 

beitragen,  so  ergeben  obige  Ausdrücke,  sofern  man  y  durch  die  Beihe 

y^h^X^'+h^X    ^'   +•••  CiX^^'+"  CnX   ^'^" 

ersetgt,   als  Potenzexponenten  der  niedersten  Potenzen  in  x  resp.  (vergl. 
Formei~16) :  Digitized  by  GoOgle 
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y.(y_l)  A +(^"- 1)^+^„.  ^»(^. _  1)  A  +  (^"- ,) -i, 

oder 

J\ IL.        _JjL. 

J'J"'  J'j"'"'  d'J"' 

<Pf(xy)  mam  dann  von  der  Fonn  sein: 

26)  SconstxP)^  [a>„ («y)]". . .  [<Pir («y)?- [^n («y)]*" .  • .  [«».(xy)]'-, 
wobei 

und        '     ygf  /?  A 

^  -  ^"^'"(^'  - 1)  ft  +  ^'"(^"  -i)j^+J^. 

Die  Bedingang  des  Oleiohseins  in  27)  mnss  von  mindestens  einem 
Glied  von  26)  erfOllt  sein: 

Ffthrt  man  in  dieser  Weise  fort,  bis  sämmtliche  kritische  Exponenten 

ßi    _Y±_         ö_ 

ersehöpft  sind,  so  erh&lt  man  einen  Ausdruck  von  der  Form: 
28)  {([y^+  9'i(a;y)K+  9>,(^y)K'+-vr-i(«y)}^"+  9>r(«y)  -  0, 
wobei  jede  der  Functionen  g>  auf  angegebene  Weise  von  der  ihr  vorher- 
gehenden abhängig  ist.  Der  Orad  dieser  Functionen  in  x  und  y  darf  jede 
beliebige  Höhe  erreichen;  denn  die  Bedingungen  18),  25),  27)...  können 
immer  erfOllt  werden,  wenn  nur  die  Ghrade  in  x  und  y  hoch  genug  ge- 
nommen werden. 

Zusatz.  Die  Form  28)  kann  beliebig  specialisirt  werden.  Man  kann 
z.  B.  die  Forderung  aufstellen,  die  Curvengleichung  niedersten  Orades  zu 
bestimmen,  die  einen  superlinearen  Zweig  mit  gegebenen  kritischen  Ex- 
ponenten besitzt.  Zu  diesem  Zweck  wird  man  aus  den  Functionen  q>x{xy\ 
(Pi(xy),  .  von  den  Gliedern,  die  vorkommen  ddrfen,  je  blos  diejenigen 
niedersten  Grades  entnehmen  und  die  Coefi&cienten  der  anderen  gleich 
Null  setzen. 

§5. 

Verhalten  der  adjungirten  Curve  in  einem  singulären  Punkt.* 

Wir  wollen  uns  die  Aufgabe  stellen,  die  allgemeine  Form  der  Curve 

ZQ  finden,  die  sich  in  einem  gegebenen  singul&ren  Punkt  einer  algebraischen 

Curve  adjungirt  verhält,  d.  h.,  es  soll  die  adjungirte  Curve  mit  der  grösst- 

möglichen  Anzahl  von  willkürlichen  Constanten  gefunden  werden,   welche 


•  Vergl.  Briot,  Theorie  des  fonctions  abäliennes,  1879;  chapzJt^byCjOOQlC 
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die  Bedingung  des  Adjimgirtseins  in  dem  betreffenden  Punkt  noch  ver- 
fügbar lässt.  Zu  diesem  Zweck  gehen  wir  von  folgender  Definition  aus: 
Eine  Curve  ^(xy)  — -  0  verhält  sich  in  dem  singulären  Punkt  o;— -a, 
^  — &  der  Curve  f{xy)  =*  0  adjungirt  zu  der  letzteren,  wenn  das  Abel'sche 
Integral 

wo  f\y)  -  ?/p^,  endlich  bleibt  für  a;  -  a,  y  -  6. 
oy 

Macht  man  den  singulären  Punkt  zum  Ursprung,  so  ist  die  Au%abe^ 
eine  Function  q>{xy)  derart  za  bestimmen,  dass  w  endlich  wird  für 
a?  •=-  0,  2/  —  0,  wenn  in  f(jf)  und  (p{xy)  die  abhängige  Variable  y  ersetzt 
wird  durch  diejenigen  Werthe,  welche  sich  aus  f{xy)  —  0  bestimmen.  Wir 
nehmen  ohne  Beschränkung  der  Allgemeinheit  an,  dass  sich  y  ans  f{xy)  —  0 
bestimmen  lasse  durch  Reihen,  die  nach  positiven  Potenzen  von  x  auf- 
steigen, und  betrachten  von  diesen  nur  diejenigen,  die  mit  x^O  ver- 
schwinden. Beschränken  wir  uns  ferner  vorerst  auf  den  Fall,  dass  die 
Beihenentwicklungen  von  f{xy)  ■»  0  blos  ein  einziges  cjklisches  System 
von  Entwicklungen  von  der  Form 

y  =*  a^x^+  a^x^  +  •  •  •  (^  ^  «1  <  «2  •  •  •) 

ergebe,  so  haben  wir  mit  diesem  Werth  von  y  in  29)  einzugehen,  indem 
wir  (p{xy)  als  ganze  algebraische  Function  annehmen,  also  setzen: 

ip{xy)  -  ^  +  Boa:  +  S^y  +  C^x^+  C,xy  +  C^y*  + . . . 
Ordnet  man  q>{xy)  und  f{y)  nach  Potenzen  von  x^^  so  wird  aus  29) 


oder,  wenn 


f  (Kx^+N^x^  +  "')dx 

^  "/  —i 5 5 ' 

«^   in^x^+in2X^+fn^x^  +  "' 


L        i»i  Wi  J 

entwickelt  wird,  so  erhält  man  die  Anfangsglieder: 

Daher  wird  obiges  Integral: 


\N^x^  +  N^x^  +  '")\l-^x    ^    )dx 

»»l'^^  Digitizedby  Google 


30)   ^-  I       ^   "^ 
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Dieses  Integral  soll  endlich  werden  ftlr  a;  »  0,  d.  h.,  es  muss  der 
Potenzexponent  eines  jeden  Gliedes  des  Zählers  grösser  sein  als  -^  •—  1. 
Nun  ist,  da  fi,<  ,1,  <  ^3  ...     und    ^^<^,<^,,.., 

das  Qlied  niedersten  Grades  des  Zählers  N^x^\  erfüllt  ^  die  Bedingung 

Dicht,  so  ist  j^/j  — *  0  zu  setzen,  und  es  ist  dann  N^x^  das  Glied  niedersten 
Grades,  wobei  ^g— 0  zu  setzen,  wenn  ^  nicht  grösser  als  -j  —  1.     In 

dieser  Weise  ist  fortzufahren,  bis  man  za  einem  Glied  NkX^  kommt, 
wo  —  >  -J  —  1.   Alsdann  dürfen  Njt  und  alle  übrigen  Coefficienten  beliebig 

bleiben,  da  dann  auch  sämmtliche  übrigen  Glieder  der  Bedingung  ge- 
nügen. Das  Integral  30)  ist  also  für  2;  —  0  immer  und  nur  dann  end- 
lieh,  wenn  ^         ^  ^ 

31)  ,,./U-Z+Z.4±:::k- 


endlich  ist      Die   Bedingung^   dass  dieses  Integral  endlich  ist,   wird  aus- 
gedrückt durch  die  Gleichungen 

zwischen   den   Coefücienten   A^,  B^^  B^...  der  willkürlich   angenommenen 

Function  (p{xy),    x^  ist  die  niederste  Potenz,  die  man  erhält,  wenn  man 
in  f{y)  für  y  die  bestimmte  Reihe  einsetzt 

Das  Folgende  wird  nun  zeigen ,  wie  man  diese  Rechnung  wesentlich 
abkürzen  kann.  Die  Curve,  welche  einen  singulären  Punkt  im  Ursprung 
bat,  in  dem  das  Verhalten  der  adjungirten  Curve  bestimmt  werden  soll, 
sei  gegeben  durch  das  cyklische  System  von  Reihenentwicklungen  von 
der  Form  10);  alsdann  bekommt  man  für  die  rationale  Form  den  Aus- 
druck 11).  Denkt  man  sich  aus  dieser  rationalen  Form  f\y)  gebildet 
nnd  die  Glieder  in  das  Newton 'sehe  Parallelogramm  eingetragen,  so  kann 
man  das  System  dieser  Punkte  erhalten,  indem  man  von  dem  zu  f{xy) 
gebörigen  New  tonischen  Parallelogramm  ausgeht  und  sämmtliche  Punkte 
in  Beziehung  auf  ein  neues  Coordinatensystem  betrachtet,  welches  man 
dadurch  erhält,  dass  man  die  neue  X'- Achse  im  Abstand  4*  1  ▼on  der 
alten  annimmt,  die  F- Achse  aber  unverändert  lässt  (Fig.  2).  Nun  lauten 
die  Glieder  niederster  Dimension  von  f{xy) 

{yJ'^hfxfi^)^t, 
also  sind  diejenigen  von  /'(y):  oigitized  by  LjOOQ IC 


26  Üeber  Singnlaritftten  ebener  algebraischer  Ounren. 


d.  h.,'  sie  enthalten  den  Factor  (y^'—hfaf^)  (^j  — l)nial.  Transformirt 
man  nun  f^(y)  mittelst  der  Transformationsgleichnng 

y  -  «1  +  h^x^, 

so  transformiren  sich  diese  besagten  Glieder  in  Punkte,  welche  auf  die 
Strecke  ÄÄ'  zn  liegen  kommen;  anf  Ä'ff^  liegen  keine  Punkte;  denn  die 
Entfernung  des  Punktes  Ä  von  der  neuen  X'- Achse  betrftgt  jd^-^l  Ein- 
heiten (vergl.  S.  14).     Es  enth&lt  nun  die  transformirte  Function 

(  ^\ 

den  Ausdruck  \t*i—  \x^j  als  ^j- fachen  Factor,  woraus  folgt,  dass  auch 

die  transformirte  Function  von  f{y)  denselben  Ausdruck  als  (^j—  1) -fachen 

Factor  enth&lt;  denn 

dy      '^       du^ 

Transformirt  man  der  Reihe  nach  /^(y)  durch  dieselben  Transformations- 
gleichungen, die  zur  Beihenentwicklung  von  f{xy)'^0  noth wendig  waren, 
so  erkennt  man  analog,  dass  die  aufeinander  folgenden  Geraden  niederster 
Dimension  von  f(xy)  zusammenfalleu  mit  entsprechenden  Geraden  niederster 
Dimension  von  f{y),  solange  bei  den  Transformationen  noch  mehrfache 
Factoren  sich  ergeben.  Die  Glieder  niederster  Dimension  jedoch,  welche 
den  letzten  kritischen  Exponenten  ergeben,  also  der  Geraden  A^''-'^^Mi 
entsprechen,  sind  (vergL  S.  16): 

Für  die  entsprechende  transformirte  Function  von  f(jy)  erh&lt  man  also 

und  wenn  hier  die  Transformation 

«j  —  z^  +  m^x^ 

durchgeführt  wird,  so  ergiebt  sich  ein  Glied  in  x  allein,  das  auf  den  Punkt 
A^^^  der  X'- Achse  zu  liegen  kommt.  Bei  den  weiteren  Transformationen 
bleibt  dieses  Glied  unverändert;  denn  kein  anderes  Glied  kann  auf  A^*"^ 
fallen.  Ersetzt  man  also  sämmtliche  Transformationen  von  /^(^)  durch 
eine  einzige 

y  ^  ep+  \x^''\ m^x^  +  m^x^'\ VmpX^^ 

wo  p  beliebig,  und  setzt  Zp^  0,  d.  h.,  ersetzt  man  in  f{;y)  y  durch  seine 
Beihenentwicklung  in  x^   so    erhält   man   eine   Bei^g^^^p^  Potenzen  in  x. 
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deren  niederste  Potenz  den  Exponenten  0' J.^**)  hat     Non  ist  aber  (vergl. 
8. 17):  _ 

0'^(r)_|-.?^.(j_^,).A+(^,_J,)^+... 

32) 


+(^^-^-i)7'7rbw- 


Wir   können    daher    den   folgenden    Satz   aossprechen:  Die    niederste 
Potenz,  die  man  erhält,  wenn  man  in  f(iß)  ftLr  y  die  ans  f{xy)  *  0  er- 

%N 

haltene  Potenzreihe  von  y  nach  Potenzen  von  x  setzt,  ist  x^ , 

Man  kann  diesen  Satz  auch  dnrch  andere  üeberlegongen  bekommen. 

Nach  Smith   (a.  a.  0.)  ist  nSmlich   der  Grad   der  Besnltante  ans  fixy') 

und  f{y)  gleich  dem  Discriminantenindex  2N.     Nun  erh&lt  man  aber  die 

Resultante,  wenn  man  das  Product  der  //-Entwicklungen  in  f{y)  einsetzt. 

Qeht  man  nun  zum   Integral  w^   (31)   zurück,    so   hat  man   in   der 

Zfthlerfnnction  die  Coefficienten  s&mmtlicher  Glieder  gleich  Null  zu  setzen, 

2N 
deren  Exponenten  nicht  grösser  sind  als  — 1.     Man  kann  nun  zeigen, 

dass  man,  um  den  Zfthler  der  Function  unter  dem  Integral  zu  bekommen, 
sich  begnügen  kann,  in  der  willkürlichen  Function  q>{xy)  statt  y  die  mit 
dem  letzten  kritischen  Exponenten  abgebrochene  Beihe  einzusetzen.  Man 
bat  nftmlich: 

(     ii  h,  ^  fh  \ 

q>(xy)  -  ^0  +  -^0«  +  B^\h^x^'+  h^x^+  ■  •  •  m^x^  +  m^x^  +  •   7 

{      h.  ^  ^  f      S^  ^\^ 

+  CQX^+C^x\hiX^'+'''miX^  +  '')  +  C^\h^x^'+'''fn^x^) 

Ordnet  man  nach  Potenzen  von  x^  so  ist  zu  erkennen,  dass  es  blos 
ein  einziges   Glied  mit  x^  giebt,  wenn   ~~  der  letzte  kritische  Exponent 


f*i 


ist;  dieses  Glied  ist  B^m^x^^  und  es  ist  also  B^  -=•  0,  wenn  —  <  — —  1. 

rrr  ßt  2N  d  ^ 

Wenn  aber  ^  > 1,  so  haben  der  letzte  kritische  Exponent  und  auch 

die  folgenden  keinen  Einfiuss  auf  das  Verschwinden  von  B^  und  nm  so 

mehr   keinen    Einflnss    auf   das    Verschwinden    der   übrigen    Coefßcienten 

Jüi  i  +  fti 

Ci,  C,...     Im  ersten  Fall  ist  C^x.miX^  ^  C^m^x     ^   das  einzige  Glied 

mit  diesem  Exponenten;  ist  wieder  Oj*  0  zu  setzen,  so  ist  2Cs&jm^a;^'  ^ 
das  einzige  Glied,  das  für  sich  verschwinden  muBS  etc.  Wir  sehen  also, 
dass  von  jedem  Klammerausdruck  das  niederste  Glied,  in  dessen  Ex- 
ponenten zum  ersten  Mal  der  Nenner  d  vorkommt,  den  Entscheid  gehM)QlC 
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mnes,  ob  der  Coef&cient  zu  yerschwinden  hat  oder  nicht^  wenn  nicht  schon 
ein  Glied  mit  niederem  Exponenten  das  Verschwinden  des  Coefficienten 
gefordert  hat.    Jedenfalls  aber  ersehen  wir,  dass  die  auf  den  Exponenten 

—  folgenden  Exponenten  keinen  Einfiass  mehr  ausüben  können;  d.  h.,  beim 

Einsetzen  der  Beihenentwicklnng  für  ^  in  fpixy)  darf  man  sich  mit  der 
abgebrochenen  Beihe  bis  znm  letzten  kritischen  Exponenten  begnügen. 

Die  Bestimmung  der  in  einem  superlinearen  Zweig,  welcher  durch 
eine  Beihenentwicklxmg  von  der  Form  10)  gegeben  sein  soll,  sich  ad- 
jnngirt  verhaltenden  Curve  reducirt  sich  demnach  auf  folgende  Rechnung: 

Setze  die  mit  dem  letzten  kritischen  Exponenten  abgebrochene  Reihe 

10)  für  2/  in  die  allgemeine  Function  q>{xy)  ein^  ordne  dieselbe  nach  Potenzen 

von  %  und   setze  s&mmtliche  Coefficienten  —  0,   deren  Exponenten   nicht 

2  jy  22V^ 

grösser  sind  als  — 1,  wo  — r-  durch  Gleichung  32)  bestimmt  ist    Die 

Curve  g'C^^)  ■="  0,  deren  Coefficienten  den  dadurch  erhaltenen  Bedingungs- 
gleichungen genügen y  verhält  sich  adjungirt  in  dem  singulftren  Punkt  einer 
Curve,  die  den  superlinearen  Zweig  10)  enthält,  und  ist  zugleich  die  all- 
gemeinste ihrer  Art. 

Die  Verallgemeinerung  dieser  Methode  auf  den  Fall,  dass  die  Curve 
fi^y)  —  0  im  Ursprung  mehrere  superlineare  Zweige  hat,  macht  keine 
Schwierigkeit.  Man  bestimmt  der  Reihe  nach  die  Bedingungsgleichungen 
für  die  Coefficienten  der  Function  9(2;^),  die  bewirken,  dass  das  Integral 
29)  endlich  wird,  sofern  man  y  der  Reihe  nach  ersetzt  durch  die  Reihen- 
entwicklungen, die  den  superlinearen  Zweigen  entsprechen.  Auch  hier 
kann  die  niederste  Potenz  in  x  von  f{}i)y  wenn.«/  durch  eine  Reihen- 
entwicklung ersetzt  wird,  in  den  kritischen  Exponenten  der  Reihenentwick- 
lungen ausgedrückt  werden  dadurch,  dass  man  wiederum  die  Geraden 
niederster  Dimension  zeichnet^  welche  die  einzelnen  Reihenentwicklungen 
ergeben. 

Die  eben  entwickelte  Methode  der  Bestimmung  der  adjungirten  Curve 
ist  im  Allgemeinen  mit  ziemlich  umständlichen  Rechnungen  verknüpft.  Da 
nun  die  adjungirte  Curve  gewöhnlich  ebenfalls  in  dem  singulären  Punkte 
der  ursprünglichen  Curve  eine  Singularität  enthält,  so  müssen  auch  noch 
aus  der  Gleichung  der  adjungirten  Curve  die  Reihenentwicklungen  ge- 
bildet werden,  und  diese  Rechnung  ist  äussert  mühsam,  da  aus  den 
Bedingungsgleichungen  zwischen  den  Coefficienten  der  Function  g>(pp)  zu- 
erst die  gewöhnliche  Form  von  g>{xy)  hergestellt  werden  muss.  Wir 
geben  deshalb  noch  in  Folgendem  eine  graphische  Methode  an,  welche 
namentlich,  wenn  zugleich  die  Reihenentwicklungen  der  adjungirten  Curve 
verlangt  werden,  wesentlich  rascher  zum  Ziele  fllhrt.^       GoOqIc 
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Die  Ourve  f{xy)  «  0  habe  wieder  im  Ursprung  einen  snperlinearen 

Zweig  von  der  Form  10)  ^  nnd  es  ist  also  eine  Function  q>(xy)  derart  zu 

bestimmen,  dass  der  niederste  Exponent  der  Potenzen  in  x^  welche  durch 

Ersetzen  von  y  durch  die  Beihenentwicklung  10)  erhalten  werden,  grösser 

2JV" 
igt  als  — 1.    Dieses  Ersetzen  von  y  durch  die  Reihenentwicklung  kann 

dadurch  geschehen,  dass  man  q>{xy^  dnrch  die  Reihe  der  Substitutionen, 
die  man  zur  Reihenentwicklung  von  f{xy)  "-  0  bis  zum  letzten  kritischen 
Exponenten  nöthig  hatte,  transformirt,  d.  h.  man  setzt: 

fahrt  diese  Transformationen  nach  der  Cramer'schen  Methode  der  Reihe 

nach  durch,  und  setzt  schliesslich  js  —  0.   Denkt  man  sich  die  Fanction  g>(xy) 

in  das  Newton'sche  Parallelogramm  mit  X'- Achse  und  Y-Achse  als  Achsen 

2N 
eingetragen  (Fig.  4,  vergl.  auch  Fig.  2)  und  macht  0'  P'^  — —  1,  so  erkennt 

man,  dass  ^{xy)  —  0  sich  dann  adjungirt  verh&lt,  wenn  ^{xy)  bei  der 
letzten  Transformation  Punkte  auf  der  X'- Achse  ergiebt,  die  blos  rechts 
Yon  P  liegen.     Zieht   man   durch  P  die  Parallele  PQ  mit  der  Geraden 

niederster  Dimension,  die  den  ersten  kritischen  Exponenten  ^,  ergab,  so 

transformiren  sich  alle  Glieder  auf  der  dem  Ursprung  abgewendeten  Seite 
der  Geraden  QP  derart,  dass  die  Geraden,  durch  welche  diese  Trans- 
formation ausgeführt  wird,  die  X'- Achse  in  Punkten  rechts  von  P  schneiden. 
Da  ß^^J\   so   dürfen  alle  Glieder,  jedes  mit  willkürlichem  Coefficienten, 

2N 

deren  Grade    in  x  und  y  zusammen  grösser    sind    als    — 1,  in  der 

n 

Gleichung  der  adjungirten  Curve  vorkommen.    Ist  jp  die  nächst  höhere 

ganze  Zahl   zu  — 1,   so  sind  die  Glieder   niedersten   Grades 

der  adjungirten  Curve,  die  beliebige  Coefficienten  haben  dürfen, 
vom  Grad  jp;  die  adjungirte  Curve  hat  im  singulären  Punkte 
der  Curve  f{xy)  p  lineare  Zweige  mit  beliebigen  Tangenten. 

Die  so  erhaltene  zu  dem  superlinearen  Zweig  adjungirte  Curve  ist 
aber  nicht  die  allgemeinste;  vielmehr  kann  man  noch  eine  Reihe  von 
Gliedern  finden,  welche  die  adjxmgirte  Curve  enthalten  darf,  deren  Coeffi- 
cienten aber  nicht  mehr  beliebig  sind,  sondern  in  gewissen  Beziehungen 
zu  einander  stehen.  Diese  Glieder  sind  nun  nicht  mehr  blos  von  den 
kritischen  Exponenten  des  superlinearen  Zweiges  abhängig,  sondern  auch 
von  den  anderen  Exponenten  und  den  Coefficienten  der  Glieder  der  Reihen- 
entwicklung.    Zieht  man  die  Gerade  FQ^  parallel  der  Geraden  niederste^pQol^ 
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Dimension  y  die  den  auf  den  ersten  kritischen  Exponenten  folgenden  (im 
Allgemeinen  nicht  kritischen)  Exponenten  ergiebt^  so  kann  man  sich  Aggre- 
gate von  Oliedem  denken,  welche  bei  der  ersten  Transformation  in  das 
Dreieck  QFQj^  fallen  and  welche  dann  bei  der  zweiten  Transformation, 
die  durch  Parallelen  zu  PQ^  ausgeführt  wird,  Punkte  auf  der  X'- Achse 
ergeben,  die  rechts  von  P  fallen.  Solche  Glieder  liegen  auf  Parallelen 
zu  PQ,  z.  B.  auf  CDE^  und  zwar  müssen  dieselben  einen  mehrfachen  Fac- 
tor von  der  Form  (y^' —  5^'«'*»)  haben;  hat  nämlich  D  eine  Ordinate 
zwischen  m  xmd  m  +  1,  so  müssen  die  Olieder  auf  CE  den  obigen  Fac- 
tor (m  +  l)mal  enthalten.  Denn  blos  dann  erhält  man  bei  der  ersten 
Transformation  blos  Glieder  auf  der  Strecke  CD;  im  üebrigen  können  die 
noch  verfügbaren  Coefficienten  beliebig  genommen  werden.  Ist  es  nn- 
mOglich,  solche  GHeder  zu  finden,  so  enthält  die  adjungirte  Curve  blos  die 
Glieder  mit  beliebigen  Coef&cienten,  welche  auf  der  dem  Ursprung  ab- 
gewendeten  Seite  von  PQ  liegen.  Im  anderen  Falle  zieht  man  die  Gerade 
QPg  parallel  der  Geraden  niederster  Dimension,  die  den  dritten  Exponenten 
ergiebt,  und  sacht  solche  Glieder,  welche  bei  der  ersten  Transformation 
auf  die  dem  Ursprung  zugewendete  Seite  von  PQ^  fallen  und  zugleich  bei 
der  zweiten  Transformation  auf  die  dem  Ursprung  abgewendete  Seite  von 
PQ^  fallen.  In  dieser  Weise  ist  fortzufahren  bis  zu  der  Transformation, 
die  den  letzten  kritischen  Exponenten  ergiebt. 

Nachdem  auf  graphische  Weise  die  Function  (p{xy)  bestimmt  ist, 
können  auch  ohne  weitere  Bechnung  die  Reihenentwicklungen  derselben 
angegeben  werden.  Es  lässt  sich  ersehen,  dass  die  niedersten  Glieder 
von  (p{xy)  bei  den  Transformationen  blos  solche  mehrfache  Factoren  ent- 
halten können^  welche  auch  bei  den  Transformationen  von  f{xy)  als  mehr- 
fache Factoren  auftraten.  Daraus  folgt,  dass  die  adjungirte  Curve  Reihen- 
entwicklungen  liefert,  deren  Glieder  bis  zu  ihren  letzten  kritischen  Exponenten 
übereinstimmen,  sowohl  den  Exponenten  als  auch  den  Coefficienten  nach 
mit  Anfangsgliedem  des  gegebenen  superlinearen  Zweigs;  diese  Zweige  der 
adjungirten  Curve  berühren  also  den  letzteren  Zweig.  Daneben  erhält 
man  im  Allgemeinen  noch  eine  Reihe  linearer  Zweige  mit  blos  einem 
kritischen  Exponenten,  die  in  keinem  Glied  mit  der  gegebenen  Reihe  über- 
einstimmen. 

Wir  unterlassen  es,  der  grossen  Umständlichkeit  halber,  anzugeben^ 
wie  diese  graphische  Methode  durch  die  Rechnung  ersetzt  werden  kann. 
Aber  es  ist  selbstverständlich,  dass  die  geometrische  Eonstruction  rechnerisch 
verfolgt  werden  kann. 

Beispiel:  Eine  Curve  enthalte  im  Ursprung  den  superlinearen  Zweig 
von  der  Ordnung  6: 

ISf 


y  -  ^  -  ^^  -  ^^  +    •    Digitized  by  Google 
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Es  Bollen  die  BeihenentwicUungen  der  adjangirten  Cnrve  bestimmt 
werden. 
Es  ist 

^/c-6;     ^/i-6;     ^/,-2;     ^-1;     ^'-1;     .i"- 3;     j'"^2; 

also  /^i-l;     yi-4;     dl -13, 

22f- (6 -6).  1.6 +  (6 -2). 4. 2 +  (2-1).  13. 1-45 

^  6  ^>- 

Man   mache   O'P— 6|  (Fig.  5);   ziehe   die   Geraden  PQ,  PQ^,  PQ^ 
derart^  dass  die  trigonometrischen  Tangenten  der  Neigungswinkel   dieser 

Geraden  gegen   die   X'- Achse   resp.  1,  j»  .y  sind.     Die  Glieder,  welche 

anf  der  vom  Ursprung  abgewendeten  Seite  von  PQ  liegen,  dürfen  vor- 
kommen, jedes  mit  beliebigem  Coefficienten;  diese  Glieder  sind  von  der 
siebenten  Ordnung;  also  verhält  sich  eine  Curve,  die  sieben  lineare  Zweige 
dnrch  den  Ursprung  enthält,  a^jungirt.  Nun  nehme  man  die  Glieder  auf 
fl;  6,  c,  d,  djf  so  an,  dass  sie  (y  —  xy  als  Factor  enthalten,  also  von  der 
Ponnnnd:  (y  -  ,y  ^Äx»  +  Bx,  +  Cy*); 

die  Glieder  auf  g,h,...n  lasse  man  einstweilen  beliebig.  Es  werden  sich 
also  die  Glieder  auf  a,,..  f  bei  der  Transformation  y  ^  u  +  x  auf  a^hyC 
transformiren,  und  nun  kann  man  die  Coefficienten  der  Glieder  auf  ^,  ^, ...  n 
so  specialisiren,  dass  nach  der  ersten  Transformation  je  die  beiden  Glieder 

_4. 

auf  b  and  m,  sowie  c  und  n  den  Factor  u  +  x^  enthalten ^  denn  hm  und  cu 
sind  parallel  PQ^,  Bei  der  nächsten  Transformation  fallen  alle  trans- 
formirten  Glieder  auf  Punkte ,  die  auf  der  dem  Ursprung  abgewendeten 
Seite  von  PQ^  liegen,  also  auch  bei  allen  noch  folgenden  Transformationen. 
Damit  ist  q>{xy)  vollständig  bestimmt;  denn  es  kOnnen  keine  anderen 
Glieder  mehr  vorkommen.  Die  Glieder  niederster  Dimension  sind  die  auf 
a,  &,...  Z' liegenden,  und  zwar  von  der  Form 

{y^xf{Ax'+Bxy+Cy^). 
Der  zweite  Factor  zeigt  an,   dass  man  zwei  lineare  Zweige  von  der 
^^™  ^y^ax  +  hx^+--^ 


'       —  C^X  +  &!«*  +  ■ 

erhält.    Der  erste  Factor  erfordert  die  Transformation  y  ^u  +  x,  worauf 
die   Gerade  cn  Gerade  niederster  Dimension  wird;   diese  enthält  den  Fac- 

A 
tor  u  +  x^   einfach,  also  lautet  die  weitere  Beihenentwicklung: 

i.         ± 

^>  y  -  a,  _  a;»  +  ca;>  + . . .  ^.^^^^^  byGoOglc 
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Die  adjuQgirte  Curve  hat  also  die  zwei  linearen  Zweige  1)  und  einen 
Zweig  2)  dritter  Ordnung,  dessen  zwei  erste  Glieder  mit  der  gegebenen 
Beihenentwicklnng  übereinstimmen. 

Diese  Methode  kann  aaf  Cnrven  mit  jeder  beliebigen  Singularit&t  aus- 
gedehnt werden.  Wir  beschränken  uns  jedoch  anf  ein  einzelnes  Beispiel: 
Es  soll  die  adjungirte  Cmre  zu  einem  t-fachen  Punkt  mit  getrennten 
Tangenten  gefunden  werden.    Da  die  Glieder  niederster  Dimension  die  Form 

haben,  so  ist  AB  (Mg.  6)  Gerade  niederster  Dimension,  wobei  OA  —  OB  «»  h 
T>9k  AB  diejenige  Gerade  ist,  welche  die  letzten  kritischen  Exponenten  er- 
giebt,  so  bestimmt  man  den  Schnitt  A^  der  Geraden  parallel  der  X-Ache  im 
Abstand  1  (neue  X'- Achse)  und  der  Geraden  AB^  macht  PJ.'-»1,  so  dass 
also  O^P  =  Ä;  —  2.  Es  darf  dann  die  adjungirte  Curve  s&mmüiche  Punkte 
enthalten,  die  auf  der  vom  Ursprung  abgewendeten  Seite  von  PQ  liegen, 
und  dies  sind  die  Glieder  von  der  Ordnung  %  —  1 ;  da  dieselben  beliebige 
CoefGfdenten  haben,  so  zerf&llt  die  Entwicklung  in  X;  —  1  lineare  Zweige, 
woraus  also  der  bekannte  Satz  folgt:  Die  allgemeinste  adjungirte  Curve 
geht  (X;  — l)mal  durch  einen  ä;- fachen  Punkt  mit  getrennten  Tangenten. 

Mit  Hilfe  der  Entwicklungen  von  §  4  sind  wir  in  den  Stand  gesetzt, 
diese  graphische  Methode  so  zu  modificiren,  dass  die  Zeichnung  umgangen 
werden  kann.  Wir  gehen  hierzu  aus  von  der  rationalen  Form  der  Curve, 
haben  also,  wenn  Mos  die  Beihenentwicklnng  des  superlinearen  Zweiges 
gegeben  ist,  nach  §  1  zuerst  die  rationale  Form  herzustellen« 

Die  gegebene  Curve  sei  von  der  Form  28)  und  liefere  ftü:  die  Um- 
gebung des  smgulSren  Punktes  eine  Reihenentwicklung  von  der  Form  10). 
Nach  Früherem  hat  die  Gleichung  der  adjungirten  Curve  die  Eigenschaft, 
dass  die  niederste  Potenz  in  «,  sofern  man  y  durch  die  Reihenentwicklung  10) 

ersetzt,  höher  wird  als  o;^  .  Bentltzen  wir  die  Bezeichnung  des  §  4, 
so  ist  die  allgemeinste  Form,  die  eine  solche  Curve  haben  kann: 

wo  Or^i^o(py)  der  Theil  der  Function  28)  ist,  welcher  nothwendig  ist 
zur  Bestimmung  der  Reihenentwicklxmg  bis  zu  dem  Exponenten,  der  dem 
letzten  kritischen  vorangeht,  und  wo  folgender  Bedingung  genügt  wird: 


A, 2N 


"T      ^t  yill  ^(r^1\^0^       ^  1- 


Da    die    linke    Seite    eine    Zahl    ei^iebt,    deren    Nenner    höchstens 
-^'^i"... //('■— 1)  ist,   so    ist   die  niederste   Zahl,   die  yoiOör  linken  Seite 

'  '  Digitized  byVJ 
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erreicht  werden  darf,  der  nächste  Werth  nach  — 1,  der  den  Nenner 

J'^".../f^'^^  hat.    Sei  dieser     ,.  ,» ..  _,. ,  so  wird  obige  Bedingung: 

Um  nun  noch  die  Beihenentwicklungen  der  allgemeinsten  adjongirten 
Canre  zn  finden,  hat  man  die  Glieder  niederster  Dimension,  welche  die  . 
adjnngirte  Cnrre  enthalten  darf,  anfzasnchen.  Man  kann  sich  jedenfalls 
auf  diejenigen  Ausdrücke  der  Summe  33)  beschränken^  bei  welchen  die 
rechte  Seite  der  Bedingung  34)  den  kleinsten  Werth  erreicht.  Unter  diesen 
hat  aber  wieder  derjenige  Ausdruck  den  niedersten  Grad,  der  den  h^kshsten 
Exponenten  Vo  hat;  denn 

<Pr-.l,l(aJy),    <Pr-l,«(«y)...    ^r^i,o(xy) 

haben  dasselbe  niederste  Glied  in  y  allein,  nämlich  yd*J",,.d<''-^l  Wird 
aber  y  durch  die  Reihe  ersetzt,  so  ergiebt  die  letzte  Function  eine  höhere 
Potenz  in  n;  als  die  vorletzte,  diese  wiederum  eine  höhere  Potenz  als  die 
nächst  vorhergehende  etc.  Man  wählt  also  unter  den  möglichen  Aus- 
drücken diejenigen  mit  dem  höchsten  Exponenten  in  0r—i,o{^y)j  unter 
der  dadurch  ausgeschiedenen  Gruppe  von  Ausdrücken  diejenigen  mit  dem 
höchsten  Exponenten  in  <Pr— i,o~i(^^)  otc.  und  kommt  auf  diese  Weise 
zu  Auadrücken  von  der  Form 

35)  const  xPy'[0^^(xy)Y^'. . .  [a>r-i,o(^y)]S 

welche  die  GUeder  niederster  Dimension  der  ac^ungirten  Cnrve  repräsentiren. 
Diese  Form  zeigt  uns,  dass  wir  je  v^Vo^f^f^i  Entwicklungen  erhalten, 
die  mit  der  Reihenentwicklung  des  gegebenen  superlinearen  Zweigs  über- 
einstimmen resp.  bis  zum  ersten,  zweiten  . . .  Gliede  der  gegebenen  Reihen- 
entwicklung vor  dem  Glied  mit  dem  letzten  kritischen  Exponenten.  Dazu 
treten  noch  gf  lineare  Entwicklungen  von  der  Form  y  '^  ax  +  hx^  +  "'y 
und,  wenn  der  Ausdruck  35)  kein  Glied  mit  y  allein  enthält,  d  h.,  wenn  p' 
nicht  gleich  Null,  so  treten  noch  eine  weitere  Anzahl  linearer  Entwick- 
lungen hinzu,  die  man  dadurch  erhält,  dass  man  die  Summe  der  Anzahl 
der  Ordnungen  aller  bisher  gefundenen  Entwickluugen  bestimmt  und  diese 
Zahl  abzieht  von  dem  Potenzexponenten  der  niedersten  Potenz  in  y  allein, 
welche  die  adjungirte  Curve  enthalten  darf.  Diese  letztere  Zahl,  welche 
die  Anzahl  der  Ordnungen  sämmtlicher  Beihenentwicklungen  der  adjungirten 
Curve  ist,  erhält  man  aus  einem  Ausdruck,  den  man  analog  dem  Aus- 
druck 35)  bestimmt,  wobei  von  vornherein  p'  =  0  gesetzt  wurde.  Die 
Differenz  dieser  beiden  Zahlen  liefert  die  Anzahl  der  linearen  Entwicklungen, 
die  noch  hinzutreten.     Da  die  Coefficienten  aller  Ausdrücke  von  33)   von  jIc 
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einander  nnabhftngig  sind,    so  kOnnen  die  so  bestimmten  Entwicldtuigen 
sich  nicht  za  höheren  snperlinearen  Zweigen  züsammenordnen. 

Beispiel.    Wir  wfthlen  das  Beispiel,  das  wir  froher  nach  der  graph- 
ischen Methode  behandelt  hatten. 

Die  CnrYO 

K^y)  -  [(y  -  »)•+  «*P~  9(y  -  aj^oj'-  0 
giebt  die  Reihenentwicklung 

-  7 

y  —  »  —  0?'  — «•+••• 
Die  Theile  Yon  f(^y)^  welche  zor  Bestimmung  der  swei  ersten  Ex- 
ponenten nothwendig  sind,  lauten: 

y  —  X    tmd    (y  —  xf  +  «*. 
Setzt  man  in  jedem  fdr  y  die  BeihenentwicUnng,  so  ergeben  sich  als 

niederste  Potenzen  in  o;  die  Potenzen  »'  und  «•.    Da  -—- 1  —  6j,  so 

ist  die  adjungirte  Curve  von  der  Form: 

2  const  x9^{y  -  xy[{y  -  xf  +  ä*]*, 
wobei  die  Bedingong  erfüllt  sein  muss: 

4  29 

Der  Ausdruck,  für  welchen  die  rechte  Seite  am  kleinsten  wird,  ent- 
spricht den  Werthen  ^  /^  .  « 
5-1;     r-0;    i)-fg-2, 

woraus  der  Ausdmck  niederster  Dimension 

[(y  -  xy+  a^]  [.A^+  Bxy  +  Oy«], 
und  dieser  giebt  unmittelbar  die  Beihenentwicklungen: 

y  — aa?-|-6«"-| — , 

y  — ai«-|-6i»*-| , 

in  Uebereinstimmung  mit  dem  auf  S.  31  gefundenen  Besultai 
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Prof.  Bebz 

In  PlÄue»  t  V. 


Einleitung. 

Am  16.  October  1893  waren  fUnfzig  Jahre  verfloBsen ,  seit  der  geniale 
Mathematiker  Bir  William  Bowan  Hamiltoni  Professor  der  Astronomie 
in  Dublin  y  der  Irischen  Akademie  der  Wissenschaften  daselbst  seine  Theorie 
der  Qaatemionen  znm  ersten  Male  yorlegte.  Es  war  ihm  nach  zehnjährigen 
BemOhungen  gelangen,  einen  algebraischen  Ansdrack  zu  finden,  welcher 
fftr  den  dreidimensionalen  Raum  dasselbe  leistete ,  wie  die  gewöhnliche  com- 
pleze  Grösse  x  +  iy  für  das  zweidimensionale  Oebiet  der  Ebene.  Er  wusste 
dies  dadurch  zu  erreichen,  dass  er  das  für  gemein  complexe  Zahlen  geltende 
Oesets  der  Commutatiyitftt  der  Multiplication ,  nach  welchem  die  Factoren 
eines  Productes  unter  einander  yertauschbar  sind,  fttr  höhere  complexe 
Zahlen  aufhob.  Trotz  der  unleugbaren  Yortheile,  welche  der  Qaatemionen- 
ealcül  bei  der  Behandlung  mancher  geometrischen  und  physikalischen  Pro- 
bleme gewährte,  trotz  der  einfachen  und  übersichtlichen  Form ,  in  welcher 
er  sowohl  die  Rechnung  selbst  durchzuführen,  als  die  Endresultate  derselben 
darzustellen  gestattete,  ist  er  in  Deutschland  nicht  recht  heimisch  geworden, 
wenn  auch  Mob  ins*  ihn  sehr  hochstellte  und  Hankel^  ihn  dem  Studium 
seiner  Landsleute  dringend  empfahl. 

Erst  seit  einigen  Jahren,  seit  man  den  Zusammenhang  zwischen  höheren 
complezen  Zahlen,  deren  Einheiten  ein  sogenanntes  geschlossenes  System 
bilden  und  deren  Multiplication  dem  associativen  Gesetz  folgt,  mit  den 
linearen  homogenen  continuirlichen  Gruppen  erkannt  hat  —  erst  zu  dieser 


^F.  A.  MöbiuB,  Neuer  Beweis  des  in  Hamilton 's  Lectures  on  Quaternions 
aufgestellten  associativen  Frincips  bei  der  Zasammensetzang  von  Bögen  grösster 
KreiBe  auf  einer  Engelfläche.  Berichte  über  die  Verhandlungen  der  königl.  sächs. 
Gesellschaft  der  Wissenschaften,  mathematisch -physikalische  Klasse.  1859.  Bd.  VI 
8.  136—149;  wiederum  abgedruckt  in  F.  A.  Möbius  Gesammelten  Werken. 
Leipzig  1885,  Bd.  II ,  S.  55  —  69. 

^*  H.  Hanke  1,  Theorie  der  complezen  Zahlensysteme,  insbesondere  der  ge- 
meinen oomplezeu  Zahlen  und  der  Hamilton 'sehen  Quatemionen  nebst  ihrer 
geometrischen  Darstellung.   Leipzig  1867. 
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Zeit  ist  auch  in  Dentschland  die  Quaternionentheorie  zu  ihrem  Rechte  ge- 
kommen und  der  berühmte  Begründer  der  Theorie  der  Transformations- 
gruppen hat  es  selbst  ausgesprochen*,  dass  das  Zahlensystem,  welches 
Hamilton  aufgestellt  hat,  neben  den  gewöhnlichen  complezen  Zahlen  unter 
allen  bekannt  gewordenen  Zahlensystemen  bei  Weitem  das  schönste  sei. 

Woher  aber  ist  es  gekommen,  dass  in  Deutschland  der  Quaternionen- 
calcül  an  keiner  höheren  Lehranstalt  eine  StStte  gefunden  hat  und  die 
Quatemionen  auch  jetzt  noch  weniger  um  ihrer  selbst  willen,  als  weil  sie 
ein  besonders  lehrreiches  Beispiel  eines  geschlossenen  höheren  Zahlen- 
systems abgeben,  nur  gelegentlich  erw&hnt  werden? 

Hankel**  glaubt,  dass  die  continentalen  Mathematiker  durch  die 
breite,  sich  immer  wiederholende  Darstellung  und  das  Vermischen  der 
algebraischen  und  geometrischen  Gesichtspunkte  von  dem  Studium  des 
Harn  11  tonischen  Werkes  abgeschreckt  würden  und  hofft  durch  totale  Ver- 
änderung der  Darstellung  und  durch  Trennung  der  formalen  Theorie  der 
Quatemionen  von  dem  Nachweis  ihrer  geometrischen  Bedeutung  nicht  nur 
grössere  Kürze  zu  erreichen,  sondern  auch  zur  Aufklärung  über  das  Wesen 
und  den  Gmnd  der  neuen  imaginären  Einheiten  beizutragen.  Jedenfalls 
hat  Hankel  durch  die  Aufstellung  des  Begriffs  „eines  geschlossenen  Zahlen- 
systems^, in  welchem  die  Producte  zweier  Einheiten  wiederum  durch  Ein- 
heiten desselben  Systems  in  linearer  Verbindung  sich  ausdrOoken  lassen, 
die  Grundlage  der  heutigen  Theorie  der  höheren  Zahlen  geschaffen  und 
insofern  auch  zur  richtigen  Würdigung  des  QuaternionencalGüls  viel  bei- 
getragen, doch  glaube  ich,  dass  noch  ein  anderer  tiefer  liegender  Grund 
vorhanden  ist,  der  die  deutschen  Mathematiker  abgehalten  hat,  sich  des 
von  Hamilton  geschaffenen  analytischen  Instmmentes  zu  bedienen.  Die 
Theorie  der  Quatemionen  birgt  in  wissenschaftlicher  Beziehung  eine  Lücke, 
die  Hamilton  nicht  durch  scharfe  Deduction,  sondern  durch  eine  glück- 
liche Induction,  die  aber  seiner  Meinung  nach  den  Charakter  der  Noth- 
wendigkeit  besitzt,  auszufüllen  versucht.  Dieser  Mangel  eines  streng 
mathematischen  Beweises ,  an  dessen  Stelle  eine  „quasi  metaphysical  specu- 
lation**,  wie  Hamilton*s  Schüler  Tai t***  sich  ausdrückt,  gesetzt  ist,  tritt 


*  Sophus  Lie,  Theorie  der  Transformationsgruppen,  8.  Bd.  S.  749. 

**  Hankel  1.  c.  S.  196. 

♦♦•  P.  G.  Tait,  an  elementary  treatise  on  quatemions,  Oxford  1867  (dem  wir 
alle  unsere  Citate  über  die  Theorie  der  Quatemionen  entnehmen)  p.  64 . . .  we  sh&ll 
Bhawtbatno  other  assumption  is  possible,  foUowing  for  this  purpose  a  very 
corions  quasi  metaphysical  speculation  of  Hamilton*8.  Dieser  Beweis 
folgt  dann  in  §  93  und  zerfällt  in  zwei  Theile.  Erstens  wird  bewiesen  (?),  dass 
das  Quadrat  eines  Vectors  eine  reine  (reelle)  Zahl  sei;  zweitens,  dass  das  Prodnct 
zweier  rechtwinkliger  Vectoren  einen  auf  beiden  senkrechten  Vector  darstelle. 
Beide  Sätze  dnd  aber  lediglich  Folge  der  eingeführten  symbolischen  Bezeichnung 
und  lassen  sich  weder  geometrisch,  noch  metaphysisch  beweisen. 
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hervor  bei  Hamilton's  Annahme,  dasB  das  Symbol  eines  Yectors  identisch 
sei  mit  dem  Symbol  einer  rechtwinkligen  Drehung  um  denselben.  Es  soll 
im  Folgenden  gezeigt  werden,  dass  diese  Annahme  durchaus  nicht  noth- 
wendig,  aber  zulSssig  ist,  weil  sie  nicht  gegen  die  Permanenz  der  formalen 
Gesetze  streitet,  und  dass  noch  andere  Beziehungen  zwischen  den  Symbolen 
des  Yectors  und  der  rechtwinkligen  Drehung  um  denselben  aufgestellt 
werden  können,  die  dasselbe  leisten  wie  die  Hamil tonische  Identitttt, 
wenn  auch  zugegeben  werden  muss,  dass  die  Hamilton'sche  Annahme 
die  denkbar  einfachste  und  fOr  die  Rechnung  bequemste  ist.  Aber  gerade 
in  dieser  Einfachheit  oder  vielmehr  Beschränktheit  liegt  auch  die  Ursache, 
dass  der  Hamil tonische  Quatemionencalcttl  eine  Ausdehnung  auf  mehr  als 
vier  Einheiten  nicht  zul&sst,  während  eine  solche  bei  etwas  allgemeinerer 
Yoraossetzung  über  die  Beziehung  eines  Yectors  zur  rechtwinkligen  Drehung 
um  denselben,  wie  wir  sehen  werden,  ohne  Schwierigkeit  fUr  8,  16,...  2" 
Einheiten  geleistet  werden  kann.  Die  sogenannten  Biquatemionen  und 
andere  Quaternionensysteme  sind  nicht  sowohl  Yerallgemeinerungen  der 
Qaaternionen ,  als  vielmehr  Combinationen  des  Hamil tonischen  Systems 
mit  irgend  einem  anderen  Zahlensystem,  welche  vermöge  einer  Operation, 
die  fierr  Scheffers*  als  „Multiplication''  bezeichnet,  zu  Stande  gebracht 
werden. 

§  1.  Die  Symbole  der  primitiven  Einheitsveotoren 
und  der  rechtwinkligen  Drehungen  um  dieselben. 

Es  mögen  die  Bichtungscoefficienten  der  drei  Achsen  X^,  Xj,  X^ 
eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  bezüglich  mit  ^i,  e,,  e^  bezeichnet 
werden,  so  dass  ein  von  dem  Coordinatenanfang  0  nach  dem  Punkt  Jf, 
dessen  rechtwinklige  Coordinaten  x^^  x^y  x^  sind,  gezogener  Yector  q  in 
Bezug  anf  Grösse  und  Lage  durch  das  Symbol 

dargestellt  werden  kann.    Der  Yector  heisst  „Einheitsvector'',  wenn 

ist  Alsdann  drücken  o^^,  ^,  o^  die  Cosinus  der  Winkel  aus,  welche  der 
Yector^  mit  den  drei  Achsen  X^,  Z«,  X^  bildet.  Ist  o^j^l,  x^^ssO^ 
^9  =  ^t  so  stellt  Q  einen  Einheitsvector  dar,  der  mit  der  Achse  Zj  zu- 
aammenflült,  ebenso  sind  e^  und  e^  die  Einheitsveotoren  auf  der  X,-  und 
Xj- Achse.  Die  Bichtungscoefficienteu  e^y  eg,  e^  können  also  auch  als  die 
mit  den  Achsen  zusammenfallenden  Einheitsveotoren  bezeichnet  werden,  die 
wir  kurz  „primitive  Einheitsveotoren **  nennen  wollen.  Die  um  diese  primi- 
tiven Einheitsvectoren  vorgenommenen  rechtwinkligen  Drehungen  6^63,  e^e^y 


*  Siehe  Mathem.  Annalen  Bd.  39  S.  374;  vergl.  auch  die  Anmerkang  **  von 

Google 
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ej>g  (siehe  Fig.  1),  welche,  von  den  positiven  Achsen  ans  gesehen,  sftmmt- 
lich  in  der  Bicbtung  des  Uhrzeigers  bewirkt  werden  sollen  und  also  die 
Vectoren  ej,  e,,  e^  in  die  Vectoren  e^^e^^  e^  überführen,  mögen  mit  ti,  ig)  13 
bezeichnet  werden.    Nun  ist 


«,=.(«..!)  «,=«,(!«,), 


da   das    associative    Gesetz   für    die   Mnltiplioation    der    neuen  Einheiten 

beibehalten  werden   soll;   also  drückt  —  e,  die  rechtwinklige  Drehang  aus, 

welche  den  Einheitsvector  6|  in  den  Einheitsvector  e,  transformirt.   Diese 
rechtwinklige  Drehung  ist  senkrecht  gegen  den  Einheitsvector  65,  also  ist 


1) 


1 


and  ebenso 


1 
1 


(siehe  die  rechte  Seite 
der  Fig.  1) 


und  bei  entgegengesetzter  Drehung: 


1*) 


1 


T«»=-*r 


Durch   linksseitige  Mnltiplioation  der  Oleiohungen  in  1)  mit  den  ent- 
sprechenden in  1*)  ergiebt  sich:  r^r-w^z-tl/^. 
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2) 


also :  ^«  -.  _  1 

und  analog  ^'  «  _  _  j 


V 


-1. 


Da  auch  die  DiTision  als  mOglich  yorausgesettt  werden  soll,  so  hat 
man  noch:  ^  j 


2*) 


H 

1 


=  -•» 


-r  =  —  ti« 


Die  Symbole  ii^  h>  ^  drücken  aber  nicht  blos  die  rechtwinkligen 
Drehongen  der  Vectoren  6^,  63,  e^  in  die  Vectoren  e^j  e^,  e^  aus,  sondern 
tranaformiren  Oberhaupt  jeden  in  den  Ebenen  6,63,  e^e^^  e^e^  gelegenen 
Vector  Q  in  einen  auf  ihn  senkrechten  Veotor  q  derselben  Ebene.  Denn, 
es  mOgen  sowohl  q  als  ^Mn  der  Ebene  e^e^  gelegen  sein  und  q  mit  e,  den 
Winkel  9  bilden,  so  ist,  wenn  q  einen  EinheitsYCotor  bedeutet: 


und 


9 


woraus   das  Gesagte   erhellt.     Es    sind   also  ii»  h»  «s  ^^®  Symbole  einer 
rechtwinkligen  Drehung  um  die  Achsen  «i,  e^,  e^  überhaupt. 
Aus  der  identischen  Gleichung 


(r»)(7/^)  =  (r') 


folgt  weiter: 

\  e^  V  \  Cg  V       \  «n  V 

3) 

und  analog 

«»»i  =  -H 

welche  Gleichungen  ausdrücken,  dass  die  Aufeinanderfolge  zweier 
rechtwinkliger  Drehungen  um  zwei  primitive  Einheitsvectoren 
in  der  Richtung  des  Uhrzeigers  äquivalent  ist  einer  einzigen 
rechtwinkligen  Drehung  um  den  dritten  primitiven  Eiuheits- 
Tector  in  entgegengesetzter  Richtung  (s.  die  rechte  Seite  der  Fig.  1).    t 
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Mnltiplioirt  man  die  Gleichungen  3)   der  Reihe  nach  rechtsseitig  mit 


ht  hi  hl  ^^  kommt: 

3*) 


von  welchen  Oleichnngen  die  erste  unmittelbar  aus  der  linken  Seite  der 
Figur  1  abgelesen  werden  kann.     Aus  3  und  3*  ergiebt  sich  endlich: 

woraus  sich  mit  voller  Evidenz  ergiebt,  dass  die  Symbole  der  recht- 
winkligen Drehungen  $j,  tg,  i,  nicht  commutativ  sind,  dass 
vielmehr  ein  Product  aus  zwei  derselben  sein  Vorzeichen 
ändert,  wenn  die  Factoren  mit  einander  vertauscht  werden. 
Aus  3)  findet  man   noch  durch    rechtsseitige  Multiplication  bezüglich  mit 


»3>    M» 


♦,: 


5) 


Producte,  die  durch  cjklische  Vertauschung  der  Factoren  in  einander  ttber- 
gehen. 

Während  nun  die  Eigenschaften  der  Sjmbole  i  der  rechtwinkligen 
Drehungen  um  die  primitiven  Einheitsvectoren  sich  in  vollkommen  be- 
stimmter Weise  und  geometrisch  anschaulich  entwickeln  lassen,  ist  dies 
keineswegs  der  Fall  mit  den  Symbolen  der  primitiven  Einheitsvectoren 
selbst     Aus  den  Gleichungen:^    ^ 


6) 


1 

1 

—«1  =  »« 


lassen   sich   keine  einfacheren  Beziehungen  der  e  zu  den  «  ermitteln.    Da 
jedoch  ans  3)  und  2*)  sich  ergiebt: 


7) 


also: 


1  . 

7- »8  =«3 


-*i»=«i 


7-*!  =  *«; 

*3 
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8) 


1  1  . 

1        1  . 


1 


1 

— 1 

«3 


ist,  80  iSsst  sich  schliessen,  daas  die  i  den  e  proportional  »nd,  dasa  also 
mit  Anwendung  eines  ProportionalitBtsfootors  a: 


8») 


ii  =  aCi 


gesetzt  werden  kann.  So  lange  a  eine  reelle  oder  auch  gemein  complexe 
OrSsse  ist,  welche  mit  den  e  als  commntatiy  angesehen  werden  darf,  er- 
geben sich  ans  8'*')  ohne  Weiteres  die  Qleichungen  8).  Ist  a  eine  höhere 
oomplexe  Zahl,  die  mit  den  e  nicht  vertansoht  werden  kann,  ohne  dass 
der  Werih  des  Prodnctes  ge&ndert  wird,  so  hat  man  zu  bedenken,  dass  aus 


sieb  ergiebt: 


dann  wird  ebenfalls: 


«/' 


ü  = 

aei 

: 

1  _ 

ik 

ek' 

1 
— » 

a 

l    1 

ek  a' 

a. 

e/  = 

1 
ek 

ei 

Hamilton  hilft  sich  sehr  einfach  dadurch,  dass  er  ik^ek  setzt, 
also  a  «=  1  annimmt.  Dann  müssen  natürlich  die  Sjmbole  e  denselben 
Gleichungen  genügen,  wie  die  Symbole  t,  es  muss  also: 

A)  e,«=r^l.     V«-l,     es'«-!, 

0)  e^e2  =  e^,    e^e^  =  e^,    ^^s  =  ^8 

sein,  welch'  letzte  Oleichungen  sich  in  die  eine 

zusammenfassen  lassen. 

Die  Gleichungen  unter  A,  B,  C  besagen  also: 

A.  Das    Quadrat    eines    primitiven    Einheitsvectors    ist    gleich    der 
negativen  Einheit. 

B.  Das  Product  zweier  primitiven  Einheitsvectoren  ändert   sein  Vor- 
zeichen, wenn  man  die  Factoren  vertauscht. 

C.  Das  Product  dreier  primitiver  Einheitsvectoren  in  der  Reihenfolge 

1,  2,   3  oder  einer  durch  cyklische  Yertauschung  daraus  hervor- 
gegangenen ist  gleich  der  positiven  Einheit. 
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Meiner  Ansicht  nach  ist  es  unmöglich,  diese  8&tze  geometrisch  oder 
metaphysisch  zu  beweisen;  sie  sind  eben  eine  noth wendige  Folge  der  An- 
nahme a  =3  1  und  verlieren  ihre  Giltigkeit  theilweise  oder  gttnzlicb,  wenn 
man  diese  Annahme  fallen  l&ssi  Dass  sich  noch  andere  als  die  Ton 
Hamilton  vorausgesetzten  Beziehungen  zwischen  den  e  und  i  aufstellen 
lassen,  welche  ebenfalls  den  Gleichungen  8)  genügen,  soll  an  zwei  Bei- 
spielen nachgewiesen  werden. 

Es  sei  erstens  ^  —  -  -  - 

*i=  («i«j«s)ßi 
»,=  (eie,e,)(53. 


—  e. 


— e. 


dann  ist: 

9) 

Da  nun 

auch: 

so  hat  man  zur  Bestimmung  der  e  die  Oleichungen: 


9*) 


Man  genügt  allen  diesen  Gleichungen,  wenn  man 

annimmt.     Es  sind  dies  wiederum   die  Gleichungen  A)  und  B),   wtthrend 
C)  nicht  erfüllt  wird.     Es  wird  dann 

Es  möge  zweitens 
gesetzt  werden,  so  dass  also: 


a  =  e,ej 


10) 


1 


1,=.  (6363)63=  -c,. 
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Diese  Gleichnngen  werden  befriedigt  durch  die  Annahme: 

10*)        1''=^'  '''r~^'  '''""^' 

wobei  weder  A)  noch  B)  noch  C)  bestehen  bleiben.    Man  erhält  in  diesem 

§  2.    Zusammenhang  zwischen  dem  Symbol  des  allgemeinen 
Einheitsveotors    und    einer    rechtwinkligen    Drehung   um 

denselben. 
Ein   beliebiger  Vector   im  Baume   wird   der  Grösse   und  Lage  nach 
durch  den  Ausdruck:         ^  ^  ^^^^  _,.  ^^^  _,.  ^^ 

dargestellt,  worin  ej,  e,,  e^  die  Bichtungscoefficienten  der  drei  anf  einander 
senkrechten  Coordinatenachsen  Zj,  2,,  X^  bedeuten  und  die  absolute 
Länge  des  Vectors  r  durch  die  Gleichung 

gegeben  ist.    Ein  zweiter  Vector  sei 

Q^e^Xi'  +  e^x^'  +  e^x^'. 

80   stellt  der  Quotient  —o'  zunächst  das  Symbol  der  Drehung  und  Streck- 

Q 
nng  dar,  welche  den  Vector  q  in  den  Vector  q'  flberftlhrt.     Es  gilt  nun 
die  Gleichung        j  ^ 

mit  Hilfe  der  drei  oben  charakterisirten  Zahlensysteme  zu  entwickeln.  — 
Ea  geschehe  dies  zunächst  für  das  zweite,  dessen  Einheiten  e  den  Be* 
dingungen  A)  und  B)  unterliegen,  nämlich: 

e,«=-l,    e,«  =  -l,    6»,  =  -l. 

Da  in  Gemässheit  dieser  Multiplicationsregeln 

=  -(«i*  +  «f'  +  «s*) 
ist,  80  ergiebt  sich: 

1 ^     etx^  +  e^x^  +  e^x^ 

eix^  +  e^x^  +  e^x^  a?i*  +  V  +  V 

Sind  sowohl  q  als  p^  Einheitsvectoren,  also: 

rc/'+ajj'^+ajj'*«  1, 
so  erhält  man:  C^nkr^n]i> 
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—  ?'=  —  99  —  —  («ja;,  +  e^x^  +  e^x^){eiXi  +  e^x^'+  e^x^') 

Q 

1)  =«i«i'+a?,aj8'+a?8<+e8ei(a;iV-%^i')  +  hhip^%^— ^z^i) 

Da  die  Grössen  x^^  x^^  x^  und  o;/,  rc,',  a^'j  die  Cosinus  der  Winkel 
sind,  welche  der  Vector  q  bezüglich  q  mit  den  drei  Achsen  bildet,  so  ist 
der  Winkel  9,  welchen  ^  mit  q   einschliesst,  durch  die  Gleichung: 

cos  g>  =  iC|  a?|  +  iCgfljj  -|-  x^x^ 

bestimmt.    Für  einen  sowohl  auf  q  als  auf  q'  im  Coordinatenanfang  senk- 
recht stehenden  Einheitsvector 

Q  =  e^x^  +  e^(xi%  +  «3^8 
gelten  ferner  die  Gleichungen: 

X^X^   +X^X^  +«8*8  =^» 

aus  denen  sich  die  Verhältnisse: 

x^  \x^'; «8"=  x^x^^ rCjÄj : «337/—  x^x^: x^x^—  x^ a;/ 

ableiten  lassen.     Mit  Anwendung  eines  Proportionalit&tsfactors  iL  kann  man 

auch  schreiben :  j  „  »»^  „  ^  '     ^  ^  ' 

IXy^  ^x^x^—x^x^, 

Xx^'^x^x^'-x^x^, 

ix^  =  iCj  a? j  —  a?2  a?! , 
woraus,  da  auch  ^^..2^  ^.^2^  ^^"2^  1 

isty 


A  =  ±  ^/(ajja?,  -  a;3a?j')«+  («»a;/-  x^  x^)^  +  (aJiaJg'-ajga;,')« 
hervorgeht.    Es  ist  dies  offenbar  der  9inq>^  wie  aus  der  Gleichung: 


smq>^  yi-cos^q>  =  ^(a;iHa?,«+a?3*)(a;/»+aJ2'*+  ajj'*)  -(x^x^ -^  x^x^-^-  x^x^f 

ersichtlich    ist    Durch   Einführung    dieser  Werthe    in   den   Ausdruck  fttr 

—  Q   erhftlt  man  daher: 
9 

—  0'=  eos  q>  +  {e^e^  «,"+  e^  e^x^"+  Cg  c,  arg")  «n  <p , 

welche    Gleichung    vermOge    der    Eigenschaften    der    Symbole  e  auch  ge- 
schrieben werden  kann: 

— 9  =  cos  (p  +  e^e^  63  (Cj  a?,"+  ^3:^"+  e^x^")  sin  <p , 
oder  kürzer: 

1*)  -  g'=  cos  g>  +  C|  Cg  Cj  p"  ^n  q>. 
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Handelt  es  sich  nm  eine  rechtwinklige  Drehnng,  so  wird  tp  ^  90^, 
also,  wenn  man  eine  rechtwinklige  Drehnng  nin  den  Einheitsyector  q"  mit 
«''  bezeichnet: 

2)  u"=  6,6,63^"... 

Man  erh&lt  also  das  Symbol  einer  rechtwinkligen  Drehung 
am  den  Einheitsyector  q',  wenn  man  q"  linksseitig  mit  dem 
Prodact  6,^63  mnltiplicirt.  Setzt  man  in  2)  fOr  p"  der  Reihe  nach 
^11  ^t  ^«  sowie  fttr  u". . .  h  *  ij ,  «3»  so  findet  man  fOLr  die  rechtwinkligen  Dreh- 
ungen «19  «I,  «8  ^°^  ^^®  primitiven  Einheitsvectoren  wiedemm  die  Formeln  9). 

Da  nun  in  dem  Hamilton'schen  System  die  Oleichung 
C)  eiCjfg^l 

gilty  80  hat  man  in  diesem  System 

3)  ti"=p"..., 

das  heisst,  das  Symbol  einer  rechtwinkligen  Drehung  um  einen 
Vector  ist  gleich  dem  Symbol  des  Vectors  selbst.  Als  specielle 
FSlle  ergeben  sich  aus  3)  die  Gleichungen: 

In  dem  dritten  System  hatte  der  Vector  ^  die  Gestalt: 

oder ,  wenn  wir  statt  e,  und  e,  die  Grössen  i  und  Ä;  als  Bichtungscoefficienten 
der  zweiten  und  dritten  Coordinatenachse  einfahren^: 

Q^Xi  +  ix^  +  kx^j 
wobei  f  und  k  den  Beding\ingen  genttgen: 

*««-!,      Ä«=~l,      Äi«-tÄ... 

Das  Symbol  i  ist  hier  offenbar  dasselbe,  wie  das  i  der  gewöhnlich 
complexen  Grösse  ^  _.  ^  ^.  ^^ 

und  der  Baum  vector  q  geht  in  den  ebenen  Vector  q  über,  wenn  0^3  «=0 
ist.    In  diesem  System  ist 

—  0'=  — r-- — -Ti —  (^i'+  *^»'+  *^') 


und  da  ftlr  den  Einheitsyector  q 

1 


ist,  so  wird 


aj, +  ia?,+  Äa?3 
1 


=  0^1  —  ix^  —  Äia?3 


==  a;^  a;/+  x^x^'+x^x^'+kiix^x^'-  x^x^) 
-kix^x^-x^x^)  +  »(a^ia^'-iCjir/). 

*  Siehe  meine  Abhandlung:  „Ueber  conforme  Abbildungen  von  Mannigfaltig- 
keiten höherer  Ordnung",  Zeitsobrift  fflr  Mathematik  und  Physik  XX  S.  S 
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Bedeutet  wiedernm  wie  oben 

einen  sowohl  auf  q  als  ^'  senkrechten  Einheitsyeotor  und  ist 


so  wird 


and  man  erhält: 


fl?2^s  —  ^ *8  =^  Xi  sin (p , 

Xi  «i'—  a?,  «/=  x^^sin  <p 
—  ^'=  co«g)  +  {kiXi'^  *aji"+  ta^)M«i9», 
welches  man  auch  schreiben  kann: 

—  ^'sss  coÄ^  +  ki{Xj^'+  $«,"+  hx{)8%nq> 

Bei  rechtwinkliger  Drehung  wird  daher 

«"=  Ä,>", 

oder,  nach  der  früheren  Schreibweise: 
4)  «"=  e^e^q'\  . . 

Man  erb&lt  daher  in  diesem  System  das  Symbol  der  recht- 
winkligen Drehung  um  einen  Vector,  wenn  man  denselben 
linksseitig  mit  e^e^  multiplicirt.  Setzt  man  in  4)  der  Reihe  nach 
1,  e^y  6^  fttr  ^"  und  «^y  i,,  i,  fttr  u",  so  findet  man  wiederum  die  Gleich- 
ungen 10).  . 

Der  Quotient  —if  kann  nach  dem  Vorhergehenden  je  nach  den  Voraus- 
9 
Setzungen,    die  man  über  das  Verh&ltniss   der  %  zu  den  e  macht,   in  drei 
verschiedenen  Formen  dargestellt  werden.    Man  hat  nttmlich: 

I)       —q'^  eo8<p  +  {e^x^"+  «»«,"+  «8«8")»»9  =  008q>  +  Q^sintp, 

\        =  öos <jp  +  (Cg  6j,)  Q^sin q>  ^  C08q>  +  lciq"sin  g>. 

Die  erste  Gleichung  ist  die  Hamil tonische.  Sie  enthält  vier  primitive 
Einheiten  1»  e^,  e^,  ^,  welche  ein  höheres  geschlossenes  Zahlensystem  — 
das  Hamil tonische  Quaternionensystem  —  bilden.  Bezeichnet  man  die 
vier  Einheiten  mit  Cq,  e^,  e^,  £3,  so  finden  sich  auf  Grund  der  Bedingungs- 
gleichungen A),  B),  C)  des  §  1  folgende  Werthe  der  Producte  je  zweier 
Einheiten:  ^  I 
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fo'o=«o«      ^1«0=*«1 


«t«o=« 


*0*1==*1»      *i^i *0»      ^l'l' 


»« 


^^J» 


H9 


'  —  B, 


n 


*0 '«""*«>       «1  *j  —        *8  ,       Ej  'l. *0 »       hH' 


*1» 


*0«S=«i 


'8»       «1*8 


«I» 


*«  *8  "^        *1  >       ^8  *8  ""        *0» 


welche  Besultate,   wie  folgt,  in  einer  sogenannten  Multiplicationstafel  zu- 
sammengefaBst  werden  können: 


5) 


«0 

h 

h 

«8 

«0 

»0 

h 

h 

h 

i 

«1  ' 

«1 

-«0 

-h 

H 

h 

*, 

-*o 

1 

-«1 

. 

h 

-u 

*« 

-«0 

Der  Werth  des  Prodnctes  ik .  €i  ist  an  der  Krenzungsstelle  der  h^^  Zeile 
mit  der  P^  Beihe  in  dieser  Tafel  zu  finden,  also  z.  B.: 


*•*•—'   ■"  ^1  «  Bm  §1    ""   €« 


*«*8 


1 »       «8  «»l 


Noch  einfacher  gestaltet  sich  die  Tafel,   wenn  man  den  Trftger  der 
Indieefl  e  anterdrUckt  and  schreibt: 


6) 


1 

1 

0 

1 

1         1 
2    '    3 

"i 
0 

0 

1 

2 

3 

1      1 

-0 

-8 

2 

3    1    2 
3   ;i    3 

3 

-0 

-1 

-2 

1 

-0 

Zwei  Zahlen  a  nnd  h  in  diesem  Quatemionensjstem  haben  die  Form: 

&  =  hh  +  ^  «1  +  hh  +  hh- 

Darch  rechtsseitige  Maltiplication  nach  dem  distributiven  Gesetz  er- 
h&lt  man  das  Prodact  a&,  welches  von  dem  dnrch  linksseitige  Maltipli- 
cation erhaltenen  ha  yerschieden  ist,  da  die  Prodacte  etek  und  ekCt  für 
ii  Jb «  1 1  2,  3  verschieden  sind. 


Digitized  by 


Google 


48  Zar  Theorie  der  Veotoren  und  Quaternionen. 

Bezeichnet  man  die  Einheiten  des  zweiten  Systems 

1,      ^Cjjj      ^l^t      ^2^11 

von  denen  nur  die  erste  primitiv  ist,  während  die  anderen  zasammen- 
gesetzt  sind,  der  Reihe  nach  mit  «ot  ^i»  hf  hf  ^^  findet  man  aaf  Grund 
von  9*): 

«063=  «8»        «1«8=  (<'8«t)(^«l)  =  -  «8«l  =  ««» 
*S*0~  *a)  *8*0~  *8» 

»««1  =  («I«8)(«3^8)  =  -  «iC,  =  «3,  «jCj  =  («2Ci)(e8««)  =  -  «l«J  =  -  ««i 

«««2=  («i«8)(«i«8)  =  -  «iV  =  -  «0.      «s«a  =  («««l)(^l«8)  =  -^«8  =  «n 
f,f3=  (eiC3)(e8Ci)  =  -e36,=  -  «,,       «353=  {e^ej){e^e^)  =  - €q. 

Stellt  man  diese  Werthe  zusammen,  so  erhiUt  man  wiederum  die  obige 
Tafel,  also  ist  II)  ebenfalls  ein  Quatemion. 

Bezeichnet  man  endlich  die  Einheiten  des  dritten  Systems 

welche  die  Qleichungen  10^)  erfüllen,  ebenfalls  mit 

so  findet  man  mit  Hilfe  der  Gleichung  10'*')  die  einzelnen  Producte  von  je 
zwei  Einheiten: 

«0«»  =  «2.      »1  h  =  (^8^)(-  «a)  =  -  «2  =  -  «8» 

*0 h^  hx       *1  *3  ~  ^3^  •  ^  =  ""  ^8  =  *2 »  '' 

f  2  *0  ^°  «2 »  's  '0  ^  *8 1 

hh  =  (-  «8)(«8«2)  =  «2  =  «3*  «3^1  =  «8  •  «8^2  =  «3  =  -  «2» 

«2*2  =  (-  «8)(-  «s)  =  «2*  =  -  ^01       «8*8  =  ^(-  ^s)  =  «8«2  =  «1» 
*2«8=(— ^)W  =  —  «1»  «8^8  =«2-^  =-«0- 

Auch    hier  giebt  die  Zusammenstellung  der  einzelnen  Producte  die- 
selbe Tafel  6). 

Wir  haben  somit  drei  verschiedene  Formen  eines  Quaternions  kennen 
gelernt.    Erstens  die  Hamilton'sche: 

q=»  C08q>  +  Q^sin  g>. 

Sie  bedeutet  geometrisch  eine  Drehung  durch  den  Winkel  q>  in  einer 
Ebene,  welche  auf  dem  Vector  q"   im  Coordinatenanfang  senkrecht  steht 
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und  begreift  daher  geometrisch  den  Einheitsvector  der  Ebene  oder  die  ge- 
wöhnliche compleze  GrOsse  .   .  . 

Q  sss  eo8q>  +  %sinq> 

als  speciellen  Fall  unter  sich.    Algebraisch  ist  g  von  q  ebenso  wenig  wie 
q"  von  t  unterschieden,  <ia        p*'ie-_  1 

Man  sieht  hieraus,  dass  die  Quatemionen  fdr  die  Theorie  der  Functionen 
nichts  zu  liefern  im  Stande  sind,  was  nicht  schon  durch  die  gewöhnliche 
oompleze  Grösse  erreicht  werden  könnte.     Es  gelten  auch  hier  die  S&tze: 

(«w fp  +  Q'sm <p){co8 q>'+  q'sin q>)  =  «w (gp  +  g>')  +  Q"8in{<p  +  tp)  etc. 

{eo8<p  +  Q"8in<p)^^  caantp  +  Q"8inn<p. 

Die  letzterhaltene  Gleichung  besagt,  dass  die  n^  Potenz  eines  Qua- 
ternions  eine  Drehung  durch  das  n- fache  des  Winkels  tp  um  dieselbe  Achse 
wie  bei  dem  einfachen  Qaaternion  bedeutet. 

Gleiche  Resultate  erhttlt  man ,  wenn  man  die  beiden  anderen  Formen 
II)  und  III)  des  Quatemions  zu  Grunde  legt.     Nach  II)  ist 

q  =  C08<p  +  {e^e^e^)Q"8ing>. 

Auch  hier  ist  q"  die  Achse  der  Drehung,  g>  der  Winkel,  um  den  ge- 
dreht wird. 

In  diesem  Falle  ist  e^e^e^g"  das  Symbol  der  rechtwinkligen  Drehung 
am  4ir  und  wegen  9*)  ebenfalls: 

Endlich  ist  auch  in  III) 

qcseo8(p  +  (jBiQ")8mg> 

e"  die  Achse  der  Drehung,  kig"  das  Symbol  der  rechtwinkligen  Drehung 
mn  dieselbe,  und  wegen  der  Gleichungen  13): 

Ein  unterschied  in  den  drei  Formen  des  Quatemions  besteht  also 
Tom  algebraischen  Standpunkte  aus  nicht;  sie  haben  alle  drei  die  Form 
der  gewöhnlichen  complezen  Grössen  und  sind  denselben  Gesetzen  unter- 
worfen wie  diese.  Dagegen  sind  die  Beziehungen  des  Quatemions  zu  den 
Vectoren  und  auch  diese  selbst  zum  Theil  verschieden.  Die  Vectoren  im 
ersten  und  zweiten  System  haben  die  gleiche  Form: 

and   das  Quadrat  des  Vectors  ist  gleich  einer  reinen  Zahl,   gleich   einen 
Scalar,  im  dritten  System  aber  hat  der  Vector  die  Form: 

g=^x^  +  ix^  +  t»3 
und  sein  Quadrat:  ^,^  ^^,  _  ^«_  ^^s  +  2ix,x^  +  2hx^x^ 

ist  wiederam  ein  Yector.     Er  entspricht  daher  dem  Vector  der  Eb^: 
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Q^x^  +  ix^, 
dessen  Quadrat  .2 «  ^  2     ^  «  j.  9.-^  ^ 

ebenfalls  einen  Vector  der  Ebene  darstellt.    Wie  aber  der  ebene  Einheits- 

^®^*°'  Q  =  C08(p  +  i8ing> 

auch  die  Bedentong  einer  Drehong  am  den  Winkel  9  in  der  Z^Z^- Ebene 
hat,    so   kann   man  auch  den  räumlichen  Einheitsvector  g  als  die- 
jenige Drehung  auffassen,  welche  einen  beliebigen  Vector  in  der  Ebene  (1,  ^) 
um  den  Winkel  (1,  ^)  =  «y'  dreht 
Denn  es  ist: 

^  «  j  •  ^  =  «1  +  •«!  +  *«8=  «1  +  ki{kx^  -  ix^). 

Da  Winkel  (1,  g)  gleich  9  ist,  so  wird: 

OJj  =  COSip, 


Es  Ittsst  sich  daher  q  auch  schreiben: 

'  hx^  —  jgg 


»  eine  Dre! 


woraus  ersichtlich  ist,  dass  q  eine  Drehung  durch  den  Winkel  <p  um  den 
Vector 

welcher  in  der  JS^Zg- Ebene  liegt,  bedeutet    Da 

(Ä<^)»=-i 

ist,  so  hat  Q  wiederum  die  Eigenschaften  der  gewöhnlich  complezen  Zahl, 

es  ist  also  auch  *n  _  ^^«^ 1   i.*-^'«;^«^  « 

Q  s=  cos  ng>  't'  te%Q  stn  n  qp. 

Auf  dieser  Eigenschaft  des  Vectors  beruht  auch  der  Satz ,  dass  jede 
Function  ff^f{Q)  eines  Vectors  wiederum  ein  Vector  ist,  der  in  der 
Ebene  (1,  q)  liegt    Daher  ergiebt  sich  auch,  dass  Oleichungen  der  Gestalt: 

oder 

nur  mOglich  sind,  wenn  dq  ebenfialls  in  der  Ebene  (1,  ^)  liegt  und  nicht 
eine  beliebige  Lage  im  Baume  hat*,  weil  sonst  auf  der  rechten  Seite  ein 
Quatemion,  auf  der  linken  ein  Vector  stehen  würde,  die  im  Allgemeinen 
nicht  gleich  sein  kOnnen. 

*  Siehe  des  Verfassers  Abhandlung:  „Ueber  cooforme  Abbildung  von  Mannig- 
faltigkeiten höherer  Ordnung  *S  Zeitschrift  f3r  Mathematik  und  Physik  XX, 
8.  2&8-270. 


Digitized  by 


Google 


Von  Prof«  Bbkz. 


51 


§  3.    Anwendungen  der  dritten  Form  des  Qnatemionensystems. 

Es  8oU  nun  an  zwei  Beispielen  gezeigt  werden,  dass  der  in  seinen 

Grundlagen   etwas  veränderte  Qnaternionencalcal   dasselbe  leistet  wie   der 

arsprfingliche,  und  zwar  soll  die  dritte   Form  dazu  gewfthlt  werden,  bei 

welcher  dfer  Vector  «  —  *  j».-«.  _l^^ 

and  das  Quatemion  ,  , . 

qs=co8g>  +  k%.Q8%ng> 

ist,  wfthrend   die   primitiven  Einheitsvectoren  i    und  k  den  Bedingungen 

I>  =  -1,    ft»  =  --l,     i*  =  -U 


unterworfen  sind: 


I. 
Die  Oleichungen  der  sphftrisohen  Trigonometrie  sollen  aus  der  identischen 

worin  Ä^  By  C  drei  Yectoren  nach  den  Punkten  A^  B^  0  einer  Kugel 

Tom  Halbmesser  1  bedeuten  m6gen,  abgeleitet 

werden.     Wir  wählen   die   Pole   Ä,    B\    C 

der  Kreise  J9(7,   ÄC  und  AB  so,    dass  von 

ihnen  aus  gesehen  diese  BOgen  in  der  Bich- 

tnng  des  Uhrzeigers  durchlaufen  werden.    Dies 

giebt,  wenn  wir  die  Seiten  imd  Winkel  des 

ursprfiDglichen  Dreiecks  mit: 

AB^e,     BO^a,     AC=h, 

<0^y,    <tA^a,    ^B^ß 
(siehe  Fig.  2.) 
bezeichnen,  fftr  die  Seiten  und  Winkel  des  Polardreiecks  A'B'C'i 
B'Ä=-  y,      C'B'^  a,      C'Ä^  1800-  ß^ 
<)CC'=e,     <)CA'^a,    <B'=180^-fc 
Nun  ist: 


^- 


eose  +  kiO'sinCt 


1 


C=  cosa  +  kiA'sinQf 


--C  =  CO«  6  +  kiB'sin  h, 
A 

Setzt  man  diese  Werthe  in  1)  ein  und  multiplicirt,  so  erhalt  man: 

eo8CC08a  +  k%C'9%necosa-{'k%A*co8C8ina  +  kiffk%£8incsina 

^^cosh  +  kiB'sin'b,  ^  ^ 

4»  zedby Google 
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Nun  ifit  allgemein: 
kig  .  }(%(/=  {hix^^-hx^  +  ix^{hix^'-  kx^  +  i^s) 

also  ist:  Q 

kiC.  Äi A'=  -  ^'-*'=  -  [^«(«  -  /^)  +  *«*«wi(;t  -  /J)] 

=  cosß  —  kiBsinß. 

Daher  geht  die  obige  Gleichung  über  in: 

cosceosa  +  kiC'sineeosa  +  kiÄ'  C08e8ina  +  {ea8ß  —  kiBsinß)8ine8ina 

ea  casb  +  kiffsinh. 

Setzt  man  Reelles  Beellem  gleich,  so  findet  sieh  zuerst  der  Gosinos- 
satz  der  sphttrischen  Trigonometrie: 

2)  cascco8a  +  sine  sin  aco8ß  =  cosb. 

Die  übrig  bleibende  Oleichung  dividiren  wir  linksseitig  erst  mit  k 
dann  mit  i^  es  bleibt: 

C'sinccosa  +  Ä'cosesina  —  Bsinßsineeosa  ^  S^sinb. 

Hieraus  durch  linksseitige  Division  mit  (7': 

sme.cosa  +  'p;^,  Äeos  e8ina  —  jr,B8inßsine8ina^'p=^,B'8inb. 
0  0  o 

Nun  ist:  j 

— .-A'=  008{in  —  /J)  +  kiB8in{n  —  /J), 

p  JB'  s=  aw«  +  kiÄsin  o, 

folglich  geht  die  voranstehende  Oleichung  über  in: 

8ineca8a  +  {—co8ß  +  ki8inß)co8e8ina  —  -p^fBsinßsincsina 

0 

=  {oa8a  +  %«il^a)Mfi&. 

Da   der  Bogen   J30'=^  ist,    so   bat   das   Quaternion  -rpB  keinen 

reellen  Bestandtbeil.    Es  ergiebt  sich  daher  durch  Oleichsetzung  der  reellen 
Olieder : 

3)  8incca8a  —  ea8C8inaco8ß  =i  sinbeosa. 

Es  bleibt  noch  übrig: 

kiBsinßcoscsina  —  jpBsinß8ine8ina=:  kiÄsinasmb'^ 

■ppB  als  rechtwinklige  Drehung  ist  gleich  —  ^  C,   s  C   ist   aber  gleich 
O  Jj  B 
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Seist  man  diesen  Werth  ein,  so  kommt 

kiBsinßcoscsina^hiBJciC'ainßsineaina  ^hiÄainasinb.  . 
Dnrch  successive  linksseitige  Division   mit  k^  i  und  B  folgt  hieraus: 

sinß  cos  e  sin  a  —  kiC'sinß  sine  sin  a  =  -=.ÄSfnasinh, 

'^''^*  ^Ä^cosc-'kiC'sinc 

ißt:  ^ 

8inßeosc8ina''kiC'sinßsincsina  =  eoscsinbsina-'kiCfsinesinbsina, 

Da  kiC'  als    rechtwinklige  Drehung  um   C  keinen  reellen  Bestand- 
theil  hat,    so    bekommt   man   durch   Gleichsetzung  des  Beeilen  und  des 
Imaginttren  beide  Mal  die  noch  fehlende  Gleichung: 
4)  sinasinß  =^  sinhsina. 


IL 

Es  sollen  die  Euler 'sehen  Formeln  für  die  Drehung  einer  Kugel  um 
eine  durch  den  Mittelpunkt  gelegte  Achse  abgeleitet  werden.  Zu  diesem 
Zwecke  sei  Qi  ein  fester  Yector ,  q  ein  beweg- 
licher, der  um  q^  so  gedreht  wird ,  dass  er  in 
die  Lage  q'  kommt  Die  hierzu  erforderliche 
Drehung  sei  gleich  q>. 

Man  yerlftngere  die  BOgen  q^q  und  q^q' 
über  Q  und  ^  hinaus  bis  D  und  E^  so  dass 
sowohl  Q^D  als  q^E  90^  betragen.  Dann  sind 
die  rechtwinkligen   Drehungen   ^D  und  q^E 

heziehentlieh   durch   die  Ausdrttcke  —D   und 

1  *» 

-E  gegeben.      Bezeichnen    wir    den   Bogen 

(f^(fssQ^^  mit  ^,  so  sind  die  Drehungen  q^ q  und  pi q'  durch  die  Quaternionen 

—  Q^cos^  +  —Dsin^y 
— p'=  cosd^  H — Esine 


bestimmt     Hieraus  ergeben  sich: 


JB  = 


sin^ 


sind^ 


Dreht  man  nun  den  Vector  OD  um  die  senkrechte  Achse  q^^  während 
der  Drehungswinkel  g>  beträgt,  so  gelangt  er  in  die  Lage  OE^  wobei 
zn^eich  ^  in  die  Lage  q   kommt  und  es  ist: 

E^D(eosq>  +  ki  Q^sin  tp).  oigitized  by  Google 
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Durch  Einführung  der  Werthe  von  D  und  E  erhält  man  hieraus: 

1)  q'—  Q^eaa^^iQ^Q^eos  9){ea8  fp  +  hig^sin  q>). 

Führt  man  die  Werthe  der  q   in  gewöhnlichen  Cartes'sohen  Coordi- 
naten  o;,  y,  ^r  ein,  setzt  also: 

Q  ^x  +  iy  +  k0, 

und  beachtet  die  Bedingungen: 

so   giebt  die   Ausführung    der    Rechnung    ohne   Weiteres    die    bekannten 
Euler 'sehen  Transformationsformeln  in  der  Gestalt: 

(  <x!^ «[«!*+  (yi*+«^i*)«Mf9]  +  y [«iJ^iCl  —  eosqi)  —  e^smqi\ 

+  z[x^ei{\  —  C08q>)  +y^sinq>], 
l*j       I  y*«  x[x^y^{\-cos(p)  +  z^8in  qi\  +y(yi*+  K*  + V)<»*v] 

+  ^[yi  «1  (1  -  «wgp)-  «jWigp], 
iB'=a?[»iifi(l— co«9)  — y,m9]+y[yijefi(l  — co«<jp)  +  a?i«nv] 

Fuhrt  man  die  Winkelf unctionen  von   -^  ein,  setzt  also: 


2«t»>|, 


1  —  CO«  <JP 

mm 

sinip  =  2sin^  cos -^ i 
so  kommt,  wenn  man  zur  Abkürzung  schreibt: 


wobei 
ist: 

2*) 


«'«  a:(a»-  6«-  c»+  d«)  +  2y{ah  -  cd)  +  2*{6(f  +  ac). 


y  =  2«(a6  +  cd)+y(-a»  +  6»-c»+d»)  +  2/(6c-oi), 
«'=  2a;(ac  -  6d)  +  2y(<»<*  +  *c)  +  «(-o»-6*+c«+<P). 

Die  letzteren  Formeln  lassen  sieh  auch  direot  doroh  Umformung  der 
Qleiohang  1)  erhalten.    Wir  mnltiplieiren  dieselbg. jn^l^  ^i,  setteiK|^ 
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*«>!  =  «*,,    hiQ^u,     hiQ^u\ 
80  geht  die  Vectorengleicbang  1)  in  eine  Gleichong  swisohen  rechtwinkligen 
Drehungen  tlber: 
2**)  ii^=s  «jco«  ^  +  («*  —  «1  «w  ^)  {cos  <p  +  iii«m<p). 

In  Hamilton*8cher  Beseichnang  würden  die  Gleichungen  1)  and  2**) 
identisch  sein,  da  in  diesem  System  ^iC^Up  ^==^^9  ^'=u^  ist.  In  unserem 
FaUe  aber  ist:  ^^^  j^.^^^  ^^ .^^^  j^^^^  .,. j^ 

Durch  Multiplication  der  ersten  Oleiohung  mit   der   sweiten,    zuerst 
rechtsseitige y  dann  linksseitige,  ergiebt  sich: 
u^u  =  -  (XiX  +  y^y  +  z^z) - i{x^y - y^x)^'k(x^B - 5, x)-k%{Miii - Ä,y), 

Es  ist  also: 

'2  =  -  K  »  +  3/1  y  +  «, «)  =  -  co5^, 

woraus  ,        ^       uu,  — t«.u 

UUj  +  C05  O  =  — i-^ — i^ 

folgt.  Multiplicirt  man  nun  die  Gleichung  2^*^)  aus,  so  findet  man,  da 
i«i^=-l,  mit  Berücksichtigung  der  zuletzt  erhaltenen  Gleichung: 

Aus  Gleichung:  uu,  +  u.u 

ergiebt  sich  aber  durch  linksseitige  Multiplication  mit  u^ : 
Es  wird  also:  ^  *      ' 

Seist  man  nun: 

CO«  K-  +  <*i^o-  =  <*  +  *«fl  — Ä;6+;»c=ag, 
woraus  sich  ergiebt: 

CO«  ^  —  t4,wn ^  =  d  —  (ÄJia  —  *&  +  tc)  =  g~*, 

80  findet  man  die  berühmte  Formel  Hamilton 's,  welche  die  Eule  r 'sehen 
Transformationen  in  der  Gestalt  2*^)  zu  einem  einzigen  Ausdruck  zusammen- 
fasst: 

2)  u!==q'^u  q.  Digitized  by  GoOglc 
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also  der  Vector 


Setzt  man  in  Gleichung  1)  statt  hig^  den  Hamilton'schen  Veotor  f|, 
80  würde  man  die  Gleichung: 

Q^QiC08&  =  {Q  -'QiC08d){ca$<p  +Qi8ing>) 
erhalten,   welche  bei  Tait  nicht  vorkommt.    An  deren  Stelle  findet  sich 
1.  c.  S.  259  die  Gleichung: 

oder  in  unsere  Bezeichnungsweise  übertragen: 

worin  8qqi  den  Scalar,  j/qQi  den  Vector  des  Quatemions  ^^|  bedeutet,  so 
dass  identisch  ^.  —  ä«^  j_tA.> 

Der  Scalar  yon  qq^  ist: 

VqQi—QQi  +  co^^. 
Dadurch  geht  die  Gleichung  3)  über  in : 

p'=  QyCos  ^  —  {q  i^^^  eo8d){Q^cos  if>  —  sin  tp) 
=  ^1  CO«  -^  —  (p  —  ^4  cos  &)q^  (^,  cos  <p^  sin  g>) 
=  QiC08d'+{Q-^  Q^cosd){co8(p  +  QiSin<p), 
übereinstimmend   mit   unserer  Gleichung  1),   wenn  darin  q^   für  htQi  ge- 
setzt wird. 

Die  Gleichung  2)  iSsst  sich  auch  unabhftngig  yon  1)  unmittelbar  durch 

eine  einfache  geometrische  Be- 
trachtung ableiten.  Es  sei  der 
Bogen  AB  mit  dem  Kreis  BB 
fest  verbunden.  Eine  Drehung 
der  Kugel  um  die  Achse  ^ 
des  [^'Kreises  BB^  durch  den 
Winkel  tp  führt  den  Bogen 
Ä  B  nach  Ä'ff,  um  die  hierzu 
nöthige  Transformation  zu 
bestimmen,  verlängere  man 
Ä'B'  über  Bf  hinaus  nach  Ä'\ 
so  dass  BfÄ"ss  A'Bf  wird  und 
verbinde  die  Punkte  Ä"  und 
Ä  durch  einen  Bogen  Ä"Ä\ 
derselbe  halbirt  den  Bogen 
BB  in  a 


Pig.4. 
^1 


Nun  sei 


also 


jB  =  u, 


—  C  =  g  =  «»^  +  *«>,  «t«  "2  « 


^- 


>  uq. 
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Femer  ist  ^  -o»       ^  ^ 

so  iat  1  z«      1 

Es  drttekt  also— «^   zunftchst  die  Transformation  ans,    welche  den 
Q 

Bogen  ÄB^u  vermOge  einer  Drehung  der  Kugel  um  die  Achse  ^^  durch 
den  Winkel  <p  in  die  Lage  Ä'JB^  überfahrt  Werde  nun  der  Pol  von  AB 
mit  Q  der  Pol  von  Ä'B'  mit  q'  bezeichnet,  so  ist  klar,  dass  bei  dieser  Drehung 
^  mit  (/  zusammenfallt.  Weil  nun  die  Winkel,  welche  der  Bogen  BV  mit 
den  Bogen  AB  und  A'B^  macht,  gleich  sind,  so  sind  es  auch  die  Ent- 
fernungen der  Pole  q  und  q'  vom   Pole  g^.     Man  kann  also  auch  sagen, 

dass  die  Transformation  —uq  eine  Drehung  der  Kugel  um  die  Achse  q^ 

bedeutet,  bei  welcher  der  Vector  q  in  den  Vector  g'  übergeht. 


(SchluBs  folgt.) 
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L  DidakÜBohe  Bemerknngen  zur  onbisöhen  Oleiohnng. 

üeber  die  AnflOstuig  der  cnbischen  Gleichnngen  Iftsst  sich  bei  dem 
heutigen  Stand  der  Wissenschaft  etwas  principiell  Neues  kanm  sagen;  nicht 
ganz  so  liegt  es  auf  dem  Gebiete  der  Methodik. 

Wie  bekannt,  wird  die  Anflösang  beim  ersten  Unterricht  gewöhnlich 
so  vollzogen,  dass  man  zayOrderst  das  zweite  Glied  der  vollständigen 
Gleichung  entfernt  und  die  reducirte  Gleichung  sodann  durch  Hudde's 
Substitution  in  zwei  Gleichungen  mit  zwei  unbekannten  spaltet.  So  elegant 
das  Verfahren  sein  mag,  motivirt  ist  es  nicht,  wenigstens  dem  Anf&nger 
gegenüber  nicht. 

Erwftgt  man  nnn,  dass  in  der  Begel  den  cubischen  Gleichungen  die 
quadratischen  mit  mehreren  unbekannten  vorangehen,  so  ist  es  didaktisch 
gewiss  nicht  unrichtig,  wenn  von  letzteren  eine  Brücke  zu  ersteren  ge- 
schlagen wird,  und  das  geschieht  so: 

Man  knüpfe  an  das  bekannte  Beispiel* 

f«)  ^1^,-a 

an,  dessen  voUstftndige  LOsung  durch  die  Gleichung 


l; 


d.  h.  durch 


^)         X]-i/i±V'i-' 


gegeben  ist.  Sodann  aber  frage  man,  welchen  Verlauf  die  Rechnung 
ninmit,  wenn  man  eine  passende  Verbindung  von  »^  und  %  als  neue  Un- 
bekannte einführt,  wie  z.  B. 

3)  t^i  +  fit"  y- 

Diese  Substitution  fällt  theoretisch  allerdings  mit  der  von  Hndde 
zusammen;  dagegen  ist  sie  methodisch  durchaus  anders  motivirt.  Wir 
spalten  nftmlioh  y  nicht  in  zwei  unbekannte  GrOssen,  sondern  ersetzen 
umgekehrt  die  Verbindung  zweier  unbekannten  durch  eine  einzige;  und 

♦  HeiB,  §  178,  Nr.  641?.  —  Bardey,  XXVII,  1.  Stufe,  Nr.  78>OQle 
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das  darf  in  der  Theorie  der  quadratischen  Oleiohxmgen  als  etwas  Gelftnfiges 
und  NatOrliches  angesehen  werden. 

Um  nun  zn   einer  Gleichnng  fttr  y  zu  gelangen,  gehe  man  von  der 

Identitftt 

4)  («,  +  «,)[(«>  +  «,)'- 31«,«,] -V  +  V 
ans,  nnd  erhftlt  mit  Bttcksicht  aof  1)  und  3) 

5)  y»-3ay-6-0. 

Dieses  ist  aher  die  gewünschte  Normalform  der  cubischen  Gleichung, 
deren  Lösung  wegen  2)  und  3)  die  Gestalt 

besitzen  muss.  Von  nun  ab  verlaufen  die  Betrachtangen  in  gewohnter 
Weise;  insbesondere  schliesst  sich  jetzt  die  Beduction  der  voUstfindigen 
Gleichung  auf  die  trinomische  Form  5)  als  ein  noth  wendig  er  Schritt  an. 
Durch  obigen  Vorgang  Iftsst  es  sich  also  erreidien^  dass  der  Schüler 
auf  einer  Vorstufe  —  im  Gebiete  der  quadratischen  Gleichungen  —  die 
cabische  Gleichung  in  ihrer  zweckm&ssigsten  Normalform  aniaifFt  und  ihre 
Lösung  darch  Bückschlüsse  selbstst&ndig  aufzufinden  vermag,  üebrigens 
kann  man  auf  dem  eben  betretenen  Wege  noch  weiter  vordringen  ^  indem 
man  die  Gleichungen* 

f  a)         e^g^  —  a 

ß)   ^+^5-6 
mit  den  entsprechenden  Lösungen 


!; 


«)        :{-n*^^^•■ 


zun  Ausgangspunkt  wfthli     um  die  Gleichung  zu  gewinnen,  welcher 

9)  g^  +  0^^y 

genügt,  kann  man  wie  früher,  von  einer  leicht  zu  bildenden  Identitftt  aus- 
gehen oder  auch  die  aus  7  a)  und  9)  folgenden  Werthe  von  e^  und  g^  in 
die  Oleiohung  Iß)  eintragen;  man  findet  dann 


,0)  [|+V^^_,]%[|.j/f  _,]■_.. 

Entwickelt  man  die  Elammergrössen,  so  gelangt  man  zu  einer 
rationalen  Gleichung  fi*^  Grades  in  y^  welche  bereits  Moivre  bei  seinen 
Untersuchungen  über  die  Winkeltheilung  hergeleitet  hat,  und  selbiger  ge- 
nügt offenbar: 

•  Bardey  a.  a.  0.  Digiti.ed  byGoOglc 
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„)  ,-l/|+|/?-.\.+l7|-|/^- 


a"  €*■■^ 


unter  s  jede  beliebige  fi**  Wurzel  der  Einheit  verstanden.     Für  w  —  5  er- 
hält man  beispielsweise  die  Gleichung 

/-5ay»+5a2y-5-0, 

mit  der  entsprechenden  Lösung  11). 

Der  casus  irreducibilis,  welcher  bei  diesen  Gleichungen  auftreten 
kann,  wird  am  einfachsten  gleich  von  vornherein  erledigt,  indem  man  in 
die  Gleichungen  7)  und  9)  die  Substitutionen 

^1  "■  ?  (cm  9  +  •  m  g>) ,     £^2  —  9  (cos  g>  ^  i  sinq>) 
einträgt,  wodurch  sich  der  Beihe  nach 

p*— a,    2^"c(Wfiy  =  &,    2QC08q>'^y 
ergiebt.     Man  findet  demgemSss  n  verschiedene  Amplituden  aus 

12)  (»«(n9>  +  2&jr)-6:2Va«;     *  -  0, 1,  2...  w  ~  1;     (ft^4a"<l) 
imd  sodann  die  n  Wurzeln  der  Gleichxmg  10)  mittelst 

13)  y^2y^cosg>. 

Was  die  Gleichungen  vom  vierten  Grade  betrifft,  so  wftre  unter 
unserem  Gesichtspunkt  ein  System  von  drei  Gleichungen,  nämlich 

zu  wählen  und  eine  Gleichung  für  die  Verbindung 

^1  +  *«  +  ^s  —  y 
au&usuchen^  doch  verweilen  wir  hierbei  nicht  länger. 

Eine  weitere  Bemerkung  möge  sich  auf  das  Auftreten  der  cubisohen 
Gleichung  in  der  Stereometrie  beziehen.*  Man  begegnet  hier  sehr  offc  dem 
eigenthümlichen  umstand,  dass  xwei  Wurzeln  der  Gleichung  keine  geo- 
metrische Bedeutung  besitzen^  selbst  dann  nicht,  wenn  sie  reell  ausfallen. 
Es  sei  nur  an  die  bekannten  Aufgaben  über  die  Einsenkungstiefe  schwim- 
mender Kugeln,  über  die  Theilung  der  Kugel  durch  eine  Ebene  nach  einem 
vorgeschriebenen  Verhältniss  u.  dergL  erinnert.  Typisch  fOr  diese  Fälle 
ist  die  Au^fabe:  Die  Höhe  x  eines  Eugelsegments  zu  bestimmen,  wenn 
dessen  Volumen  V  und  der  Kugelradius  r  gegeben  ist.  Man  gelangt  hier 
zu  der  Gleichung: 

*  Yergl.  inabesondere:  E.  Lampe,  Greometlische  Aufgaben  zu  den  cabischen 
Gleichungen,  Berlin  1877.  ^.^.^.^^^  ^^  GoOglc 
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14)  ar»-3rfl;«+3F:7r-0, 
4 

welche,  weil  F<  ^^^  Yoransgesetzt  werden  muss,  stets  drei  von  einander 
o 

Terechiedene  reelle  Lösungen  aufweist,  yon  denen  nur  eine  und  zwar 
die  kleinere,  positive  brauchbar  ist.  —  Fttr  diese  Erscheinung  pflegt  man 
selten  eine  Erklftrung  anzugeben,  zuweilen  die,  dass  die  erwtthnten  zwei 
Wurzeln  geometrisch  zwar  bedeutungslos  seien,  aber  der  durch  die  Gleich- 
ung ausgesprochenen  Forderung  genügten. 

Hiermit  erUftrt  man  indessen  keinesweg,  weshalb  auf  die  einfache 
geometrische  Fragestellung  eine  complicirte  algebraische  Antwort  erfolgt. 
Man  muss  vielmehr  zeigen,  dass  die  gedachte  Gleichung  genau  bei  der 
Betrachtung  anderer  geometrischer  Gebilde  wiederkehrt,  und  dass  für 
letrtere  sSmmtliche  Wurzeln  von  Bedeutxmg  sein  kOnnen. 

.Die  Auffindung  eines  solchen  Gebildes  wird  in  schwierigen  FftUen  Sache 
der  Routine  bleiben;  zur  Erklärung  der  Wurzeln  einer  cubisohen  Gleichung 
durch  eine  stereometrische  Betrachtung  kann  indessen  immer  nachstehende 
einfache  Auj^abe  gew&hlt  werden:  In  einem  geraden  Kreiskegel, 
dessen  Grundflftchenradius  a  und  Höhe  h  gegeben  ist,  soll  ein 
gerader  Kreiscylinder  von  gegebenen  Volumen  U  einbeschrieben 
werden.  Bezeichnet  man  den  Abstand  der  Deckfl&che  des  Cylinders  von 
dem  Kegelscheitel  mit  x^  so  gelangt  man  zu  der  Gleichung 

15)  a:»-.Ä»»+(-)V:«-0. 

Diese  kann  man  mit  der  Gleichung  14)  zusammen£Edlen  lassen,  wenn 
Ä  —  3r  und  Z7-  3  (jj  V  gesetzt  wird.     Für  h  —  a/3  wird  speciell 

16)  Z7-F-~»a?*(Ä^a?), 

und  diese  Formel  stellt  ebensowohl  das  Volumen  4es  erwfthnten  Kugel - 
Segments  als  dasjenige  des  Cylinders  dar.  Aber  für  den  Cylinder  haben 
sftmmtliche  drei  Werthe  von  x^  welche  aus  16)  entpringen,  Bedeutung. 
Zwei  jener  Cylinder  sind  in  gewöhnlicher  Weise  dem  Kegel  einbeschrieben; 
der  dritte,  für  welchen  x  negativ  wird,  durchdringt  den  Kegelmantel, 
und  seine  Deckfl&che   wird   durch  den  Scheitelkegel  ausgeschnitten.     Für 

4 
F>  -^  r^n  wird  die  Au^be  über  das  Kugelsegment  sinnlos;  die  cubische 

Gleichung  16)  besitzt  dann  nur  eine  reelle  und  zwar  negative  Wurzel, 
welche  letztere  jedoch  für  die  Cjlinderaufgabe  stets  eine  prftcise  geo- 
metrische Bedeutung  behält. 

An  Stelle  des  einbeschriebenen  Cylinders  kann  man  auch  einen  ge- 
raden Kreiskegel  wählen,  dessen  Scheitel  im  Mittelpunkt -vom  Grundkreis  ^T^ 
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des  gegebenen  Kegels  gelegen  ist,  und  dessen  GrandflSche  nun  in  drei- 
facher Höhenlage  durch  den  Mantel  des  ursprünglichen  Kegels  ausgeschnitten 
wird.  —  Diese  beiden  gewiss  naheliegenden  Aufgaben*  findet  man  in  den 
Lehrbüchern  der  Stereometrie  hOchst  selten  erwShnt,  und  es  ist  dies  anf 
einer  elementaren  Stufe  auch  durchaus  berechtigt^  weil  dort  der  Scheitel- 
kegel ausser  Betracht  bleibt.  Sobald  aber  stereometrische  Angaben,  die 
auf  cubische  Gleichungen  fuhren ^  zugelassen  werden  sollen,  dürfte  eine 
möglichst  zeitige  Erledigong  der  obigen  charakteristischen  Oylinder- 
aufgäbe  doch  empfehlenswerth  sein,  Dr.  W,  Heymahn. 


IL  ITeber  die  doppelpunktige  Fooalourve. 

Die  Bedingung,  dass  eine  ebene  Curve  dritter  Ordnung  einen  Doppel- 
punkt hat|  ist  bekanntlich  vom  zwölften  Grade  in  den  Coefficienten  der 
Carvengleichung.  Eine  auffallend  einfache  Form  erhftlt  diese  Bedingung^, 
wenn  die  Curve  dritter  Ordnung  eine  Focalcurve  ist,  wenn  sie  also  durch 
die  imaginären  Ereispnnkte  geht,  und  wenn  ihr  Focalcentrum,  das  beiasi 
der  reelle  Schnittpunkt  ihrer  imaginären  Asymptoten^  auf  der  Car¥e 
selbst  liegt 

Die  Gleichung  einer  Focalcurve »  deren  Focalcentrum  mit  dem  Coordi- 
natenanfangspunkte  zusammenfällt,  lautet  in  rechtwinkligen  Coordinaten^^ 

U^  {ax  +  hy  +  c)(s^  +  y^)  +  fx  +  gy  ^0. 

Macht  man  die  Gleichung  durch  HinzufÜgung  des  Factors  0^1  homogen 
und  setzt  zur  Abkürzung: 

8ahf+  da^g  -  Vg  -  &c«=  i, 

2hfg-c^f-ar-dag^=P, 

W^g-a'^g-lif^K', 

8ahg  +  U^f-  a^f-  ac^  =  L\ 

2a  fg  -(?g-  hg^  -  36/^  =  P', 

2af+2l>g^i?^M, 

so  findet  man  als  Gleichung  der  zugehörigen  Hesse'schen  Curve: 

J?  ==  Zx»  +  Lx^y  +  L'xy^  +  KY  +  cM{pi?  +  y^)» 
+  Pxe^+T'y»''^  c{n+g')f^^O. 

*  Wegen  der  Cylinderaufgabe  vergl.  Martus,  Aufg.  1125. 
^*  Constrnction  der  Focalcurve  aus  sechs  gegebenen  Punkten,  diese  Zeitschrift 
Bd.  40  S.  387. 
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Beajtzt  nun  die  Canre  17=0  einen  Doppelpunkt,  so  ist  dieser  be- 
kanntlich anch  ein  Doppelpunkt  ihrer  Hesse 'sehen  Gurre,  und  seine 
Coordinaten  genügen  also  gleichzeitig  den  sechs  Gleichungen: 


dx 

0. 

du 
9y~ 

0> 

du 

dt 

»0. 

dH 

ix^ 

0, 

dH 

d» 

0, 

dH 

de 

=  0. 

Aas  denselb«!!  ergiebt  sich  durch  Eliminstioii  ron 
•  «*,    «y,    y*,  xty    ye,    «» 

fftr  die  Ezisteiu  eines  Doppelpanktes  die  Bedingung: 


3a 

b 
e 

L 

eM 


b 
a 
0 
L 


a 

Sb 

e 

r 


e 
0 

f 
eM    0 


0 
e 
9 


f 
9 
0 
P 


=  0. 


L'   3Jr'  0       eM    P' 

0     eM    P       P'     -3<!(/«+p») 

Die  links  stehende  Determinante  iBsst  sich  vereinfoehen,  indem  man 
paraUele  Reihen  mit  geeigneten  CoefBcienten  moltiplicirt  nnd  addirt.  Durch 
Wiederholung  dieses  Verfahrens  geht  die  vorige  Gleichung  schliesslich  Aber  in 

2a    2f    c     0 


(ot+j«)i(^+^. 


oder 


2b 

29 

0 

e 

c 

0 

f 

9 

0 

c 

a 

b 

=  0, 


(a«+6«)«(^+^V{c*-4c«(a/^+5^)-4(a^-6n*l=0. 
Die   Focalcurye   Z7=0   hat   also  einen  Doppelpunkt,   wenn 

wird,    und    diese  Bedingung   ist   nur    noch    vom    vierten  Orade  in  den 
Coef&cienten  der  Cnrvengleichung. 
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Alle  Focalonrven,  die  einen  gegebenen  Punkt  sum  Fooaloentrnm  haben 
und  durch  drei  andere  gegebene  Punkte  gehen,  bilden  ein  specielles  Bflsehel 
von  Curven  dritter  Ordnung.  In  diesem  befinden  sich  sonach  nur  vier 
doppelpunktige  Focalourven,  abweichend  von  dem  bekannten  Satze,  dass 
ein  Büschel  von  Curren  dritter  Ordnung  im  Allgemeinen  zwölf  Gurren 
mit  Doppelpunkt  enthSlt.  Dieselbe  Eigenschaft  kommt  offenbar  allen 
deigenigen  Curvenbüscheln  dritter  Ordnung  zu,  in  denen  zweimal  zwei 
Orundpunkte  in  je  einen  Punkt  zusammenfallen,  während  ein  fünfter 
Orundpunkt  der  gemeinschaftliche  Tangentialpunkt  jener  beiden,  einander 
co^jugirten  Orundpunkte  ist. 

Braun  schweig.  B.  MOllbb, 
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Zur  Theorie  der  Veotoren  und  Quatemionen. 

Von 

Prof.  Beez 

in  Plauen  1.  V. 


Sohlass. 


§  4.   Terallgemeinerung  der  Quaternionentheorie. 

Es  ist  im  Vorigen  gezeigt  worden,  dass  das  Hamilton'sche  Qoater- 
nionensjstem  mit  den  Einheiten 

von    denen  die  erste   mit  den  übrigen  commutativ  ist,  während  diese  den 
Bedingungen:  (««-i,        j»=-l,       Ä»«-!, 

ji  =  —  ij,      kj  =  — ^Ä,      Äi  =  —  »Ä, 

ijk  =  1 

anterworfen   sind,   in  jeder    Beziehung  ersetzt    werden   kann    darch    ein 
System  mit  den  Einheiten: 

Anch  hier  ist  die  erste  commatativ  mit  den  übrigen,   die  zweite  und 
dritte  sind  primitive  imaginäre  Einheiten,  die  den  Bedingungen 

genügen«     Die  vierte  Einheit  ist  aus  den  primitiven  Einheiten    »|  und  i^ 
zusammengesetzt  und  mit  diesen  nicht  commutativ. 

Es  lässt  sich  erwarten,  was  jedoch  nicht  weiter  ausgeführt  werden 
soll,  dass  auch  das  System  II  mit  den  Einheiten: 

1,       »1*81       »i«3l      *2*8» 

wobei  die  primitiven^Einheiten  ij ,  ig,  13  den  Bedingungen  unterworfen  sind: 


—  1,  V=-l. 


-1. 


ebenso  zur  Lösung  geometrischer  Aufgaben   verwendet  werden  kann,  wie 
das  Hamilton 'sehe,   wenn  auch  die  Rechnungen  sich  weit  compUcirter. 
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gestalten  müssen,  als  bei  diesem.  Die  Einfachheit  des  Hamil tonischen 
Systems^  welche  aaf  der  Identificirang  der  Symbole  der  primitiven  Ein- 
heitsvectoren  mit  den  Symbolen  der  rechtwinkligen  Drehnngen  am  dieselben 
beruht,  hat  aber  zur  Folge,  dass  dieses  System  eine  Ausdehnung  anf 
mehr  als  4  Einheiten  nicht  zulttsst.  Nimmt  man  aber  das  Qoatemion  ent- 
weder in  der  Form 

A)  a  =  «0  +  h  «1  +  U^  +  hH^si 

oder  in  der  Form 

so  bietet  eine  solche  Verallgemeinerang  des  Calcals  keine  Schwierigkeit. 

Man  sieht,  dass  die  nicht  reellen  Einheiten  f^,  t,,  t^i^  der  Form  A)  aus 
den  Combinationen  zar  ersten  and  zweiten  Classe  der  zwei  primitiven 
imaginären  Einheiten  ij  nnd  t^  bestehen.  Man  wird  daher  das  nSchst- 
höhere  Qaaternionensystem  erhalten ,  wenn  man  za  den  Combinationen  der 
ersten,  zweiten  und  dritten  Classe  aas  drei  primitiven  imaginären  Ein- 
heiten t|,  ^21  h  ^^^^  ^^^  reelle  Einheit  hinzanimmt.  Dieses  nSchsthöhere 
System  hat  also  die  8  Einheiten 

1|       *li       *«»       *J»       *!**»       *1*3»       Hht      *1*2*3' 

Die  primitiven  Einheiten  sind  wie  immer  den  Bedingungen  unterworfen : 

Das  Product  zweier  Einheiten  giebt  wieder  eine  Einheit  desselben 
Systems.  Das  System  ist  also  ein  geschlossenes.  Legen  wir  n  primitive 
imaginäre  Einheiten  i^,  i2;»..tn  zu  Grunde  mit  denselben  Bedingungs- 
gleichungen,  wie  vorher,  so  erhalten  wir  ein  geschlossenes  System,  welches 
aus  der  reellen  Einheit  und  den  sämmtliohen  Combinationen  der  ersten  bis 
n^«n  oiasse  der  n  Elemente  «| ,  »2  •  *  •  *«  besteht.  Die  Oesammtzahl  dieser 
Einheiten  ist  ersichtlich: 

=  l  +  Wi  +  Wj+fl3+...fln 

«(1+1)«  =2". 
Will  man  die  andere  Form  B)  des  Quaternions 

a  =  «ü  +  h  h^i  +  *i«3Ö2  +  hh^s 
verallgemeinern,  so  hat  man  zu  berücksichtigen,  dass  die  Einheiten 

aus  der  reellen  Einheit  und  den  Combinationen  der  primitiven  Einheiten 
•1,  $2,  i)  zur  zweiten  Classe  bestehen,  während  die  Combinationen  der 
ungeradzahligen  Classen  nicht  auftreten.  Das  nächsthöhere  System 
wird  daher  erhalten,  wenn  man  zu  der  reellen  Einheit  die  Combinationen 
der  zweiten  und  vierten  Classe  aus  den  Elementen  ij,  »,,  «3,  «4  hinzufügt 
und  daher  folgende  Einheiten  besitzen: 

^f     »i»i»     hh^     «1*4»     hh^     hUy     «8*4»     *i»8«3V 
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Da  aber 


Irgend  zwei  Einbeiten  mit  einander  multiplicirt  geben  dann  wieder 
eine  Einheit  des  Systems,  dasselbe  ist  also  geschlossen.  Die  Zahl  der 
Einheiten  ist  wie  oben  gleich  acht  um  ein  System  von  2"  Einheiten  auf 
diesem  Wege  herzustellen ,  hat  man  die  sftmmtlichen  Combinationen  gerader 
Ordnung  ans  n  +  1  primitiven  Einheiten  f|;  i^f^^'Uj  in-^i  zn  bilden,  und 
die  reelle  Einheit  hinzaznfttgen.    Die  Zahl  der  Einheiten  ist: 

=  1  +  (n  +  1),  +  (n  +  1)4  +  («  +  1)«+  ••• 
l  +  (n  +  l),  +  (n  +  l),+  (n  +  l),+  ...  =  (l +  ])»+* -2«+S 

l-(«+l)i  +  (n  +  l),-(n+l)4+-  =  (l-l)"  +  ^  =  0. 
80  ergiebt  sich 

l+(f»+l)g+(«+l)4  +  («+l)6+--  =  2". 

Man  erhalt  also  ein  geschlossenes  System  von  2"  Einheiten  auch  dann, 
wenn  man  die  Form  B)  aaf  n  +  1  primitive  Einheiten  ausdehnt. 

Es  sollen  nun  die  Multiplicationstafeln  der  Quaternionensysteme  mit 
8,  16,  32  Einheiten  ezplicite  dargestellt  werden. 

I.  Bei  einem  Qnaternionensystem  mit  8  Einheiten  setzen  wir  eine  Zahl 

a  =  «0^0 +  «1^1  + •••«7  ^7- 
In  diesem  Falle  ist  [Form  A)] 

^0^^*»      ^l^^*l>      ^*^*2»       ^8^^*S»      ^4^^*1*2»      ^5^^  hht 

^6~  *«*s»    ^7  ~  hhU' 
Wir  erhalten  vermöge  der  Voraussetzungen ,  welche  über  die  primitiven 
imaginären  Einheiten  gemacht    worden  sind,    wenn   wir   die    Trftger    der 
Iiidices   unterdrücken  und  die  negativen   Einheiten  durch  einen  über  den 
Index  gesetzten  Strich  bezeichnen: 

I. 
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Ö 
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7 
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2 

1 

0 

Unter  der  Norm  einer  complexen  Zahl  werde  wie  bei  den  gemeinen 
complexen  OrOssen   und  den  gewöhnlichen  Quaternionen,  die  Summe  der 
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Quadrate  der  in  die  verschiedenen  Einheiten  mnltiplioirten  reellen  OrOssen 
oder  Coefficienten  verstanden.    Es  sei  also 

Ferner  bezeichnen  wir  mit  ä  diejenige  Zahl ,  welche ,  mit  a  mnltiplicirt, 
die  Norm  giebt,  so  dass  also 

a3  =  aa  =  N. 

Diese  Zahl,  die  coujugirt  complexe  Zahl  muss,  da 

^1    ^^  ^8    ^^  ^8    ^  ^4    ^^  ^ß    ^  ^   ^^  *"  ^0 

ist,  die  Form  haben: 

ö  =  «0^0^  ^1^1  ""    ^^""  ö»^-»""  ^4^4""  ^bh"  <»6^6+  ^^71 

ausserdem  aber  haben  die  Coefficienten  der  verschiedenen  Einheiten  noch 
der  Gleichung: 

1)  «007  -  «1  «6  +  »2«5  -  «8Ö4  =  0 

za  genügen.  Während  also  bei  den  gemein  complexen  Grössen,  sowie  bei 
den  gewöhnlichen  Qaatemionen  ohne  Einschränkung  die  Gleichung 

gilt,  ist  der  Bestand  dieser  Gleichung  bei  einem  höheren  Quatemion  von 
8  Einheiten  an  die  Erfüllung  einer  Bedingungsgleichung  zwischen  den 
Coefficienten  der  Zahl  geknüpft. 

Ganz  dasselbe  Resultat  ergiebt  sich,  wenn  man  bei  Herstellung  der 
Multiplicationstafel  das  erweiterte  System  B)  zu  Grunde  legt  und  annimmt: 

^^s=lj       ej  =  »|i2,       ^=h*3i       ^3^^*1*4»       ^4^^*i*8>       ^6^^H*4» 

Schreibt  man  die  Zahl  a  in  der  Weise ,  dass  man  die  Suffixe  der 
Coefficienten  aus  den  Suffixen  der  zugehörigen  primitiven  Einheiten  in  der- 
selben Reihenfolge  zusammensetzt,  also 

a=  «0+018*1  «2+  ai8»ii8+  Ö14»1  »4+023*2  «8+  Ö24V4  +  »S4%»4 

+  «11 84*lh*3*4 

und  nimmt  an,  dass  die  Yertauschung  zweier  Suffixe  in  dem  Coefficienten 
einen  Zeichenwechsel  hervorbringt,  demnach  aki=  —  a,jt  ist,  so  geht  die 
obige  für  die  Coefficienten  ak  aufgestellte  Bedingungsgleichung  1)  über  in 
die  folgende: 

1*)  O0«H34—  Ol««fl4"-  Ol8«4«—  «i  40^88  =  0- 

Das  Bildungsgesetz  der  Suffixe  der  drei  letzten  Glieder  aus  den  SafSzen 
des  zweiten  Factors  im  ersten  Glied  ist  sehr  einfach.  Nach  Weglassung 
des  Suffixes  1  bilden  die  übrigen  Suffixe 

2.34,    3.42,    4.23 
die  aufeinander  folgenden  cyklisohen  Permutationen  von 

234. 
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II.  Um  ein  höheres  Quaiemion  von  16  Einheiten  zu  finden,  kann  man 
entweder  von  4  oder  von  5  primitiven  imaginären  Einheiten  ausgehen. 
Im  ersten  Falle  setze  man: 

*ll^*i*«*3»       ^12=*l*i*4»       ^13^*1*3*41       ^14~*«*8*4> 
«15=»i«««8»4; 

im  zweiten: 

C|  =  »\ij,      4==*'i«3)       ß8=*l*4»      ^4'=*1*6)       ^6=h*d;      ^«^hUi 

^l^^HHi      ^8~*8*4»       ^9~*3*6)     ^JO~*4*6» 
^n^hHhÜf      «1«=*1*8*S>6.      «13=*1*8»4*6.      «14=*1«8«4«6. 
«16=»8V4V 

Man  erhftlt,  mag  man  nnn  das  erste  oder  das  zweite  System  primitive 
imaginSrer  Einheiten  verwenden,  folgende  Maltiplicationstafel : 

II. 
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Eine  Zahl  in  diesem  System  hat  also  die  Form: 

/=16 

a  ±=  ^aiei. 
Auch  hier  sei  wiederum 

16 

U 

Es  fragt  sich,  unter  welchen  Bedingungen 

N  =  aa 
wird,   worin  a  die  zu   a  conjugirte    complexe  Zahl  bedeutet.     Man  sieht 
mit    Hilfe    der   Multiplicationstafel    leicht,    dass    dieselbe    folgende   Form 
haben  muss: 

5  =  ^o«o—  «1^1 «10^10  +  ^li^ii  +  »is^ijH h  «16^15» 

und  dass  i5 

aa  =^g/' 
ist,  wenn  folgende  fünf  Bedingungsgleichungen  erfQlU  sind: 

1)     «0^11  ""  «l<»8    +  ^2^6    —  «3^6    +  ^1^16  "-  «7ÖU  +  «9^13""  «lOÖlS  =  0, 

3)  »O^IS  ""  ^löfio  +  »8015  +  ^3^7    —  «4^6    ""  ^b^U  +  ^80^18  —  »9   «U  =  0, 

4)  ^0^14  ■"  Ol 0^16  "■  ^i^lO  +  «3«9    ~  04^8    +  ^5^18  ""  ^«^18  +  ^7   ^11  =  ^» 

5)  «o^is  +  ^1^14  —  ö'gaj,  +  a^Gi^  —  a^a^  —  agGio  +  a^a^  —  a^  c^  =0. 

Diese  fünf  Gleichungen  lassen  sich  durch  folgende  fünf  einfachere,  die 
in  ihnen  enthalten  sind,  ersetzen: 

1*)  «o«n"-OiÖ8   +<^Ö8~  O8«5=0, 

2*)  aoa,g  -  a^a^  +02^1- a^a^^  0, 

3*)  aoflia  —  a^a^Q  +  a^a^  —  a^a^  =  0, 

4*)  aoai4  -  o^ajo  +  aga^  -  a^a^  «  0, 

5*)  ÜQ a,ß  -  ajajo  +  «e Ö9  -  »tOs  *=  0 , 

Dann  substituirt  man  z.  B.  in  1)  statt  aj,,  0,3,  a^^,  a^^  ihre  aus  2*), 
3*),  4*),  6*)  entlehnten  Werthe,  so  reducirt  sie  sich  auf  1*). 

Das  Bildungsgesetz  der  Oleichungen  1),.  ..5)  tritt  deutlich  hervor, 
wenn  man  wie  oben  die  Zahl  a  in  der  Weise  schreibt,  dass  die  Suffixe 
der  einzelnen  Coefficienten  aus  den  Suffixen  der  mit  ihnen  multiplicirten 
primitiven  imaginären  Einheiten  und  zwar  in  derselben  Reihenfolge  zu- 
sammengesetzt sind  und  ausserdem  aik='-aki  annimmt,  wenn  wir  also 
schreiben:  „  —  ^  _i_  v«     -•  .•     1   v..         -•  -•   -•  -• 

worin   für  Im  die  sämmtlichen  Combinationen  der  zweiten  Classe  aus  den 
fünf  Elementen  1,  2,  3,  4,  5  für  Impq  sKmmtliche  Combinationen  der 
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▼ierten  Clas&e  ans  denselben  Elementen  zu  setzen  und  zu  ct^  zu  addiren  sind. 
Die  za  a  conjugirte  Zahl  muss,  da  allgemein 

ist,  die  Form  •  .  .     ,  «  .... 

a  =  Oo—ZaimUtm+^aimpqU^mipiq 

annehmen. 

Die  Gleichungen  1), ...  5)  schreiben  sich  hiernach  in  folgender  Gestalt, 
wobei  der  Kürze  wegen  der  Träger  der  Suffixe  a  aberall  unterdruckt  ist: 


f0.1234  - 12.34  - 13.42  - 14.23 


.  { 


-(51.2345  +  52.3451  +  53.4512  +  54.5123)  =  0, 
0.1235-12.35-13.52-15.23 

+  (41.2345  +  42.3451  +  43.4512  +  45.1234)  =  0, 
rO.  1245  - 12.45  - 14.52  -  15.24 
^^        (  -(31.2345  +  32.3451  +  34.5123  +  35.1234)  =  0, 

fO.  1345  - 13.45  - 14.53  -.  15.34 
^^       \  +(21.2345  +  23.4512  +  24.5123  +  25. 1234)  =  0, 

|0.2345 -23.45  -  24.53  -  25.34 
^^       [  -  (12.3451  +  13.4512  + 14.5123  +  15.1234)  =  0. 

Nan  ist  allgemein  die  Gleichung: 

ea .  hcde  +  eh .  cdea  +  ec .  deah  +  ed .  eahc  =  0 
eine  Folge  der  Gleichung: 

0  .  Ifnpq  =:lfn  .pq  +  lp  .  qm  +  Iq  .  mp   (siehe  oben  I,  1*) 
Denn  es  ist: 

iy.lcde^lc  .de  +  hd.ec  +he.cd, 

O.cdea  ^s=  ed.ea  +  ce  .ad+  ca.de^ 
0.deah=  de  ,ah+  da.l)e  +  db.ea^ 
O.eahc  =  ea   hc  +  eb  .ca  +  ec  .ah. 

Setzt  man  diese  Werihe  ein  and  beachtet,  dass  «r=—r«  ist,  so 
verschwindet  die  Gleichung  identisch.  Es  verschwinden  also  die  ein- 
geklammerten Ausdrucke  in  den  Gleichungen  1),2,...5)  sftmmtlich  und 
dieselben  reduciren  sich  auf  die  je  vier  ersten  Glieder,  welche  nach  dem 
Schema  1,  1^)  gebildet  sind. 

III.  Entwickeln  wir  noch  zum  Schluss,  um  einen  deutlichen  Einblick 
in  das  Bildungsgesetz  der  höheren  Qoatemionensjsteme  zu  erlangen,  das 
System  von  32  Einheiten.     Eine  Zahl  in  diesem  System  sei: 


it=r3l 

a  =^akek' 
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Google 
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Wir  setzen    entweder  unter   Zuziehung  von  5  primitiven  imagin&ren 
Einheiten : 


6^=  fg,     €^  =  i^i^ 


«8=»8> 


eA=r 


ht. 


^41       ^9    =h»6 

€|2  =»2*5 
'     «14=  «8*6 


^16 


^4 '6 


«16 ^'  hhh*  «86 ~  *! *8 fs *4; 

«17=h*8*4>  «27~*lH*»*6» 

«18~  *1*8*6»  «28~  •lh*4*6> 

«19  =  *1  *»«4»  ««9  =  *1  *«»4*5J 

«20~  h^s^öj     ^o~  •2*8*4*6» 

«»1  =  *1*4*6> 
«M=  *«*8*4» 
«88=  *8*8*6» 
«84=*a*4*6l 
«86==*8*4*6> 

«81  =  *1*8*8*4*6. 

oder,  mit  Zugrundelegung  von  6  primitiven  imaginären  Einheiten: 

«0=1»        «1    =*1*8»       «16=*lS*8*4>       «81  =  *1*2  »3*4*6*6 
«8    =*l*8;       «17=*l*2«8»öl 
69    ==  iitif       «18=  *1*2*8*6» 
«4    =*1«6>       «19=*1*8*4*5» 

«80  ^=  *1  *8  *4  *8  > 

«21=  *1*2*6*6» 

«29  ~  *l*8*4*6l 
«8  =*2*6l  «28=*1*8*4*6» 
«9  ^^  *2  »6»  «84  ^^  *i  *8  *6  *6 1 
«10  =  *8  *4>  «26  =  *1  *4*6  *6> 
«11  =  *8 *5»  «28  ~  *2 *8 *4 *6l 
«12  =  *8  *6»  «27  ^  h  *3*4  *6> 
«13  =  *4*5»  «88  =  *2  ^8^5  *(! » 
«U  =  *4*6»  «29  =  *2  *4*5  *6) 
«16=*6*6^       «80=  *3*4*6*6i 

und  erhalten  in  beiden  Fällen  übereinstimmend  vorstehende ,  Seite  72  und  73 
befindliche  Multiplicationstafel.  (ToOqIc 


«6  =*1*6» 
«6  =*2*8» 
«7    =*8*4i 
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Zu  der  Zahl  ^=^^ 


^0 
k-M  t=30 


ist  eoojagirt  die  Zahl 

2  =  floe«  -yj'"''*  +^ot«*  -  a„«,„ 
da  *^^  *=" 

Damit  aber  *^* 

werde,  mOssen  folgende  16  Gleichungen  erfdllt  werden,  bei  denen  wiederam 
der  Eflrze  wegen  der  Träger  der  Indices  a  nnterdrOckt  ist; 

|0.16-1. 10+2.7-3.6+4.26+5.27-8. 22-9.23  +  11. 19+12.20 
(        -13.17-14.18  +  15.31-21.30+24.29-25.28  =  0, 

(0.17-1.11 +  2.8-3.26 -4.6  +  5.28  +  7.22-9.24- 10.19 
(         + 12.21+13.16-14.31-15.18+20.30-23.29+25.27  =  0, 


1) 
2) 
3) 
4) 
5) 
6) 

^) 

8) 

9) 
10) 

11) 

12) 


|0. 18- 1.12+2.9-3.27-4.28-5.6+7.23+8.24-10.20-11.21 
(  +13,31  +  14.16  +  15.17-19.30  +  22.29-25.26  =  0, 
|0.19- 1.13 +  2. 26  +  3. 8- 4. 7  + 5. 29 -6.22-9.25+10.17 
\         -11.16+12.31  +  14.21-15.20-18.80+23.28-24.27  =  0, 

0.20-1.14  +  2.27  +  3.9-4.29-5.7-6.23+8.25  +  10.18 
-11.31-12.16-13.21  +  15.19+17.30-22.28+24.26  =  0, 

0.21-1.15+2.28+3.29+4.9-5.8-6.24-7.25+10.31+11.18 

-12.17+13.20-14.19-16.30  +  22.27-23.26  =  0, 
|0.22-1.26-2.23+3.11-4. 10+5.30+6.19-7.17+8.16-9.31 
\        -12.25  +  14.24-15.23  +  18.29-20.28  +  21.27  =  0, 
JO.23 -1.27-2.14 +  3. 12 -4. 30- 5. 10  + 6. 20-7. 18  +  8.31 
l         +9.16+11.25-13.24+15.22-17.29+19.28-21.26  =  0, 

|0.24-1. 18-2. 15+3.30+4.12-5.11+6. 21-7.31-8. 18+9. 17 
[         -10.25  +  13.23-14.22  +  16.29-19.27  +  20.26  =  0, 

0.25-1.29-2.30-3.15+4.14-5.13+6.31+7.21-8.20+9.19 
+  10.24-11.23  +  12.22  - 16.28  +  17.27-  18.26  =  0, 

0.26+1.22-2.19  +  3.17-4.16  +  5.31-6.13+7.11-8.10 
+9.30-12.29+14.28-15.27-18.25+20.24-21.23  =  0, 


jO.27  +  1. 23-2.  20  +  3. 18- 4. 31-5. 16-6. 14+7.12-8. 30 
l    -9. 


,10+11.29-13.28+15.26+17.25-19.24+21.22  = 


Jle 
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JO. 28 +  1.24- 2. 21 +  3.31 +4. 18 -5. 17- 6. 15  + 7. 30+8. 12 
^^^1         -9,11-10.29+13.27-14.26-16.25+19.23-20.22  =  0, 
(0.29  +  1.25-2.31-3.21+4.20-5.19-6.30-7.15  +  8.14 


j0.29  +  l.i 
'\         -9.13+10.28-11. 27+12. 26+16.24-J7.23+18. 22  =  0, 

fO. 30+1. 31+2.25 -3. 24 +  4. 23 -5. 22  + 6. 29-7. 28  + 8.27 

^^^(         -9.26-10.15+11.14-12.13-16.21  +  17.20-18.19  =  0. 

Diese  15  Oleichangen  lassen  sich  leicht  ans  folgenden  16  zusammen- 

1*)  0.16-1.10  +  2.7-3.6  =  0, 

2*)  0.17-1.11+2.8-4.6  =  0, 

3*)  0.18-1.12  +  2.9-5.6  =  0, 

4*)  0.19-1.13  +  3.8-4.7  =  0, 

5*)  0.20-1.14  +  3.9-5.7  =  0, 

6*)  0.21-1.15  +  4.9-5.8  =  0, 

7*)  0.22-2.13  +  3.11-4.10  =  0, 

8*)  0.23-2.14  +  3.12-5.10  =  0, 

9*)  0.24-2.15  +  4.12-5.11  =  0, 

10»)  0 .  25  -  3  .  15  +  4 .  14  -  5  .  13  =  0, 

11*)  0.26-6.13  +  7.11-8.10  =  0, 

12*)  0.27-6.14  +  7.12-9.10  =  0, 

13*)  0.28-6.15  +  8.12-9.11  =  0, 

14*)  0  .  29  -  7  .  15  +  8  .  14  -  9  .  13  =  0, 

15»)  0.30-10.15+11.14-12.13  =  0 

nnd 
16*)  0.31-1.30  +  2.29-3.28  +  4.27-5.26  =  0. 

Man  übersieht  dies  ohne  Mtthe,  wenn  man  die  Zahl  a  in  der  Form 

sc  rei  t:  a  =  ao  + 2:o/„t/t„+2;a/,„,,i/i»,ip»4  +  o,,j45e«|«,«,»4^»j. 

Die  zn  a  conjogirte  Zahl  ä  ist,  da 

(♦,»inip»9»rt«)(t/»m»v.»t»r»»)  =  —  1, 

0  =  0(1  —  £aimiiim+ £aimp,*iimipii  —  aamgiiiiiiiiiiif. 
Die  sämmtlichen  Gleichungen   1,  2, . . .  15    stellen    sich    dar   als  zu- 
sammengesetzt aus  je  vier  Gleichungen  von  der  Form: 

1)  O.abcd—  ab.cd  —  ac.äh  —  ad.hc  =  0, 

2)  ea .  hede  +  el.edea  +  ee.  deab  +  ed.eal>c  =  0, 

3)  ef.abcdef—abef.cdef—aeef.defb-adef.efhf^^O.     j 
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Die  zweite  ist  eine  Folge  der  ersten,  die  dritte  eine  Folge  der  ersten 
and  der  Gleichnng: 

{O.ahcdef—ah  .cdef—ac.defh^ad,  efhc  —  ae.fhcd 
-af.bcde  =  0. 

Das  Bildnngsgesetz  der  Gleichungen  1)  und  4)  ist  dasselbe.  Lässt 
man  den  ersten  Bachstaben  a  weg,  so  bilden  die  Suffixe  der  negativen 
Glieder  die  aufeinander  folgenden  oyklischen  Permutationen  der  Suffixe  des 
ersten  positiven  Gliedes. 

Es  ist  nun  nicht  schwer,  das  allgemeine  Gesetz  aufzustellen,  dem  die 
Qaatemionen  von  2"  Einheiten  unterworfen  sind.  Eine  Zahl  in  diesem 
System  ISsst  sich  entweder  in  der  Form: 

oder  in  der  Form: 

wobei  im  ersten  Fall  n,  im  zweiten  Falle  n  4*  1  primitive  imagin&re  Ein- 
heiten zu  Grunde  gelegt  sind.  Die  Multiplicationstafel  ist  in  beiden  Fällen 
dieselbe.  Es  genügt  also,  wenn  wir  uns  auf  den  zweiten  Fall  beschränken. 
Dann  ist  die  zu  a  conjugirte  Zahl: 

ö  =  «0  — ^ÖJ/o,i|  im  +^aimpq  Ü  im  ip  tq  —  ^Olmpqrsil  hnip  iqh-i»  +  '  "^ 

wobei  die  Vorzeichen  der  Glieder  in  ä  abwechselnd  positiv  oder  negativ 
sind ,  je  nachdem  die  Classenzahl  der  einzelnen  Combinationen  dividirt  durch 
2  eine  gerade  oder  ungerade  Zahl  giebt.    Damit  die  Norm 

N=aa 

werde,  sind  gewisse  Gleichungen  erforderlich.  Dieselben  lassen  sich  zu- 
sammensetzen aus  Gleichungen  von  der  Gestalt: 

0  .  6|  ftg  ^8  ^4  ""  2^1  &2  •  ^3  ^4  "'  ^1  ^5  •  ^4  ^2  ""  ^1  ^4  *  ^a  ^8  =  ^ , 

0.hi\h^\hj^bQ—  hih^.hQb^b^hQ—  hih^.h^b^hQb^^  ^i^A-hhhh 
und  allgemein,  wenn  m  eine  gerade  Zahl  bedeutet: 

Die  Zahl  dieser  Gleichungen  beträgt  fttr  das   höhere  Quaternion  von 

2«  Einheiten  2^- (l +^^"'^^^^)»    also  für  n  =  1,  2,  3,  4,   5  .  .  .    der 

Reihe  nach  0,  0,  1,  5,  16. 

Es  sind   also  die  gemein  complexen  Zahlen  und  die  Hamil tonischen 
Quatemionen  die  einzigen  unter  den  hier  behandelten  Quaternionensysteipen       ^ 
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mit  2"  Einheiten,  bei  denen  die  Coefficienten  der  verschiedenen  Einheiten 
vollkommen  unabhängig  von  einander  angenommen  werden  können,  wenn 
die  Bedingung  aä  =  N 

erfüllt  sein  soll. 

§  5.  Die  Beziehungen  der  Onaternionen  zu  den  linearen 
orthogonalen  SnbBtitntionen  Cayley*«. 

Schon  in  §  3,  II  bei  Ableitung  der  Gleichung 

1)  fi'«  ^uq 

hat  es  sich  gezeigt,  dass  die  Qnatemionen  in  engster  Beziehung  stehen  zu 
dem  Problem,  eine  Summe  von  Quadraten  in  sich  selbst  zu  transformiren. 
Denn  die  aus  Gleichung  1)  sich  ergebenden  Werthe  von  x^^  x^\  x^  ge- 
nügen der  Gleichung: 

V* +  <*  +  <'=  V  +  ^2*  +  V- 
Durch  die  Transformation  1)  wird  also  der  Punkt  x  einer  Kugel 

in  einen  anderen  Punkt  x'  derselben  Kugel  übergeführt.  Die  Trans- 
formationen  1)  bilden  eine  Gruppe.  Denn  zwei  verschiedene  aufeinander 
folgende  Transformationen  ergeben  wiederum  eine  Transformation  derselben 
Art    Wendet  man  auf: 

eine  neue  Transformation 

an,   so  erhält  man  durch  Substitution  der  ersten  Gleichung  in  die  zweite 

Sei  nun 
so  ist 

also  kommt 

welches  eine  Transformation  derselben  Art  wie  1)  darstellt. 
Die  Gleichung 

2)  q  =  qq 

heisst  die  Parametergleichung  der  Transformation  und  lehrt  die  Parameter 
der  resultirenden  Transformation  aus  den  Parametern  der  sie  zusammen- 
setzenden zu  finden. 


r 

«  = 

1 

—uq 

q 

tt  = 

1 

q 

«'«' 

ibi 

stitati« 

in 

der  ers 

«"= 

1 

1        , 
'juqq 

«<?'= 

q", 

1 

1 

1 

? 

's 

q" 

f 

u"= 

1 

q" 

uq", 
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q  =  Qo  +  iq^'  +lGq^+  *t  g/, 

?   =  ^0   +  »?l    +  *^2   +  ^^Ö's    » 

80  erhftlt   man   darch    Ausführung  der    Maltiplication  in   2)   und  Oleich- 
setxang  der  mit  gleichen  Einheiten  behafteten  Glieder: 

ä'/'^  ftä^o'+  ä'o9'i'+  ^sft'—  ftÖ^a'^ 
ft '=  ftffo'—  Ö's^i'+  9^0^'+  ffift » 
ft"=  (7s  0^0'+  ?«^/-"  9^1^/+  ?oft  • 
Die  identische  Transformation  tritt  ein  für 

^0  =  ^     9'i  =  ^i==ft  =  0 

oder  - 

g=l, 

dann  wird  u's=u.     Die  inverse  Transformation  von  1)  ist: 

3)  u'=gfi-- 

ff 

Denn  wendet  man  diese  auf  1)  an,  so  kommt: 
«"=3(i«<,)i  =  «. 

Die  Transformation  3)  führt  also  den  Pankt  x  wieder  zurück  in  den 
Punkt  X. 

Mit  Hilfe  der  gewöhnlichen  und  der  höheren  Quaternionen  ist  es  mög- 
lich, das  Problem  der  linearen  orthogonalen  Substitution  vollständig  zu 
lösen.  Wir  besitzen  bereits  eine  Methode  zur  Lösung  dieses  Problems, 
nftmlich  die  Methode  der  schiefen  Determinanten  von  Caylej^  jedoch 
ISsst  dieselbe,  wie  wir  bei  einer  anderen  Gelegenheit  sehen  werden,  eine 
Anzahl  Lösungen  unberücksichtigt,  die  mit  Hilfe  der  Quaternionen  ge- 
fanden werden  können.  Wir  werden  die  Methode  Cajlej's  etwas  aus- 
führlicher recapituliren,  um  in  den  Stand  gesetzt  zu  sein,  die  mit  ihrer 
Hilfe  gefundenen  Resultate  denen  gegenüber  zu  stellen,  zu  welchen  die 
Theorie  der  Quaternionen  führt. 

Es  mögen 

4) 


«,'=a„*i  +  o„a^  +  . 

•  dinXn 

• 

•  a%nXn 

• 
•  annXn 

*  Siehe  Salmon^Fiedler,  Vorlesungen  über  die  Algebra  der  linearen 
Transformationen.  Fünfte  Vorlesung,  oder  Baltzer,  Theorie  und  Anwendung 
der  Determinanten  §  15  und  §  8. 
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diejenige  orthogonale  Substitution  darstellen,  dnroh  welche  die  Sanime  der 
Quadrate:  */«+<«+...«,'» 

in  die  Snmme^ von  ebensoviel  Quadraten: 

flbergeführt  wird.    In  diesem  Falle  müssen  zwischen  den  Coefficienten  Oik 
folgende  Gleichungen  stattfinden: 

Es  sind  dies  im  Ganzen 

n(w-l)        (n+l)n 


5) 


n  + 


1.2 


1.2 


Bedingnngsgleichungen    zwischen    den    Snbstitntionscoefficienten    a^fc.      Da 
die  Zahl  der  letzteren  n*  betr&gt  und  zwischen  ihnen 

n(n+1) 

1.2 

Bedingnngsgleichungen    stattfinden,     so    müssen    sie    sich    s&mmÜich    als 


Functionen  von 


n'  — 


n{n+\)      n(n-1) 


1.2  1.2 

von    einander    unabhängigen    Grössen    oder  sogenannten   ,^ wesentlichen 
Parametern"  darstellen  lassen.    Die  identische  Transformation  tritt  ein, 

^«™  aa— 1,     aa  =  0.     kZi. 

Die  inverse  Transformation  wird  durch  das  Gleichungssjstem 
4*)  Xi  =  a, iX^  +  aux^'\- . . .  +  a„<ir/, 

oder  durch  die  sogenannte  transponirte  Substitution  von  4)  dargestellt. 

^ — -  unabhängigen    oder  wesentlichen  Para- 


Bezeichnet  man  die 
meter  mit 


^81      ^8 


''«s 


^1-1,  n: 

SO   findet    man    nach    Cajley    die   Coefficienten  Oik^    wenn    man   in  der 


I    &!*+&*<=  0,    5h=^o 


stermin 

ante: 

6,1  feig.  . 

.hn 

6) 

5  = 

.h„„ 

den  Coefficienten  von  hik  mit  ßik  bezeichnet,  wie  folgt: 
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7) 


an  = 


2bnßu  —  B 


atk  = 


^hßa 


kZi\ 


In  allen    diesen  LOsnngen    treten    die    üik  als   rationale    bilineare  Ver- 
bindnngen  der  wesentlichen  Parameter  nnd  gewisser  ans  ihnen  nach  einem 
bestimmten  Schema  ebenfalls  rational  zusammengesetzter  Ausdrücke  auf. 
So  findet  man  für  ^  =  2  ans 

5=    ^"     ^" 
wenn  schliesslich  ^*       '^ 

gesetzt  wird:  .  j^^.^  ^^,  ^  ^^,^^^  ^  2h,b,,:t,. 

Fflr  n  s  3  erhält  man  aus 


"12 
^31       ^8« 


^«8 


"88 


unter  der  Voraussetzung,  dass 

^1=  ^22=^88=  *0t       ^l  =  — ^2,       2^81=' 


und 

10) 
ist: 


^=V+^2*  +  ^8'  +  V  = 


-'18» 


&. 


&»i  =  -  *»s 


ijr*, '=  (6o»+ V- V-»is*)«i+2(6«)6»-»,s6ffl)«»+2(»,A8+^&ij)a5„ 
Setzt  man  hierin: 

2>0=^.       &23  =  -"^l       ^18  =  ^1       ^18  =  — ^1       iV=«=l, 

SO  erhftlt  man  genau  die  Euler 'sehen  Formeln  für  die  Transformation 
einer  Summe  von  drei  Quadraten  in  sich  selbst,  welche  in  der  Quaternionen- 
gleichung: 

(d  +  t,a  +  fgft  +  iii^c){i^Xi  +  i^x^  +  t\tjrrj)(d  -  »lO  -  igt  -  »lijC) 

zasammengefasst  werden  können. 

Diese  stimmt  Qberein  mit  der  Gleichung  §  3^  II,  2,  sobald  man  statt 
der  Einheiten  ti,  ig,  iii^  der  Reihe  nach  die  Einheiten  -%t,  Je,  —i  ein- 
fahrt. 

Auch  far  n  ==  4  hat  schon  Eni  er  die  betreffenden  Formeln  und  zwar 
„nuUa  certa  methodo  sed  potius  quasi  divinando**  erhalten.  Setzt  man 
mit  Cayley:  ^  . 
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^12 


-^, 


is 


^8       -  ^M 


«^18 
»0 


»'li 


^24 


^84 


&1X         —  hqM        —    6i 


''li 


'24 


^84 


=  V(V+  ^2*+  ^S*+  ^4*+  2^28*+  2^24*+  ^4*+  ««34), 

worin,  wie  oben  §4,  1*: 

^284  = 

gesetzt  ist;  and  schreibt  man  ftir 


^2  ^84+^8  ^42+  ^4^28 
^0 


^ft       ^v 


der  Beihe  nach: 
setzt  femer: 


00 


12       *'18       «'14       ^28       •'24      «'84 

a      h        c       h      — ^    f 
09^  s=  af+  hg  +  eh 

so    erhftlt   man   die    Euler^Cajley'sche  qnatemftre    orthogonale  Trans* 

formation : 

»«/=[(»«- ^«)+(^-a«)+(p«-6«)+(Ä«-(?)]a;i+2(--aG)-/^d+c^-&Ä)a?, 

+2{''h(o-cf''g^+ah)x^+2{-'ea  +  hf-ag  —  h»)x^^ 

+  2(-Ä(ö  +  /*^-a5-ce)a:j  +  2(^Q)+ /•*  +  &»-  ca)x^, 
JVa^'=:  2(&(»  +g^  -  cf+  oä)«i  +  2(ä  w  +  /"^  +  cd  -  a&)a;8 

+  [rf-  ^)  -  (n-  a«)  +  (^«-  &«)  -  (Ä« -  c«)]:rj 

+  2(— /"(ö +^Ä  —  &(J  —  ae)a?4, 
Nx^'^  2(ca)+  ÄO  —  a^  +  6/0«i  +  2(— ^o  +  /%  -  «c  -  he)x^ 

+  2{fa  +gh  +  a»-  hc)Xs  +  [(c»«-  d«)  - (/«  -  a») 

Aach  hier  weist  schon  die  Gleichnng: 

auf  ein  höheres  Qnaternion  mit  8  Einheiten: 

hin.  Es  ISsst  sich  zeigen,  dass  man  allerdings  mit  einem  Qaaternion  von 
8  Einheiten  die  Enler-Gayley 'sehen  Transformation  finden  kann,  dass 
dies  aber  auch  schon  durch  Zusammenstellung  zweier  passend  gewählter  ein- 
facher Quatemionen  sich  erreichen  Iftsst.  Ausserdem  liefert  das  einfache 
Quaternion  auch  zwei  vertauschbare  Transformationen,  bei  denen  die 
Parameter  nur  uni-linear  auftreten. 
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Fttr  fi  =  5  hat  man 


-& 


IS 


&,g  .  .  .  &,5 


''«6 


J?  = 


-  ^5  —  ^ 


'85- 


Der  Ansdmck  in  den  Klammern  ist  offenbar  die  Norm  eines  Qnaternions 
von  16  Einheiten  i,  _  r    i   yi»     -•  -•    _l  vi.         •  -•    -•  - 

nnd  es  folgt  hieraus,  dass  zor  Transformation  einer  Summe  von  fünf 
Quadraten  in  sich  selbst  ein  höheres  Quatemion  von  16  Einheiten  erforder- 
lich ist.  Eine  geringere  Zahl  von  Einheiten  scheint  mir  ausgeschlossen 
zu  sein^  wenn  man  nicht  eine  identische  Transformation,  etwa 

gelten  lassen  will,  wodurch  die  Zahl  der  Einheiten  auf  8  beziehentlich  4 
reducirt  wflrde. 

Bei    einer  Transformation  von  sechs   Quadraten   in  sich  selbst  hfttte 
man  auszugehen  von  der  Determinante: 


B  = 


&,g  . . .  6ie 


^12 


.&, 


'S6 


^^^^  =  V(&0*  +  ^^h  +  £hhim  +  &!«456), 

^l«84B6  =  ^f^S46«  +^15^4662+^4  ^662» +&i6*«2S4+^e^t846 

ZU  setzen  ist.    Der  Ausdruck  in  der  Klammer  ist  offenbar  die  Norm  eines 
höheren  Quatemions  von  32  Einheiten,  wenn   wir  dasselbe  in  der  Form: 

h  =  hQ  +  I!himiiim  +  ^hmpqhimipiq  +  ^i^sibehHHUhh 
schreiben.     Zur  Transformation  einer  Summe  von  sechs  Quadraten  in  sich 
selbst    ist   hiemach    ein   Quatemion    von    32  Einheiten   erforderlich,  doch 
iSsst  sich,  wie   wir  an  einer  anderen  Stelle  sehen  werden,  dieselbe  auch 
mit  einem  Quatemion  von  8  Einheiten  bewerkstelligen. 

Hiemach  bietet  die  LOsung  des  allgemeinen  Problems,  eine  Summe  von 
n  Quadraten  in  sich  selbst  zu  transformiren,  theoretisch  keine  Schwierig- 
keiten.    Wir  gehen  aus  von  der  Determinante: 


5  = 


-K 


.hu 


—  hin  —hin  •  '  'h 


84      Zur  Theorie  der  Vectoren  und  Qaaternionen.    Von  Prof.  Beez. 
Der  eingeklammerte  Ansdmck  ist  die  Norm  des  Qnatemions: 

Die  Zahl  der  in  den  Klammem  eingeschlossenen  Quadrate ,  die  ebenso 
gross  ist  als  die  Zahl  der  Einheiten  in  6,  betrftgt: 

Dm  daher  eine  Summe  von  n  Quadraten  in  sich  selbst  zu  transformiren, 
ist  im  Allgemeinen  ein  höheres  Quaternion  von  2"~^  Einheiten  erforderlich. 
Wenn  jedoch  n  selbst  eine  Potenz  von  2  ist,  so  kann  die  Transformation 
auch  schon  durch  n  Einheiten  geleistet  werden,  wobei  dann  die  Parameter 
unilinear  auftreten  und  allemal  zwei  reciproke  Transformationen  möglich 
sind.  Es  können  ausserdem  auch  noch  Fftlle  eintreten,  sobald  n  eine  ge- 
rade Zahl  und  nicht  gleich  2*"  ist,  bei  welchen  die  verlangte  Transformation 
durch  ein  Quaternion  mit  weniger  als  2**"^  Einheiten  geleistet  werden  kann, 
wie  z.  B.  für  n  =  6. 

Die  Zahl  der  Bedingungsgleichungen  zwischen  den  Goefficienten  der 
yerschiedenen  Einheiten  betr&gt  dann 


2n-^-(l+!^). 


Die   Zahl    der  von   einander  unabhängigen  Goefficienten   wttrde  dem- 
nach n(n-l) 

2 
sein,  welche  Zahl  aber,  sobald      ^^  . 

gesetzt  wird,  sich  auf  n(n  —  1) 

reducirt.    Dies  ist  in  der  That  die  Zahl  der  zur  Transformation  einer  Summe 
von  n  Quadraten  in  sich  selbst   erforderlichen  „wesentliclien  Parameter". 


BerichtigiagMi  mm  ertten  Thdl  dieser  Abhaadliug. 
S.  51  Fig.  2  ist  im  oberen  Dreieck  A'B'C  der  Buchetabe  A  überflOssig,  im 
unteren  Dreieck  ABC  die  Seite  ^JB  mit  e  zu  bezeichnen.  --  S.  57  in  der  fünften 
Zeile  von  unten  muse  es  statt  „Weil  nun  die  Winkel"  heissen  „Weil  n&mlich 
die  Winkel". 
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IV. 

Ueber  die  ebenen  Curven  vierter  Ordnung 
vom  Oeschlechte  Eins. 

Von 

Dr.  H.  Liebmann 

in  JenA. 

Herr  Thomä  hat  im  29.  Jahrgänge  dieser  Zeitschrift  eine  Abhandlung 
,,üeber  Kreissysteme ^^  veröffentlicht.  Verallgemeinert  man  projecüv  die 
daselbst  gegebene  Abbildung  der  Ebenen  oder  der  Pnnkte  des  Baumes  auf 
die  Kreise  der  gegebenen  Systemebene  dnrch  Vermittelnng  einer  Kngel,  so 
erh&lt  man  einen  neuen  und  wie  es  scheint^  ganz  besonders  einfachen  Ein- 
gang in  die  Theorie  der  ebenen  Curven  vierter  Ordnung  mit  zwei  Doppel- 
punkten und  kann  ohne  Mühe  die  bekannten  und  einige  neue  Sätze  über 
dieselben  als  selbstverständliche  Folgerangen  aus  den  Eigenschaften  der 
Flächen  zweiter  Ordnung  erhalten.  Man  erhält  auch  eine  besonders  an- 
schauliche üebersicht  über  die  Erzeugungsarten  dieser  Curven.  Dies  sollen 
die  folgenden  Zeilen  zeigen. 

I.  Die  Abbildung  der  Ebenen  des  Baumes  auf  die  Kegelschnitte  eines 
Netzes  mit  zwei  Grundpunkten. 

Man  bringe  die  Ebenen  zum  Schnitt  mit  einer  Fläche  zweiten 
Grades  (Z>  und  projicire  den  entstehenden  Kegelschnitt  von  einem  Pankt  N 
der  Fläche  aus  in  die  Systemebene  d.  Den  Punkt  N  nennen  wir  den 
Nordpol,  die  Tangentialebene  in  ihm  die  Nordpolebene  (n).  So  verwandeln 
sich  alle  Kegelschnitte  auf  <Z>,  bez.  alle  Ebenen  des  Baumes  in  Kegel- 
schnitte der  Ebene  d  durch  die  beiden  Punkte  X  und  T,  in  denen  die 
durch  N  gehenden  Geraden  £  und  \)  von  <Z>  die  Ebene  d  treffen.  Die 
Ebenen  durch  den  Nordpol  bilden  sich  ab  auf  gerade  Linien  (eigentlich 
+  0,  wo  0  die  Verbindungslinie  von  X  und  T  ist).  Die  Geraden  von  (Z> 
bilden  sich  durch  diese  stereographische  Projection  ab  auf  Geraden  durch  Y 
oder  Xf  je  nachdem  sie  derselben  Schaar  wie  £  oder  wie  ^  angehören. 

Eine  Gerade  g  als  Träger  eines  Ebenenbüschels  bildet  sich  ab  auf 
ein  Büschel  von  Kegelschnitten  mit  den  Grundpunkten  XYG^Q^^  wo 
ffi  G^  die  Projectionen  der  Schnittpunkte  von  g  und  <Z>  sind.  Die  drei  zer- 
fallenden Kegelschnitte  des  Büschels,  nämlich  (XY){G^Qf^)^  femer  (X£r,) 
(rC,)  und  (Xff,).(rei)   sind   die  Bilder   der  durch  g  und  -N^Äclegten^ 
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Ebene  nnd  der  beiden  durch  ^  an  <Z>  gelegten  Tangentialebenen.  Wir 
nennen  (©i^g)  die  Potenzlinie  und  (jPiPj),  die  Verbindungslinie  der  zwei 
nicht  aaf  z  liegenden  Nebenecken  des  Vierecks  XYG^G^^  die  zugleich  die 
stereograpbischen  Frojectionen  der  Schnittpunkte  der  Polaren  p  von  g  mit 
O  ßind^  die  Centrale  des  Büschels.  Auf  ihr  liegen  die  Pole  der  Geraden  z 
für  die  Kegelschnitte  des  Buscheis.  Die  Polare  jp  von  g  bildet  sich  ab 
auf  ein  Büschel  von  Kegelschnitten  durch  XYF^F^^  für  das  P^Pg  Potenz- 
linie und  G^  &2  Centrale  ist.  Die  Tangenten  der  beiden  durch  einen  Punkt 
gehenden  Kegelschnitte  des  Büschel  {XTG^G^)  und  {XYF^P^)  sind  von 
den  Verbindungslinien  des  Punktes  mit  X  und  Y  harmonisch  getrennt, 
weil  ihnen  auf  <Z>  conjugirte  Bichtungen  entsprechen.  Wir  nennen  deshalb 
die  beiden  Büschel  Orthogonalbüschel.  Wären  nämlich  X  und  Y  die  ab> 
soluten  Punkte,  so  wären  die  Büschel  orthogonale  Kreisbüschel.  Sind  X 
und  Y  reelle  Punkte  (also  nur  wenn  <Z>  eine  Fläche  mit  reellen  Geraden 
ist),  so  sind  die  beiden  Paare  GiG^  und  P^P^  gleichzeitig  reell  oder 
conjugirt  imaginär;  sind  X  und  Y  conjugirt  imaginär^  also  beim  EUip- 
sold  z.  B.^  so  ist  immer  nur  eines  der  beiden  Paare  reell. 

Die  Ebenen  eines  Büschels  sind  projectiv  zugeordnet  den  Kegelschnitten 
des  sie  abbildenden  Büschels,  denn  die  Ebenen  sind  ihren  Spuren  auf  d 
projectiv  zugeordnet  und  auch  ibren  Sparen  auf  der  Tangentialebene  in 
einem  der  Punkte^  wo  die  Achse  g  des  Büschels  <Z>  trifft  und  diese  Spuren 
bilden  sich  auf  die  Tangenten  an  das  Büschel  von  Kegelschnitten  in  einem 
Grundpunkte  durch  die  Perspective  von  N  aus  ab.  Der  Involution  coigugirter 
Ebenen  eines  Büschels,  dessen  Achse  g  ist,  entspricht  also  in  der  Ebene  d 
eine  Involution  zwischen  den  Individuen  eines  Büschels  von  Kegelschnitten, 
wobei  die  zerfallenden  Kegelschnitte  {XG^){YG^)  und  (XG^){YG^)  sich 
selbst  entsprechen. 

Eine  Gerade  durch  den  Nordpol  bildet  sich  auf  ein  Strahlenbüschel 
ab,  dessen  Träger  ihr  Spnrpunkt  Z  auf  S  ist,  ihre  Polare  ergiebt  ein 
Büschel  von  sich  in  X  und  Y  berührenden  Kegelschnitten,  zu  denen  das 
Geradenpaar  {ZX)(ZY)  gehGrt,  denn  ihre  Bilder  auf  <Z>  berühren  sämmt- 
lieh  die  beiden  durch  ZN  gelegten  Tangentialebenen,  die  £  bez.  t)  ent- 
halten. 

Eine  Tangente  t  bildet  sich  auf  ein  Büschel  von  Kegelschnitten  ab, 
die  in  der  Projection  des  Berührungspunktes  die  Projection  von  t  berühren. 

Punkte  (3)  kann  man  in  zwei  Arten  auffassen  als  Träger  von 
Strahlen,  so  dass  die  Eigenschaften  der  sie  abbildenden  Kegelschnitts« 
mannigfaltigkeiten  besonders  klar  werden. 

a)  Wir  legen  durch  die  Polare  von  ß  N^  also  durch  den  Schnitt  von 
n  mit  der  Polarebene  j  von  3  ^^^  durch  3  eine  Ebene  }'.  Die  Ebenen  des 
Büschels  (3^)  bestimmen  auf  f/  Strahlen,  deren  Stützpunkt  3  ist.  Sei  Z 
der  Spurpunkt  von  (^3)  ^^  ^)  so  ist  das  Bild  von  }'  ein  Kegelschnitt  d, 
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der  ZX  und  ZT  in  Z  und  in  T  berührt.  Das  Bild  einer  Ebene  (gJV)  ist 
ein  Strahl  {Z\  Durch  einen  solchen  Strahl  {e)  und  6  ist  ein  Büschel 
vollständig  bestimmt,  es  ist  das  Bild  eines  Strahles  durch  3  &^  }'•  Also 
stellen  alle  Kegelschnitte  durch  X,  Y  und  zwei  diametral  gegenüber,  d.  h. 
auf  einer  Geraden  durch  Z  gelegene  Punkte  von  d  Ebenen  durch  3  d&f- 
Wir  nennen  deshalb  6  den  Diametralkegelschnitt,  Z,  den  Pol  von  0,  seinen 
Mittelpunkt. 

b)  Denkt  man  das  Ebenenbündel  (3)  erzeugt  durch  die  von  ^  ko.  O 
gelegten  Tangenten  (je  zwei  derselben  bestimmen  eine  Ebene  durch  3 9  luid 
die  coijugirt  imaginären  Tangenten  sind  mitzurechnen),  so  ordnen  sich  die 
Bilder  der  Ebenen  in  Berührungsbtischel  an,  d.  h.  in  solche  Eegelschnitts- 
büschel,  die  ausser  X  und  T  noch  einen  Punkt  und  in  ihm  die  Tangente 
gemein  haben.  Die  Tangenten  gehen  durch  Z  und  sind  die  Projectionen 
der  von  Z  an  (Z>  gelegten  Tangenten.  Die  Berührungsbüschel  haben  also 
die  Eigenschaft,  dass  die  Tangenten  der  Doppelgrundpunkte  0  alle  durch 
einen  Punkt  Z  gehen  und  dass  die  0  alle  auf  einem  Kegelschnitt  m  liegen, 
der  Projection  von  (j<Z>).  In  jedem  Punkt  0  ist  die  Eichtung  der  Tan- 
gente an  09  durch  OX  und  OY  von  der  Tangente  des  zugehörigen  Be» 
rährongsbüschels  harmonisch  getrennt.  Wir  nennen  deshalb  0»  den  Ortho- 
gonalkegelschnitt  des  Bündels. 

Folgende  zerfallende  Kegelschnitte  befinden  sich  im  Bündel:  die  Oe- 
radenpaare  (OX)(Or)  als  Bilder  der  von  3  ^^  ^  gelegten  Tangential- 
ebenen und  die  Geraden  durch  Z{j\-z)  als  Bilder  der  Ebenen  des 
Büschels  (3iV). 

Sind  X  und  Y  reell,  so  sind  S  und  o  beide  reell,  denn  j  und  fj 
schneiden  dann  beide  <Z>  reelL  Sind  X  und  Y  conjugirt  imaginär,  so  ist 
immer  nur  einer  der  beiden  Kegelschnitte  reell,  der  andere  imaginär, 
z.  B.  bei  linearen  Kreisbündeln. 

Dies  genügt  für  unsere  Zwecke;  eine  genauere  Untersuchung  findet 
man  ausser  in  der  oben  citirten  Arbeit  noch  in  §  2  meiner  Disser- 
tation: Die  einzweideutigen  projectiven  Punktverwaudtschaften  der  Ebene. 
Jena  1895. 

IL  Die  Möbius'sche  Verwandtschaft. 

Wir  definiren  sie  so:  Gegeben  ist  ein  Kegelschnitt  ^  und  ein  nicht 
auf  ihm  liegender  Punkt  Z,  dessen  Polare  z  den  Kegelschnitt  ^  in  X  und  Y 
treffen  mag.  Um  einen  Punkt  C  abzubilden,  construire  man  seine  Polare  c 
hinsichtlich  ^  und  verbinde  ihn  mit  Z\  der  Schnittpunkt  dieser  beiden  Ge- 
raden, C\  ist  das  Bild  von  C.  Eine  eingehende  Untersuchung  der  Yer<^ 
wandtsohaft  habe  ich  in  §  4,2  meiner  Dissertation  gegeben,  und  vor  Allem 
gezeigt,  dass  man  sie  durch  Vermittelung  von  Flächen  zweiten  Grades  er- 
halten kann.  Ist  nämlich  <Z>  und  darauf  der  Punkt  N  gegeben  und  ver- 
bindet man  den  Punkt  C  der  Ebene  d  mit  N  und  den  Schnittpunkt  ^-YPlUTp 
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NC  und  <Z>  mit  einem  nicht  auf  <Z>  gelegenen  Punkt  3}  ^o  schneidet  P3 
die  Fläche  noch  einmal,  etwa  in  P',  und  r'  projicirt  sich  von  N  aus  auf 
einen  Punkt  C'  in  ^.  Zwischen  C  und  O^  besteht  nun  die  Möbius'sche 
Verwandtschaft.  Bezeichnen  wir  nämlich  mit  Z  die  Spur  von  ^3  ^  ^ 
und  mit  i  die  Projection  des  Schnittes  von  <Z>  mit  der  Polarebene  »  von  3> 
so  erkennt  man  leicht,  dass  jeder  Puokt  C  auf  einen  Punkt,  der  auf  (ZC) 
liegt^  abgebildet  wird,  und  dass  C  und  C'  conjugirte  Punkte  hinsichtlich  ^ 
sind.  Sie  sind  nämlich  die  Bilder  der  von  N  aus  projicirten  Involution, 
welche  die  in  der  Ebene  3-^^  liegenden  durch  3  gehenden  Strahlen  auf 
dem  Schnitt  von  <Z>  mit  dieser  Ebene  bestimmen  und  deren  Doppelpunkte 
sich  eben  auf  die  Schnittpunkte  von  ZC  mit  ^  projioiren.  C  und  C'  sind 
also  coigugirte  Punkte,  und  beide  Definitionen  sind  also  einander  äquivalent. 
Wir  wollen  nun  allgemein  Z  das  Gentrum  und  ^  den  Symmetriekegel- 
schnitt einer  Möbius'schen  Verwandtschaft  nennen.  C  und  C'  nennen 
wir  symmetrisch  in  Bezug  auf  Z  und  ^  oder  auch  schlechthin  symmetrisch. 
Eine  Curve,  die  aus  symmetrischen  Punktepaaren  CC^  besteht^  d.  h.  die  sich 
durch  die  Verwandtschaft  auf  sich  selbst  abbildet  (wobei  sich  übrigens  vom 
Bild  gerade  Linien  abspalten),  nennen  wir  ebenfalls  symmetrisch  in  Bezug  auf 
Z  und  i.  —  Die  eigentliche  Möbius'sche  (Kreis-) Verwandtschaft  entsteht, 
wenn  man  f&r  X  und  Y  die  absoluten  Punkte  nimmt,  d.  h.  wenn  t  ein 
Kreis  und  Z  sein  Mittelpunkt  ist.  Es  ist  dies  die  wegen  ihrer  bekannten 
metrischen  Eigenschaften  auch  „Transformation  durch  reciproke  Badien'* 
genannte  Verwandtschaft.  Nimmt  man  in  der  obigen  zweiten  Definition  der 
MObi US 'sehen  Verwandtschaft  für  O  eine  Kugel,  für  ^  eine  der  Aequator- 
ebene  parallele  Ebene  und  für  3  den  unendlich  fernen  Punkt  der  ^^- Achse, 
so  erhält  man  eben£Eills  die  Kreisverwandtschaft. 

ni.  Die  Curven  vierter  Ordnung  vom  Oeschlechte  Eins. 

Bekanntlich  bestimmen  zwei  einander  projectiv  zugeordnete  Büschel 
von  Kegelschnitten  mit  zwei  gemeinsamen  Grundpunkten  durch  ihre  Schnitt- 
punkte eine  Curve  vierter  Ordnung  mit  zwei  Doppelpunkten,  eben  jenen 
gemeinsamen  Grundpunkten  X  und  7.  Wenn  wir  andererseits  zwei  ein- 
ander projectiv  zugeordnete  Ebenenbüschel  durch  Vermittelung  von  <P  und  If 
nach  I.  auf  eine  Ebene  %  abbilden,  so  erhalten  wir  daselbst  zwei  einander 
projectiv  zugeordnete  Kegelschnittsbüschel  mit  zwei  gemeinsamen  Grund- 
punkten. Ihr  Schnitt,  also  eine  C^^  ist  das  von  N  aus  projicirte  Bild  des 
Schnittes  der  geraden  Linien,  in  denen  sich  die  entsprechenden  Ebenen 
der  beiden  Büschel  schneiden  mit  Oy  also  einer  Raum  curve  vierter  Ord- 
nung r^  erster  Species,  d«  h.  wir  erhalten  die  ebenen  Curven  vierter  Ord- 
nung vom  Geschlechte  Eins  alle  durch  Projection  der  P^.  Sei  also  C^  die 
Projection  der  auf  <Z>  gelegenen  F^  von  N  aus,  so  sehen  wir  zunächst: 
Wir  können  durch  F^  ein  ganzes  Büschel  von  Flächen  zweiten  Grades 
legen,  unter   dem   sich   auch   vier   Keger  befinden.     3i  383334  ^^^^t^  ihre 
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Spitzen,  Z^Z^Z^Z^  die  Spnrpunkte  der  vier  Geraden  ^iN  auf  j3,  endlich 
ti  die  Projectionen  der  Schnitte  ihrer  Polarebenen  Zi  von  3,-  mit  (Z>  von  N 
ans.  Jeden  solchen  Kegel  (3/)  können  wir  auf  zweifach  nnendlich  viele 
Weise  durch  Zuordnung  von  projectiven  Ebenenbüscheln  erzeugen  und  die 
Schnitte  sind  eben  die  Erzeagenden  des  Kegels,  die  Verbindungslinien  der 
Schnittpunkte,  in  denen  sich  zwei  entsprechende  Kegelschnitte  in  der  Pro- 
jection  ausser  in  X  und'  Y  noch  schneiden,  gehen  daher  durch  Z^  Von 
3i  aus  kann  man  femer  vier  auf  (3<)  liegende  Tangenten  an  (Z>  legen  und 
sie  als  Achsen  von  projectiven  Ebenenbüscheln  zur  Erzeugung  von  (30  be- 
nutzen. Sie  berühren  <Z>  in  vier  Punkten  auf  Zi^  die  sich  auf  ii  projioiren. 
An  jeden  Kegel  (30  kann  man  femer  von  H  aus  zwei  Tangentialebenen 
legen,  die  I^  je  zweimal  berühren.  Femer  sieht  man,  dass  P^  sich  auf 
eine  in  Bezug  auf  t,-  und  Z,-  symmetrische  Curve  abbilden  muss  nach  11,  eben 
weU  der  Kegel  (3/)  durch  seinen  Schnitt  mit  <Z>  F^  bestimmt  und  Zi  seine 
Polarebene  ist.  Endlich  ist  zu  erwähnen,  dass  ein  Kegelschnitt,  den  eine 
an  (3j)  l&ngs  einer  Tangente  von  3»  <^  ^  gelegte  Tangentialebene  aus  <Z> 
schneidet,  ausser  dem'  Berührungspunkt  der  Tangente  auf  <Z>  mit  i^  weiter 
keinen  Punkt  gemein  hat,  also  F^  daselbst  vierpunktig  berührt. 

üebertragen  wir  alle  diese  Eigenschaften  durch  xmsere  Projection  in 
die  Ebene  auf  C^,  so  sehen  wir: 

Es  giebt  für  jede  C^  vier  Kegelschnitte  ii  und  vier  Punkte  Zi  und 
von  jedem  gelten  folgende  Sätze: 

1.  Man  kann  C^  auf  zweifach  unendlich  viele  Arten  durch  Schnitt 
von  zwei  projectiven  Kegelschnittsbüscheln  so  erzeugen,  dass  die 
Verbindungslinien  entsprechender  Schnittpunkte  sich  auf  Zt  stützen. 

2.  Unter  den  Büscheln  befinden  sich  auch  vier  Berührungsbüschel, 
deren  Doppelgrundpunkte  auf  ti  liegen  und  deren  Grundtangenten 
durch  Zi  gehen.  Diese  Orundtangenten  sind  nämlich  die  Pro- 
jectionen der  vier  auf  (3;)  liegenden  Tangenten  an  (Z>,  die  natür- 
lich auch  F^  berühren. 

3.  Durch  Zi  gehen  auch  zwei  Doppeltangenten  an  C^, 

4.  Die  C^  liegt  synmietrisch  in  Bezug  auf  Zi  und  ^j. 

5.  Jeder  der  in  2.  genannten  Berührungsbüschel  enthält  auch  einen 
Ci  vierpunktig  berührenden  Kegelschnitt. 

Alle  diese  Sätze  gelten  in  jedem  Paar  Zj£{,  so  dass  wir  acht  Doppel« 
tangenten  imd  sechszehn  vierpunktig  berührende  Kegelschnitte  durch  die 
Grundpunkte  erhalten,  von  denen  viermal  je  vier  C^  auf  einem  Kegel- 
schnitt berühren,  während  die  Tangenten  in  diesen  Punkten  zu  je  vieren 
durch  den  Schnittpunkt  der  beiden  Doppeltangenten  gehen,  welche  dazu 
gehören. 

Da  nun  »iZ^z^z^  ein  Polartetraeder  bilden,  so  folgt  noch  aus  I.  (man 
vergleiche   die  über  Abbildungen  conjugirter  Polaren   abgeleiteten  Sätze)  f{^ 
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Je  drei  Potenzlinien,  die  zu  den  Kegelschnitten  tniittn  gehOren,  gehen 
durch  den  Punkt  Z^t  wo  iii^i^i4^  die  Zahlen  1234  in  irgend  einer  An- 
ordnung sind.  Femer  ist  die  Potenzlinie  von  je  zwei  Kegelschnitten  tuSit 
die  Centrale  von  je  zwei  anderen  in  tu  ^uid  umgekehrt.  Diese  sechs  Ge- 
raden, von  denen  jede  zugleich  Potenzlinie  und  Centrald  ist,  sind  die  sechs 
Verbindungslinien  der  Punkte  Z  und  die  von  N  aus  projicirten  Kanten  des 
Polartetraeders  SiSsdsdi  '^^^  ^«  ^^®  ^^^^  Symmetriekegelschnitte  schneiden 
sich  orthogonal,  da  immer  je  zwei  von  ihnen  conjugirte  Ebenen  abbilden. 
Kennt  man  einen  Sjmmetriekegelschnitt  i  und  sein  Centrum  Z,  so  ist  dadurch 
das  Bündel  bestimmt,  dem  die  drei  anderen  angehören,  nämlich  dasjenige, 
dessen  Orthogonalkegelschnitt  ^  ist;  kennt  man  zwei,  so  hat  man  da 
Büschel,  dem  die  beiden  anderen  angehören,  es  ist  das  orthogonale  zu  dem 
durch  die  beiden  ersten  bestinunten;  kennt  man  drei,  so  hat  man  auch 
den  letzten  als  Orthogonalkegelschnitt  des  durch  die  drei  ersten  bestimmten 
Bündels.  Diese  vier  Sjmmetriekegelschnitte  geben  also  ein 
wesentliches  Charakteristikum  der  C^. 

Auf  bidrculare  C^  angewendet,  lautet  der  Satz  der  vier&chen  Symmetrie 
so:  Es  giebt  vier  Möbius'sche  Kreis  Verwandtschaften^  die  eine  bicirculare 
Curve  vierter  Ordnung  auf  sich  selbst  abbilden.  Doch  können  von  den 
Grundkreisen  derselben  nur  drei  reell  sein,  da  von  den  Ebenen  eines  Polar- 
tetraeders immer  eine  die  Kugel  imaginär  trifft.  Die  vier  Grundkreise  schneiden 
einander  senkrecht,  woraus  wieder  folgt,  dass  nur  drei  reell  sein  können. 

Beispiele  sind  die  Cassini'schen  Curven 

(«»  +  y*+a7-.4aV-fe*. 
Sie  liegen  symmetrisch  zur  x-  und  y- Achse,  zwei  der  Kreisverwandtschaften 
arten  also  in  Spiegelungen  an  diesen  Achsen  aas.     Weiter  aber  bilden  die 
Kreise,   deren  Centram   der  CoordinatenanfiEuag  ist  und  deren  Radien  bez. 

^i-]/+W^*    und    ^2-]/-Vä*"=T* 

sind,  durch  Kreisverwandtschafb  die  Curve  auf  sich  selbst  ab.  Sie  sind 
imaginär  bei  der  einzügigen  (a<&),  während  einer  reell  ist,  bei  der  zwei- 
zügigen (a>&)  Cassini'schen  Curve.  Denken  wir  uns  die  Cassini'sche 
Curve  durch  Abbildung  aus  dem  Baum  erhalten,  so  unterscheidet  sie  sich 
dadurch  vor  Allem  von  anderen  bicircularen  C^^  dass  bei  F^  eine  Kante  des 
gemeinsamen  Polartetraeders  durch  den  Nordpol  der  Abbildungskugel  geht. 
Bis  jetzt  haben  wir  nur  von  den  vier  Kegeln  (30  Gebrauch  gemacht^ 
die  man  durch  F^  legen  kann.  Statt  derselben  kann  man  aber  auch  die 
Flächen  des  durch  F^  gelegten  Flächenbüschels  zweiten  Grades  benutzen  (<P^), 
die  keinen  singulären  Punkt  besitzen.  Jede  derselben  lässt  sich  erzeugen^ 
indem  wir  die  Ebenen  zweier  Büschel,  deren  Achsen  zwei  derselben  Ge- 
radenschaar  von  <Z>  angehörende  Geraden  sind,  in  geeigneter  Weise  ein- 
«der  projeetiT  «uordnen.  ^,^.^,^^^ byGoOglc 
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In  der  Ebene  bedeutet  dies^  dass  wir  zwei  Büschel  mit  den  Grund- 
pnnkten  XYUV  und  XTU'V'  nehmen,  sie  sind  die  Bilder  jener  Ebenen- 
büBchel  und  erzengen  durch  ihren  Schnitt  C^.  UVU'V'  liegen  auf  C^  und 
sind  die  Bilder  der  Punkte,  in  denen  Achsen  der  projectiven  Ebenen* 
büschel  r^  schneiden.  Jeder  Flftche  ^  entsprechen  in  der  Ebene  2  •  oo^ 
Bflschel,  die  Bilder  der  Geraden  der  Fläche,  und  da  man  jede  Fläche  auf 
00 '  Arten  durch  Zuordnung  von  projectiven  Ebenenbüscheln  erzeugen  kann, 
und  da  durch  F^  oo^  Flächen  gehen,  so  erhalt  man  cx)^  •  oo^  i-  oo'  Arten, 
C4  durch  projeotive  Zuordnung  von  Kegelschnittsbüscheln  zu  erzeugen.  Die 
Yerbindungslinien  der  beiden  Punkte,  in  denen  sich  ausser  in  X  und  Y 
die  entsprechenden  Kegelschnitte  zweier  BClschel  schneiden,  stützen  sich 
anf  einen  Kegelschnitt.  8ie  sind  nämlich  die  directen  Projectionen  der 
Geraden  der  betreffenden  Fläche  von  N  aus,  also  die  Schnitte  der  Tan- 
gentialebenen des  von  N  im  ^  gelegten  Tangentialkegels  mit  ^.  Solcher 
Stützkegelschnitte  giebt  es  cx)^,  und  man  kann  sie  auffassen  als  Schnitte 
der  von  einem  Punkt  im  Baum  an  ein  Büschel  von  Flächen  zweiten  Grades 
gelegten  Tangentialkegel  mit  der  Ebene  der  C^, 

Diese  Mannigfaltigkeit  ist  zweiten  Grades,  denn,  wenn  man  einen 
Punkt  JP  in  §  mit  N  verbindet,  so  bestimmen  die  Flächen  des  Büschels 
auf  NP  eine  Involution  und  es  giebt  zwei  Flächen,  die  NP  berühren  und 
nur  sie  haben  die  Eigenschaft,  dass  der  an  sie  von  N  aus  gelegte  Tan- 
gentialkegel ^  in  einem  P  enthaltenden  Kegelschnitt  trifft  Durch  P  gehen 
also  zwei  Kegelschnitte  der  Mannigfaltigkeit. 

Sie  bestimmen  durch  ihre  Schnitte  auf  allen  Geraden  der  Ebene  im 
Allgemeinen  zwei-zweideutige  symmetrische  Punktverwandtschaften  (vergl.  §13 
der  von  Herrn  Thomä  im  21.  Bande  der  Abhandlungen  der  mathematisch- 
physikalischen  Klasse  der  König).  Sachs.  Gesellschaft  der  Wissenschaften 
veröffentlichten  „Untersuchungen  über  zwei-zweideutige  Verwandtschaften 
und  einige  Erzeugnisse  derselben '').  Es  befinden  sich  unter  der  Mannig- 
Mtigkeit  vier  Geradenpaare,  nämlich  die  acht  Doppeltangenten,  weil  je 
zwei  derselben  die  Projectionen  des  Polarkegelschnittes  von  N  hinsichtlich 
eines  Kegels  des  Büschels  sind  oder  weil  in  ihnen  die  von  j^  aus  an  die 
Kegel  gelegten  Tangentialebenen  sich  mit  d  schneiden.  An  dieser  Stelle 
können  wir  auch  zeigen,  dass  es  nicht  mehr  als  acht  Doppeltangenten 
geben  kann.  Verbindet  man  die  beiden  Punkte,  in  denen  eine  durch  N 
und  eine  Doppeltangente  gelegte  Ebene  F^  berührt  und  construirt  die 
Fläche  zweiten  Grades  durch  F^  und  einen  Punkt  der  Verbindungslinie, 
so  enthält  sie  diese  ganz  und  hat  demnach  mit  der  genannten  Ebene  nur 
diese  eine  doppelt  zu  zählende  Gerade  gemein,  sie  ist  also  ein  Kegel. 
Eine  Doppeltangente  kann  also  nichts  Anderes  sein,  als  ein  Schnitt  einer 
von  N  an  einen  der  vier  durch  F^  gehenden  Kegel  gelegten  Tangentialebene 
mit  d,  d.  h.  es  giebt  nur  acht  Doppeltangenten,    e  S^^^^^d^ffh  F^^  ^  ^®?Ie 
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Mannigfaltigkeit,  die  Verbindungslinie  der  beiden  Doppelpunkte  der  C^ 
als  Schnitt  der  Nordpolebene  n,  der  Polarebene  von  N  für  <Z>,  mit  1^  und 
ist  doppelt  zu  zählen,  e  ist  ausserdem  die  einzige  Gerade,  auf  der  die 
Mannigfaltigkeit  eine  Involution  besiimmt,  0  ist  n&mlich  die  von  N  aus 
projicirte  Polare  des  Punktes  N  hinsichtlich  des  FlächeubüschelSy  da  n  ja 
die  Polarebene  von  N  für  O  ist.  Auf  dieser  Polaren  treffen  sich  nun  die 
Schnitte  der  Polarebenen  (n!)  hinsichtlich  ((Z^')  von  N  und  die  zugehörigen 
Flächen  ((Z/)  in  denselben  Punkten,  bestimmen  daher  ebenfalls  eine  In- 
volution auf  dieser  Geraden.  Ihre  Projectionen,  die  Stützkegelschnitte,  be- 
stimmen daher  auf  0^  der  Projection  der  Polare,  wieder  eine  Involution« 

Somit  haben  wir  auf  sehr  einfache  Weise  Einsicht  in  einige  Eigen- 
schaften der  C^  gewonnen,  und  wir  können  auf  dem  angegebenen  Wege 
wohl  auch  andere  ableiten.  Besonders  wichtig  scheint  es  mir  indessen, 
wie  schon  zu  Anfang  erwähnt,  dass  man  so  klar  die  verschiedenen  mög- 
lichen Erzeugungen  durch  projective  Zuordnung  von  Bascheln  von  Curven 
zweiter  Ordnung  sieht,  während  auf  anderem  Wege  die  Auffindung  viel 
schwieriger  sein  dürfte. 
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Abgekürzte  algebraische  Division  bei  quadratisohem 
und  höherem  Divisor. 

Von 

C.  Reüschle 

In  Stuttgart. 


Das  bekannte  abgekürzte  Verfahren,  das  bei  der  Division  einer  ganzen 
algebraischen  Function  durch  einen  linearen  Divisor  von  der  Form  {x—a) 
so  yielfache  nützliche  Dienste  leistet,  kann  auch  auf  die  Division  mit  qua- 
dratischem und  höherem  Divisor  ausgedehnt  werden.  Bei  Anwendung 
eines  Schiebzettels  (siehe  unten)  erhftlt  man  ein  sehr  kurzes,  Übersichtliches, 
rasch  und  sicher  auszuftlhrendes,  schematisches  Verfahren,  welches  gegen- 
über der  Staffeldivision  eine  sehr  wesentliche  Abkürzung  der  Rechnung 
bietet,  und  welches  natürlich  den  Fall  des  linearen  Divisors  als  speciellen 
FaU  in  sich  enthftlt  Durch  diese  wesentliche  Abkürzung  ist  auch  der 
Name  «abgekürzte*  algebraische  Division  gerechtfertigt,  wfthrend  die  sonst 
in  der  elementaren  Arithmetik  üblichen  Benennungen  „abgekürzte'^  Multipli- 
cation  und  „abgekürzte*^  Division  bei  Decimalbrüchen  zweckmässiger  durch 
jinäherungsweise**  Multiplication  und  Division  zu  ersetzen  wären. 

Wird  die  Function  n***  Grades  in  x 

1)  A«)  *=  »0«"  +  »1^"*+  •  •  •  +  ««-!«  +  »- 

durch   den   quadratischen   Divisor  {a^  —px-^q)    dividirt,    so   erhftlt  man 
als  Quotienten  eine  Function  (n  —  2)^*°  Grades ,  die  mit 

P\9 

bezeichnet   sein   mOge,   und   als   Best   eine  lineare  Function  in  x  von  der 

^^™  Tox  +  r,  , 

somit    hat  man  auf  Grund  des  fundamentalen  Divisionssatzes  (Divisions- 
probe): Dividendus  =  Divisor  X  Quotient  +  Best 
die  folgende  Identität: 

2)  /(^)  =  (^'  -  pa:  -  q).f{ao)  +  (no?  +  r,)  , 

welche   ausführlich  geschrieben,    wenn   der  Kürze  wegen  n  gleich  5  ge- 
nommen wird,  lautet:  ^  I 
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-Ph 


woraus  durch  Coef&cientenvergleichung 
«8  =  h'^Ph  —  äpi 


also: 


«*+    6, 

«»+    »8 

«» 

-P6t 

-Ph 

-l>6j 

X 

—2*0 

—Q.h 

-ih 

-26. 

+  »•0 

+  »-1 

rl>o=                             «0 

bi«=l>fto           +«1 

f\  • 

^  =  p6i+?&o+«» 

68  =  p6j+g6l  +  08    ' 

»'0=l»*8+3*»+«4 

lr,= 

«l»S+«8 

damit  sind  die  Coef&cienten  der  Quotientfunction  und  der  Bestfunction 
recurrirend  bestimmt  durch  die 

Regel:  h  ^^^  gleich  a^,  jedes  folgende  h  erhftit  man  durch  Mnltipli- 
cation  des  vorhergehenden  h  mit  p  und  des  zweit  «vorhergehenden  h  mit  g 
und  Addition  beider  Producte  zum  ebensovielten  a\  r^  bestimmt  sich  wie  ein 
weiteres  hy  wfthrend  r^  durch  Multiplication  des  letzten  h  mit  q  und  Addition 
zum  letzten  a  sich  ergiebi 

Auf  Grund  dieser  Begel,  bezw.  auf  Grund  der  obigen  Bestimmungs- 
gleichungen für  die  h  und  r  erh&lt  man  an  Stelle  der  Zeit  und  Platz 
raubenden  gewöhnlichen  Staffeldivision  folgende  rechnerisch -mechanisch 
auszuführende  abgekürzte  Divisionsmethode. 

Auf  einen  Schiebzettel: 


schreibe  man  in  die  rechte  untere  Ecke  die  Zahlj),  links  daneben  q.  Als- 
dann schreibe  man  auf  das  Blatt,  auf  welchem  man  rechnet,  die  Quotient- 
function: R  ,         A  ^         s  .         «  . 


sondere;  da  der  Best  linear  in  o?,  also  zweigliedrig  ist,  unter  den  beiden 
letzten  Gliedern  ein  Rechteck  ab,  alsdann  werden  unter  den  Goefficienten 
^0»  ^19  ^'  ^  die  Goefficienten  h)  ^n  ^2)  h  ^^^  Quotientfunction  und  im 
Rechteck  die  Goefficienten  r^  und  r^  der  Restfunction  erscheinen,  wenn 
man  so  verföhrt:  unter  Oq  schreibe  man  h^i^^a^^  stelle  den  Schiebzettel 
80;  dass  das  p  des  Schiebzettels  das  a^  des  Dividenden  verdekt;  bilde 
das  Product  der  übereinander  stehenden  Zahlen  auf  dem  Schiebzettel  und 
dem  Blatt,  also  das  Product  pZ>o(='i'^o)>  addire  dasselbe  zum  nfichsten  a, 
das  heisst  zu  a^,  giebt  h  ^^^  schreibe  das  gefundene  h^  unt 
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a^+  a^  x*  +  a^z^+a^a^  +a^x  +  «5 


(-«0) 


^ 


alsdann  Terschiebe  man  den  Schiebzettel  horizontal  nach  rechts  nm  ein 
Glied,  so  dass  p  Aber  h^  zn  stehen  kommt,  bilde  die  Prodncte  der  über- 
einander stehenden  Zahlen  tind  addire  deren  Snmme  (p\+qh^  zum  nftchsten 
a,  das  heisst  zu  a,,  giebt  ftg*  ^^  nnter  a^  gesetzt  wird: 


x^+a^ix^  +  a^x^  +  a^x  +  Og 


h 


A 


Die  beiden  n&chsten  Verschiebungen  geben  in  derselben  Weise  ^3  nnd  r^. 
Nach  der  hierauf  folgenden  Verschiebung  kommt  p  über  das  bereits  im 
Rechteck  stehende  r^,  wobei  man  (vergleiche  die  letzte  der  obigen  Be- 
stimmungsgleichungen r^^qh^  +  €i^)  zu  beachten  hat: 

Sobald  eine  Zahl  des  Schiebzettels  über  einer  Zahl  im 
Rechteck  steht,  ist  deren  Product  nicht  mehr  zu  bilden;  man 
hat  also  nur  noch  das  Product  der  übereinander  stehenden  Zahlen  q 
und  5,  zu  bilden  und  zum  letzten  a  zu  addiren ,  womit  r^  gefunden  und 
unter  a^  geschrieben  wird: 


q 


«+05 


&o 


\ 


Beispiel: 

(4«»+  5«*-  6«»+  84«  -  12)    durch    («»  -  2«  +  3)  za  dividireu. 
Die  ganze  Bechnnng  ist: 

1 


(4«»+5««+0a!»-  6«»+84»-12):(«»-2«+3) 


13      14    -17 


8       39 


SoUabnttaL 
-3 


Ans  diesem  Schema  liest  man  je  nach  BedOrfniss  sofort  ab: 


4«"  +  5a!*-6a^+84«-12 


oder: 


X*-  2x  +  S 


-(4»»+ 13«»+ 14« -17) 


8« +  39 
■fl;»-2«  +  3' 


4«»  +  5«*  -  6«»  +  84«  -  12  -  («»-  2«  +  3)(4«»  + 13««+ 14«  -  17) 

+  (8«  +  39). 

Als  kürzeste,  meist  genügende  Probe  giebt  man  dem  x  einen  be- 
stimmten Werth,  am  bequemsten  den  Werth  1,  wodurch  man  als  Coefficienten- 
probe  erhüt:  ^  i 
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S  d.  Coefficienten  d.  Dividenden  =  2?  d.  Coefficienten  d.  Divisors 

X  2?  d.  Coef&cienten  d.  Quotienten  +  Z  d.  Coefficienten  d.  Bests; 

also  im  obigen  Beispiel: 

75  =  2 .  14  +  47  =  28  +  47  =  75. 

Werden  die  Coefficienten  r^  und  r^  der  Restfanction ,  das  heisst  die 
Zahlen  im  Rechteck  beide  gleich  Null,  so  geht  die  Division  auf,  oder: 
so  hat  die  gegebene  Dividendenfunction  die  quadratische 
Function  als  Factor,  oder:  so  hat  die  durch  Nullsetznng  der  Dividenden- 
function entstehende  Gleichung  die  Wurzeln  der  durch  Nullsetzung  der 
Divisorfunction  entstehenden  quadratischen  Gleichung  als  Wurzeln,  wfthrend 
die  übrigen  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  die  Wurzeln  der  durch  Null- 
setzung der  Quotientfunction  entstehenden  Gleichung  sind. 

Soll  der  erhaltene  Quotient  nochmals  mit  demselben  quadratischen 
Divisor  dividirt  werden,  so  kann  man  die  zweite  Division  unmittelbar  an 
die  erste  anschliessen ,  man  erhttlt  als  Divisionsschema  mit  doppelter  An- 
wendung des  obigen  Schiebzettels  unter  Weglassung  der  xi 

4        5       0-6       84-12 


4      13      14    -17         8       39 


4     21     44    -80 


woraus  man  ausser  der  obigen  Identität  als  Resultat  der  zweiten  Division 
zunächst  ablesen  kann: 

45c»-f  13a;«-f  14a;-17-(a;«-2a;  +  3)(4a;  +  21)  +  (44a:-80); 
als  Resultat  der  zweimaligen  Division  liest  man  ab  (Probe  wie  oben) : 
^x^+b^-Qx'+Mx- 12 - (x^^2x+Z)\  (4a;+2l) 

-f  (a;>-2fl:+3)(44ic-80)+(8a;+39)  . 

Damit  ist  zugleich  gezeigt,  wie  mittelst  der  wiederholten  ab- 
gekürzten algebraischen  Division  bei  quadratischem  Divisor 
in  kürzester  Weise  eine  ganze  algebraische  Function  nach 
Potenzen  eines  gegebenen  quadratischen  Factors  mit  in  x 
linearen  Coefficienten  entwickelt  werden  kann. 

Schreibt  man  die  letzte  Gleichung  in  der  Form: 

4a;'^+  5g*-  6a?'+  84a;-12  44a?  -  80  8g  +  39 

(a;^-2a;  +  3)*  "       "^       "^^«-2^ -f  3"'"(g^-2g  +  3)« ' 

so  ist  damit  gezeigt,  wie  die  wiederholte  abgekürzte  algebraische 
Division  bei  quadratischem  Divisor  ganz  von  selbst  auf  die 
Zerlegung  einer  gebrochenen  Function  von  der  Form: 

m 

{x^  —  px^  qY 
in  eine  Summe  von  Partialbrüchen  von  der  Form: 
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ax+ß  yx  +  d  kx  +  fA 


{pf—px  —  qY        (x*  —  px  —  qY"^  (rc*  —  pa;  —  g) 

fuhrt,  wobei,  falk  die  gegebene  Function  unecht  gebrochen  ist,  wie  im 
obigen  Beispiel,  die  in  ihr  enthaltene  ganze  Function  ebenfalls  sich  ein- 
stellt, so  dass  damit  ein  Integral  von  der  Form 


f, 


-ää-^ä. 


(x^-px-aY 

in  kfirzester  Weise  auf  Fundamental -Integrale  Ton  der  Form 


J  (g^-px-,^- 


^  .    -    ■?)'■ 

snrflckgefbhrt  ist. 

Ist  die  gegebene  Function  von  der  Form 


(ax^  +  26a:  +  cY 

so  mnss  vor  der  Schiebzettel -Division  der  Coefficient  von  9?  im  Nenner  auf 
die  Einheit  gebracht  werden,  was,  um  Brüche  während  der  Bechnnng  zu 
▼ermeiden,  mittelst  der  Substitution 


0?  —  - 
a 


geschieht,  wodtirch  man,  wenn  f  vom  wf^  Grade  in  x  ist,  erhält: 


f 


© 


fix)  '\aJ  (£^  f{y\a) 

{ax^+  2hx+ cY  "  (yl^2h^  +  cY  "  '*'""  ^^^"^  ^^^  "^  '''^^'  ' 
\a  a        ) 


wo  fijfto)  die  mit  a  homogen  gemachte*  Function  f{ii)  andeuten  soll; 
damit  sind  in  Beziehung  auf  die  Integralrechnung  auch  die  Integrale 
von  der  Form  ^  /./  \ 

erledigt-  J  {aa?  +  2l>z  +  cY  ^ '^ 

Ergeben  sich  bei  der  mehrüächen  Division  lauter  constante  Reste, 
d.  h.  werden  die  ersten  Zahlen  in  allen  Rechtecken  gleich  Null,  so  ist  die 
Dividendenfunction  eine  Function  des  quadratischen  Divisors. 

Beispiel:  Zeige,  dass  die  Function 

f{x)  -  2x'^+  Qx^+  15a;*  +  20a;»  +  16a:« -f  7«  -  6 
eine  Function  von  {qi?+  x  -\-Y)  ist  und  schreibe  dieselbe  als  solche  an. 

*  Ist  z.  B. /'(a;)=-aaj*-f /Jx«+ya:-f  d,  so  ist  /*(y,  o)=:ay'-f-a|5y»+a*y4^-»-a»^. 
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^J^Die  Bechnong  ist: 

112        6          15      20         16        7 

ratiBohem  n.  höherem  Diviflor. 

—  6 

2 

4 
2 

9       7 

0       0 

"^    •    1      1 

1 

2 

5       0 

-5| 

2 

0 

3 

2 

also: 


f(x)  ~2(x^+x  +  1)»+  S(x^+x  +  1)«-  6(x«  +  a?  +  1)  -  6  . 


Es  wird  einleuchtend  sein,  wie  man  das  Verfahren  der  abgekürzten 
Division  auf  beliebige  Divisoren  höheren  Grades  ausdehnen  kann;  z.B.: 

f(x)  -  a;^  -  4a;«  -  STa?^  +  80a;*  -  36a;»  -  6a;*  +  29a;  +  4 

soll  durch  (a;*+  6a;»—  3a5*+  2)  dividirt  werden. 


Der  Schiebzettel  ist 


-2      0      3-5 


der  Best   wird   vom 


3**^ Grad,  enthalt  also  vier  Glieder,   so  dass  das  Bechteck  unter  die  vier 
letzten  Zahlen  des  Dividenden  zu  setzen  ist. 

Das  Divisionsschema  wird: 


1 

-4 

-37 

80 

-36 

-6    29    4 

1 

-9 

11 

-2 

5 

6      7    8 

also: 

/•(a;)-(aj*+5a;»-3a;*+0a;+2)(a;»-9a;«+lla;-2)  +  (5a;»+6»«+7a;+8). 

Ebenso  leuchtet  'rückwärts  ein,  dass  bei  linearem  Divisor  von  der 
Form  (a;  —  a)  in  die  rechte  untere  Ecke  des  Schiebzettels  a  zu  setzen  ist;  der 
Schiebzettel  wird  übrigens  entbehrlich,  man  setzt  einfach  a  vorne  hin  und 
erhält  die  bekannten  Schemata  („einfaches"  und  y^vollstSudiges*' 
Divisionsschema),  z.B. 


y(a;)-2a;»-7a;«+5a;-10 


woraus  abzulesen: 


3      2-1 


2-4 


g>{x)  -  2x^-  lx^+  5a;  -  10  -  (ic  -  3)(2a;«-  a;  +  2)  -  4  ; 


femer: 


woraus  abzulesen: 


2a^-lx*+bx-10 

3 

2-1         2-4 

3 

2         5      17 

3 

2       11 

2 
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(♦)9(a?)-2r»-7:r»  +  5^-10-2(fl;-3)»+ll(fl;-3)»+17(«-3)-4 

oder,  wenn  man  z.  B.  nach  der  zweiten  Division  abbricht: 

2x»-7Ä«+5j-10-(2a;  +  5)(a;-3)«+17(rc-3)-4    etc.  — 

Entsprechend  der  Identität  2)  Seite  93  hat  man  für  die  Function  1) 
nSmlich 

bei  linearem  Divisor  x  —  a  die  (in  praxi  aua  dem  einfachen  Divisionssohema 
abzulesende)  Identität 

3)  f{x)''{x''a),f{x)  +  R, 

a 

wenn  f(x)  wieder  die  bei  der  Division  mit  {x  —  «)  sich  ergebende  Quotient- 

a 

fnnction  und  B  den  Best  bedeutet ;  mit  x  ^  a  erhält  man  hieraus 

4)  /•(«)-«. 

so  dass^darans  die  fandamentale  Identität  resoltirt: 

5)  f(ap)  -(ar-cc)  .f{ae)  +  f{ct,) . 

a 

Die  Gleichung  4)  enthält  den  folgenden  bekannten  Satz,  den  ich 
als  Bestsatz  der  algebraischen  Fnnction  f(x)  bezeichnen  und  so  aus- 
sprechen möchte: 

Der  Best,  dm  die  Function  f(x)  bei  der  Division  wU  (x  —  a)  läset, 
ist  der  Werih,  den  die  Fimction  für  x^  a  annimmt,  näwUch  f(a), 
im  obigen  Beispiel  also  ^(3)  *  --  4 ;  ist  femer  f(a)  *  0,  das  heisst  geht  die 
Division  auf,  so  erhält  man  aus  5)  den  ersten  Fundamentalsatz  der  Theorie 
der  algebraischen  Gleichungen,  der  sich  bei  Einfahruog  des  besonderen 
Zeichens  f(x)  fär  die  Quotientfonction  so  aussprechen  lässt: 

Hai  die  Gleichung  f(x)  ^0  die  Wured  «,  das  heisst  ist  /"(«)  —  0,  «o 
hat  f{x)  den  Factor  (x  —  a);  der  MUfactor  ist  f(x),  das  heisst  die  übrigen 

a 

Wurgeln  der  Gleichung  sind  Wuredn  von  f(x)  —  0. 

a 

Zum  letzten  vollständigen  Divisionsschema,  wodurch  man  eben  in  ktir- 
zester  Weise  die  Entwicklung  einer  algebraischen  Function  nach  Potenzen 
von  (x  •—  er)  erhält,  und  das  bei  der  Wurzelverkleinerung,  sowie  bei  der 
Beduction  einer  algebraischen  Gleichung  (Wegschaffung  des  zweithöchsten 
Gliedes)  benützt  wird,  möge  noch  als  neu  die  folgende  sehr  gute  Probe 
angefahrt  werden:  Nimmt  man  die  Divisionszahl  a  um  1  grösser,  also  im 
obigen  Beispiel  gleich  4,  so  giebt  Gleichung  (*): 

DigitizedTÖ^^dOOglC 


100  Abgekürzte  algebraisclie  Division  bei  quadratischem  n.  höherem  Divisor. 


g)(4)«2  +  ll+17-4-26, 

das   heisst  gleich   der  Summe  der  fiechtecks-Coefficienten,  wfthrend  g>{A) 
auch  direct  durch  Division  von  g>(x)  mit  x  —  4:  bestimmt  werden  kann,  so 
dass  die  ganze  Rechnung  sammt  Probe  sich  so  gestaltet: 
2a^''lx^+6x  -10 


3 

2 

-1 

2    - 

-  4 

3 

2 

5 

17 

3 

2 
2 

In 

4 

2 

1 

9 

26 

Summe  des  Bechteoks  -  Ooefficientea 


26 


Die  Allgemeingiltigkeit  der  Probe  leuchtet  ein. 
Im  Anschluss  an   die   Identit&t  5)   —  welche  ja  bekannt  ist,   aber 
durch  die  Einführung   eines  besonderen   Zeichens  f{x)  für  die  Quoiient- 

a 

function   einen   höheren  Grad   von  Brauchbarkeit  erlangt^   was   besonders 
hervortritt,   wenn   man  weiterhin  etwa  f(x)  für  den  Quotienten  einführt^ 

aß 

der  bei  der  Division  von  f(x)  mit  (x  —  ß)  sich  ergiebt,  etc.  —  möge  noch 

a 

angeführt  werden,  dass  sich  aus  derselben  mit  Leichtigkeit  gewinnen  iSsst: 

1.  Ein  elementarer^  rein  algebraischer  Beweis  für  die 
Stetigkeit  der  algebraischen  Functionen. 

2.  Eine  elementare,  rein  algebraische  Methode  zur  nfther- 
ungsweisen  Auflösung  numerischer  algebraischer  Gleichungen, 
welche  im  Grund  nichts  Anderes  ist,  als  die  Newton'sche  Nftherungs- 
methode,  aber  vor  letzterer  den  Torzug  hat,  dass  sie  in  der  Aus* 
führung  der  Rechnung  etwas  einfacher  ist,  und  dass  sie  ohne  den  Be- 
griff der  abgeleiteten  Function  entwickelt  werden  kann;  man  findet  leicht: 
Ista  eine  Nähernngswurzel  der  Gleichung /(o?)  8  0,  so  bestimmt 
sich  die  Gorrection  b  aus: 

Da  die  Gleichung  5)  durch  Ableitung  nach  x  ergiebt: 

r{x)^f{x)  +  {x^a).nx), 

a  a 

woraus  mit  05=  a  folgt:  ,,  .       ,,.  ^ 

a 

80  leuchtet  die  Identität  dieser  Methode   mit   der  Newton'schen  Methode 
unmittelbar  ein. 

3.  Eine  neue,  ungezwungene,  quasi  ganz  von  selbst  sich  darbietende 
Methode  zur  Entwicklung  der  Theorie  der  symmetrischen 
Functionen,  wobei  ich  nur  die  Gleichung: 
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aaftlhren  mOchte. 

4.  Eine  neue,  sehr  bequeme  Methode  zur  Partialbrnchzerlegang 
gebrochener  algebraischer  Functionen,  die  ich  hier  noch  kurz 
Bkizziren  will. 

Die  Anwendung  der  Fundamental -Identität  5)  auf  /'(^)  und^(a;)  giebt 
mit  a  statt«:  \  f{x)^{x  ^  a).fix)  ^  f{a) 

g(x)  =  (x  -  a)  .g(x)  +  g(a) 


a 

9ix)    gia) 


worans  dnnh  Elimination  des  Abaolntgliedes: 

fix)  .g(a)-  f(a)  .g(x)  =  (x-a). 
oder  nach  Division  mit  g{a).g{x): 

»(•)~^       '         »(«)         ^sW 

sieb   ergiebt.    Diese  Gleichung  spricht  für  die  gebrochene  Function 
den  analogen  Satz  aus,  wie  Gleichung  5)  für  die  ganze  Function  f{x), 
Durch  Division  mit  (x-^aY  folgt  weiter: 

(ac-ay-Kgiac) 


m 


.Xie^ 


r(«) 


+ 


{ac  -  o)«.  g  (ac)      {ac  -  o)".  g  (a) 

Diese  Gleichung  spricht  den  algebraischen  Satz  ans: 

Sats  Ton  der  Abtondernng  eines  Partialbrnohs  nebst  Ergänzungsbrnoh: 
Von  der  gtitroehenm  o^e&ratscften  Iktnetion 

M. 

deren  Nenner  der^  anfachen  Factor  (x  —  a)  hat,  das  heisst  von  der  FuncHan 

0{x)       (x-ay.g(x) 
läset  sich  ein  Partialbruch  absondern  mU  dem  Nenner  (x  —  a)^  und^dem    i 
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f(d)  * 
Constanten  Zähler  -j-^  ;  der  Ergäneu/ngshruch  ist  ein  einfacherer  Bruch  vtm 

9W 
derselben  Art  tote  der  gegebene,  dessen  Nenner  einen  Factor  (x  —  a)  weniger 

enthäU  und  dessen  ZäMer  durch 


g(a)    a^  ^  g{a) 


9(x)    9(0) 


gegeben  ist. 

Wendet  man  auf  den  ErgänznngBbracb  dasselbe  Verfahren  an,  etc.  etc., 
so  erhält  man  schliesslich  die  ToUstftndige  Zerlegung  des  gegebenen  Bruchs 

in    seine   Partiaibrtlche    und  damit   sofort  das   Integral    /  -^    ^  dx.     Die 


Methode    kann    als    ^ Methode   der    snccessiven    Absonderung  der 
PartialbrQche^  bezeichnet  werden. 

Mit  Anwendung  des  abgekürzten  Divisionsschemas  erhält  man  folgende 
übersichtliche  und  karze  Rechnung  zur  Absonderung  eines  Partialbrnchs: 

Beispiel: 

x^+2x*+2x  +  S  2  x^+x-l 


(x  -  iy(x  -f  1)«      (x  -  ly  ^'(x-i)(x  + 1)* 


8  5       |J_|1J        1 

i 8     I  4  IJ    1-  8  etc. 


««  +  S*  -f  1 
x»  +  »    —    1. 

Ganz  analog  erhält  man  mittelst  der  Identität  2)  S.93  im  Falle  imaginärer 
Wurzelfactoren  von  0(x)  die  Absondernng  eines  trinomischen  Partialbmchs 
mit  Nenner  {a?—  px~-qY, 

Die  nähere  Ausführung  dieses  und  der  oben  erwähnten  Punkte  behalte 
ich  mir  für  eine  spätere  Veröffentlichung  vor. 


*  NB.  EinsetzQUg  von  a;  =  a  in  den  ,,  übrigen  Bestandtheil*'  des  gegebenen 
Brachs. 
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Geometrische  Bedeutung  der  Partialbruchzerlegtmg. 

Von 

C.  Reuschle 

in  Stuttgart. 


Die  Partialbrachzerlegnngy  welche  in  der  Analjsia  voraagsweise 
zur  Aüswerthnng  der  Integrale  gebrochener  algebraischer  Functionen  von 

der  Form  .    benützt  wird,   ist  zugleich  auch,  insbesondere  wenn  man 

Partialbrucbabsonderungen  Tomimmt  (siehe  den  Torigen  Artikel) ,  ein 
sehr  nützliches  Mittel  zur  identischen  Transformation  solcher  Functionen 
und  damit  zur  Gewinnung  von  Eigenschaften  der  durch  solche  Functionen 


dargestellten  Curyen,  für  welche  ich  den  Namen  „oscillirende  Hyperbeln  " 
vorschlagen  möchte. 

Analog  nenne  ich  die  Curven 

ihrer  hin  und  her  oscillirenden  Gestalt  wegen  oscillirende  Parabeln, 
welche  sonst  wohl  parabolische  Curven  genannt  werden;  aber  ab- 
gesehen davon,  dass  der  Name  parabolische  Cnrve  in  durchaus  zu- 
treffender Weise  für  diejenige  Curve  einer  Fläche  gebraucht  wird,  welche 
die  hyperbolischen  Flftchenpunkte  von  den  elliptischen,  oder  die  sattel- 
förmig gekrümmten  FlSchentheile  von  den  knppenfSrmig  gekrümmten 
Flächentheilen  trennt,  ist  für  die  obige  Curve  der  Ausdruck  parabolische 
Curve  doch  wohl  zu  wenig  sagend;  in  meiner  Praxis  der  Curvendiscussion* 
(S.  152)  habe  ich  im  Gegensatz  zu  den  binomischen  Parabeln  diese 
Curven  allgemeine  parabolische  Curven  genannt,  was  aber  unzulässig 
ist,   da   der    Name  allgemeine  Curve,    wie    ich    damals   ausser  Acht 


*  C.  Reuschle,  Praxis  der  CurvendiscuBsion.    Stuttgart  IbSS. 
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liesSy  im  Oegeneatz  zu  singulärer  Curve  gebraucht  wird,  und  jede  oscillirende 
Parabel  n^^  Ordnung  im  oo  fernen  Punkt  der  Ordinatenachae  einen  (n — !)• 
fachen  Punkt  mit  (n  —  1)  mit  der  oo  fernen  Geraden  zusammenfallenden 
Tangenten,  das  heisst  einen  Curvenpunkt  Ton  der  hOchst  möglichen  Singularität 
hat,  also  eine  speciellst-singuläre  Curye  n^®' Ordnung  ist.  Die  Be- 
rechtigung des  Namens  oscillirende  Parabel  tritt  auch  besonders  deut- 
lich bei  Aufzeichnung  derjenigen  Curyen  hervor,  die  man  aus  der  Sinus- 
linie y  =  sinxhezYT.  Cosinuslinie  y=s:C08x^  das  heisst  den  oscillirenden  Gurren 
%az'  i^oxTiv,  erhält,  wenn  man  die  unendliche  Reihe  für  mx  bezw.  casx 
succesive  nach  dem  ersten,  zweiten,  dritten  u.  s.  w.  Glied  abbricht. 
Entsprechend  wären  im  Baum  die  Flächen  von  der  Form 

^  =  Fi.,y)    bezw.    ^  =  ||f|. 

wo  F  und  G  ganze  rationale  algebraische  Functionen  sind,  al8  oscillirende 
Paraboloide  bezw.  als  oscillirende  Hyperboloide  zu  bezeichnen,  sie 
werden  von  jeder  Ebene  senkrecht  o;^- Ebene  nach  einer  oscillirenden  Parabel 
bezw.  oscillirenden  Hyperbel  von  derselben  Ordnung  geschnitten.  NOther 
uQnnt  die  Flächen  von  der  Form 

e=^E{x,y) , 

wo  E  eine  eindeutige  Function  ist,  Monoide,  die  oscillirenden  Paraboloide 
und  Hyperboloide  wären  also  algebraische  Monoide. 

Wird  nun   von   einer  Function  von  der  Form  y  =  ^ ,  ,  >   z.  B.  von 

ff(a?) 


{x  +  i)(x^sy 

welche,  wie  die  Gleichung  unmittelbar  zeigt,  eine  oscillirende  Hyperbel 
4^^  Ordnung  (die  stark  ausgezogene  Curve  der  Figur)  mit  y  =^0  und 
o;  +  1  =  0  als  gewöhnlichen  Asymptoten  und  «  —  3  »  0  als  Bflckkehr- 
asymptote  und  durch  die  Punkte  (0,  0)  und  (2,  0)  auf  der  «-Achse  gehend, 
darstellt,  der  Partialbruch  mit  Nenner  (x  +  l)  abgesondert  (vergL  den 
vorhergehende  Artikel  S.  102),  so  erhält  man 

3^ 

_      4x{x-2)     _      4  1     13g-27 

y-(a.  +  l)(a;-8)«^  x  +  l  ■•"  4      («-3)«    ' 

1     \Sx  —  27 
wobei  der  Bruch  x  ~1 — _  oxg      als  „Ergänzungsbruch"  des  abgeson- 

3 

4 
derten  Partiaibruchs  — r-^    zu    bezeichnen    wäre.     Damit   lässt  sich  die 
Ä  +  1 

oscillirende  Hyperbel  auch  schreiben: 
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3 
4 

1 

=S   -r- 

13«- 

27 
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oder: 


'      «  +  1      4    («-3)» 
4[(«+l)y-|-](«-3)»=(«  +  ])(13«-27) 


Hieraas  folgt,  da  bei  der  Homogenisirong,  wenn  ca  als  homogeni- 
siiende  VerSnderliche  benfitzt  wird,  rechts  noch  der  Factor  oi^  hinzatritt, 
nach  dem  Princip  der  linearen  Combination : 

Die  Hyperbel  zweiter  Ordnung  (in  der  Figur  fein  ausgezogen) 
3 


y  = 


«  +  !' 


oder 


{<c  +  l)y-j 


0. 


welche  die  Asymptoten  y»0  und  x  +  \^=0  hat,  steht  im  oo fernen  Ponkt 
der  letzteren  Asymptote  in  dreipanktiger  Berührung  mit  der  in  der 
Figur  stark  ausgezogenen  oscillirenden  Hyperhel,  womit  die  geometrische 
Bedeutung  des  abgesonderten  Partialbruohs  charakterisirt  ist. 

Weiter  ergiebt  sich  noch  die  geometrische  Bedeutung  des  gleich  Null 
gesetzten  Zählers  des  Ergänzungsbruchs,  insofern  die  in  der  Figur 
gestrichelt  ausgezogene  Gerade  13a;-27»0  in  ihrem  endlichen  Schnittpunkt 
mit  der  Syperbel  zweiter  Ordnung  eben  den  einzigen  endlichen  ^nitt- 
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pnnkt  der  beiden  Hyperbeln  liefert  (znnSclist  folgt:  die  Hyperbel  zweiter 
Ordnung  hat  im  oo  fernen  Punkt  der  Ordinatenachse  fünf  Punkte 
mit  der  oscillirenden  Hyperbel  gemein,  da  sie  von  o?  +  1  =  0  berflhrt«  also 
zweipunktig,  von  13a;~27B3  0  einpunktig  und  Ton  »^^=0  zweipunktig 
in  diesem  oo  fernen  Punkt  geschnitten  wird;  da  aber  die  oscillirende 
Hyperbel  in  diesem  oo  fernen  Punkt  zugleich  einen  Backkehrpunkt  mit  der 
Asymptote  «—  3  ==  0  hat,  so  steht  dieselbe  mit  der  Hyperbel  zweiter  Ord- 
nung in  5  —  2,  das  heisst  dreipunktiger  Berührung  im  oo  fernen  Pnnkt  der 
Asymptote  x  + 1  =  0,  ausserdem  stehen  die  beiden  Hyperbeln  im  oo  fernen 
Punkt  der  Abscissenachse  in  zweipunktiger  Berührung,  so  dass  mit  Hinzu- 
nahme des  oben  erwfthnten  endlichen  Schnittpunkts  die  5  +  2  +  1,  das 
heisst  acht  Schnittpunkte  beider  Hyperbeln,  wie  es  sein  soll,  bestimmt  sind). 

Allgemein  gilt  der  die  geometrische  Bedeutung  einer  Partial- 
bruchabsonderung  aussprechende  Satz: 

Wird  von  einer  echt  gebrochenen  algebraischen  Function 

^      aix)      {x-a)g(x)' 

welche  eine  oscülirende  Hyperbel  n*®'  Ordnung  darsieUt,  wenn  g(x)  von 
(n  —  2)*^  Chrad,  f(x)  vom  (n  —  2)**'^  oder  von  niedrigerem  Grad  ist,  und 
deren  Nennerßnction  Q(x)  den  einfachen  Factor  {x  —  a)  hat,  ein  PafHaH' 
bruch  mit  dem  Nenner  (x  —  a)  abgesondert^  und  dieser  Pärtialbruch  als 
Ordinate  einer  Curve  betrachtet,  so  ist  diese  Curve  für  die  oscülirende 
Hyperbel  eine  asymptotische  Hyperbel  eweitcr  Ordnung,  welche  im  oo  fernen 
Punkt  der  Asymptote  x^a^Q  in  dreipunktiger  Berührung  mit  der 
oscillirenden  Hyperbel  steht  ^  und  deren  endliche  Schnittpunkte  mü  den  (n  —  3) 
eur  X-Achse  parallelen  Geraden,  welche  durch  den  gleich  Null  gesetzten 
Zähler  des  Ergänzungsbruches  dargestellt  werden,  die  {n  ~  3)  endlichen 
Schnit^nkte  der  beiden  Hyperbeln  sind. 

Der  Satz  folgt  ohne  Weiteres  aus  der  Form: 

„d.r  (»-«)•»(•)  »(«) 

in  welche  sich  die  Gleichung  der  oscillirenden  Hyperbel  gemäss  der 
Fundamentalgleichung  von  der  Absonderung  eines  Partialbruchs  (vergleiche 
S.  101)  bringen  l&sst,  sobald  diese  Gleichung  homogenisirt  ist. 

Ist  {x  —  a)  ein  mehrfacher  Factor  der  Nennerfunction ,  wie  z.  B.  {x  —  3) 
ein  Doppelfactor  des  Nenners  im  obigen  Beispiel,  so  lässt  sich  leicht  ein 
analoger  Satz  aufstellen. 
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IIL  Ein  Analogon  zu  den  Bnler^sohen  Interpolationsformeln. 
Ans  der  Lagrange'schen  Interpolationsformel  lassen  sioh  bekanntUeh 
ohne  Weiteres  die  Enler'schen  Formeln 

2'^)-0,    («-0,1, ...n-2) 

H  » — 1 

entnehmen«  In  ähnlicher  Weise  kann  man  die  Canchj'sche  Inteipolations- 
formel  benutzen,  wie  im  Folgenden  gezeigt  werden  soll. 

Die  Canchy'sohe  Aufgabe  lautet:  ,»Es  ist  eine  gebrochene  Fanction 

—^9  deren  Zahler  eine  ganze  Function  mf^  und  deren  Nenner  eine  ganze 

Function  fif^  Grades  wird,  aus  den  (m  +  it  +  1)  Bedingungen  herzustellen, 
dass  dem  Argumentwerthe  0x  der  Funotionalwerth  tri  fttr  X  »  0 , 1 , 2 , .  .  (m  +  n) 
zugehOrf 

Die  Losung  ist  folgende:  Setzen  wir 

Pi(z)  -  (ü  -  Zi,)(e  -  ^0  •••  (^  -  ^Ü     ,  . 

^M  -  (0,  -  ^)K  -  ^) . . .  (^u  -  ^)     ^'^     *'"''^' 

▼erstehen  wir  weiter  unter  i^,  ij;  •••  *>»  ^^^  Reihe  nach  alle  Oombinationen 
von  m  Gliedern  der  Zahlenreihe  0,  1,  2,  ...  (m  +  »)  nnd  unter 
^11  ^»  ••*  ^»+1  diejenigen  ZahleUi  welche  die  i  zu  der  gesammten 
Beihe  0,  1,  ...  (tn  +  n)  vervollständigen;  und  verstehen  wir  femer  unter 
hf  *%}    ••  ^  ^^^  Ky  Ki  '"  X^+i  AehnlicheSy  dann  ist 

,(,)-^„,....»,     „(,j.".^>„_^y 

Beide  Functionen  ^(f;)  wie  t(;(f?)  sind  in  den  Indioes  0,  1,  2, . . .  (m  +  n) 
symmetrisch  gebildet.  ^  . 

Digitized  by  LjOOQ IC 


1) 


108  kleinere  IfittheUnngen. 

Jetzt  denken   wir   uns  unter   ^(0)    eine  willkürliolie  ganze  Function 
(m  —  1)**°  und  unter  x(0)  eine  solche  (n  —  1)*^  Grades  und  setzen 

«i-^       (1-0,  l,...m  +  n-l). 
dann  wird  ^ 

fOr  z '^  Zq,  Zi,  ...  £^m+»— 1*  Nun  besitzt  das  Polynom  der  letzten  Gleich- 
ung den  Grad  (m  +  fi  —  1),  und  da  gleichzeitig  (m  +  «)  Wurzeln  der 
Gleichung  bestehen,  so  ist  sie  identisch  erfüllt,  und  man  hat 

2)  y(,)_£W^(,). 

Der  letzten  Forderung  der  Oauchy'schen  Aufgabe  zufolge  muss 

*  \Zm  +  n) 

sein.  Hat  man  nun,  wie  wir  annehmen  wollen,  «^m-f«  so  gewShlt,  dass 
es  von  qizm+f)  :  x{zm^i^  verschieden  ist,  so  kann  die  letzte  Gleichung  nur 
befriedigt  sein,  wenn  if;(<;m+n)  *  0,  das  heisst,  wenn  ^{z)  durch  (i^  — ^m+n) 
theübar  ist.     ^{z)  enthält  nach  1)  WmJ^n  nur  linear: 

*W  -  XW  +  «'m+ii  %i{z). 
Giebt  man  dem  Wm-^-n  mehrere,  unsere  Beschränkung  aber  nicht  ver- 
letzende Werthe,  so  zeigt  sich  ohne  Weiteres,   dass  %{z)  und  Xi(^)  durch 
(js  -—  jSm4.11)  theilbar  sind.    Daraus  folgt,  dass  für  jedes  trm+»)  ohne  irgend 
welche  Einschränkung  ^{i)  den  Factor  {z  —  z^^f)  hat   Wir  dürfen  daher 

annehmen.  Dadurch  wird  ^{z)  symmetrisch  in  z^^  ^n  •  .  •  Ztn-\-n.  Folglich 
ist  es  durch  {z  —  z^{z  —  z^  .,,  (z  —  z^+n)  theilbar.  Da  aber  der  Grad 
von  ^{z)  nur  gleich  n  ist,  so  stellt  sich  heraus,  dass  t[;(j?)  identisch  Null 
ist.     Gemäss  2)  gilt  das  Gleiche  von  q>{z).     Wir  sehen  also:  Setzt  man 

«'2-^         (1-0,1, ...m  +  n), 

wobei  q{z)  und  x{z)  zwei  ganze  Functionen  (w  — l)****  und  (n— 1)*^ 
Grades  bedeuten,  dann  wird 


3) 


'S^«*.  •••  «'*,  +  !    ^ 0, 

«<(«»,)•••«*(«*„+ v) 


(0 
(0 
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In  diese  Formeln  tragen  wir  nun  die  Werthe  der  w  wirklich  ein  und 
bezeichnen  dabei  /^  \ 

Jede  der  beiden  Gleichungen  3)  mnltipliciren  wir  mit 

und  erhalten  dadurch 


4) 


Bedenkt  man  jetzt,  dass,  abgesehen  von  einem  hier  indifferenten  Voi^ 
zeichen,  die  beiden  Functionen  1)^(0)  und  qi(js)  sich  nur  durch  die  Zahl  der 
Factoren(jr— ^f/^)  unterscheiden,  deren |>.(ie;)nachderDefinitionmundg,(j!r)eben80 
n  besitzt;  bedenkt  man  femer,  dass  über  q  und  x  nar  gesagt  ist,  sie  sollen 
ganze  Functionen  (m  —  1)^^  und  (w  —  !)*•"  Grades  sein,  so  folgt,  dass  die 
beiden  Gleichangen  4)  dasselbe  darthun.  Wir  brauchen  uns  also  bei  weiteren 
ümformnngen  nur  mit  einer  von  beiden  ^  z.  B.  mit  der  ersten  zu  beschftftigen. 

In  diese  setzen  wir  ein: 

Dann  wird: 'W-^o+t'i^  +  t'.^*+-+t'«-i^-^. 

ö;  a,/^,y ... 

(«  +  l5  +  y  +  -  --n  +  l), 

wobei  8  eine  symmetrische  Function  yon  ^Ai)*  •  ^it^^.^  bedeutet,  von  der 
ein  Glied  hinter  S  angedeutet  ist.  In  Z  tritt  jede  symmetrische  Func- 
tion von  i?i,,...<f*„4.i  auf,  welche  keine  höhere  als  die  (w  —  1)**  Potenz 
jedes  et  enthält.     Wir  wollen  solche  allgemein  durch 

bezeichnen.  Jedes  mOgliche  8^—1  kommt  in  5)  vor,  und  zwar  ein  jedes 
mit  einem  anderen  Froducte  u^^w^u\...  multiplicirt. 

Die  gleichen  Schltisse  gelten  für  ?<,,.  ..tj,„,  so  dass  dabei  alle 
erscheinen.  n-iviv     J 

Trägt  man  nun  5)  und  das  entsprechende  Besnltat  für  t(£f,-,)...r(«<^ 
in  4)  ein,  dann  ergiebt  sich  ans  der  Willkürlichkeit  der  u  und  der  v\  Es  ist 

wenn  über  die  8  und  die  p  die  oben  gemachten  Annahmen  gelten,    j 
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Endlich  kann  man  noch 

setzen,   wo  die  </^  </',...   die   elementaren   Bymmetrischen   Fonctionen  von 
^in^H}''^im  bedo^ten.    Wegen  der  Willkürlichkeit  von  g  kann  man  in  6) 
an  Stelle   von  Pi(e)  irgend   eine   dieser   Functionen,   die   allgemein  dnrcb 
<^(}ii'"Un)  bezeichnet  werden  sollen,  einführen. 
Jacobi  versteht  unter 

das  Product  aus  allen  Differenzen  der  Qrössen  ui,^, (7, ...  yon  den  GrOssen 
ä\  Bf^  C\,..^  indem  man  immer  die  zweiten  yon  den  ersten  abzieht 
(Werke  III,  8. 503).     Benutzen  wir  dieselbe  Abkürzung,  so  haben  wir 

Dies  ist  die  allgemeine  Formel,  welche  sich  den  Euler'schen 
zur  Seite  stellt. 

Weiteres  ergiebt  sich,  wenn  man 

m^^      (il-0,l,2,...m  +  n) 

setzt  und  dabei  für  q  eine  ganze  Function  m^%  fQr  t  eine  ganze  Function 
fif^  Grades  nimmt, 

Dann  kann  sich,  wie  aus  der  Betrachtung  von 

9>W^W  -  *W^W  -  0 
folgt,  (p  von  Q  und  ^  von  t  nur  durch   den   gleichen  constanten  Factor 
unterscheiden.     Das  giebt  bei  Berücksichtigung  des  Coefificienten  von  f^i 

^  ^>(»..)...>K..)..w....(o^(,.j'^<;?,(,,_^,, 

dnrcb  die  Einfahning  der  8  geht  diese  Formel  in 

^  P<(«0--M«*.+i) 

über.  Setzt  man  insbesondere  ^(<)  —  «*",  dann  kann  im  Zftbler  der  rechten 
Seite  von  8)  kein  Glied  mit  jr"-\  «"-*,...  Torkommen^  und  jalso  wird, 
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wenn  6  eine  von  1   venohiedene   elementare   symmetrische  Fanction   von 
*^i'i|,..Är,„  bedeutet, 

werden.     In   fthnlicher  Art  lassen  sich  noch  andere  merkwürdige  Formeln 
ableiten. 

Giessen,  den  12.  Januar  1896.  £.  Nbtto. 


a) 


IV.  Die  Wasserwellen. 

In  dem  Bache  ^Elemente  der  theoretischen  Physik  von  Dr.Chris  tiansen 
(üniTersitftt  Kopenhagen),  deutsch  von  Dr.  Joh.  Malier,  Leipzig  1894, 
Barth*,  mit  empfehlendem  Vorworte  von  Professor  £.  Wiedemann  in 
Erlangen,  wird  anch  obiges  Thema  als  Beispiel  fUr  die  Anwendung 
der  Gleichungen  Ton  Lagrange  auf  drei  Druckseiten  behandelt.  Ich 
erlaube  mir  im  Folgenden  eine  etwas  einfachere  Darlegung,  welche  ich 
mir  bei  dieser  Gelegenheit  bildete,  zu  geben;  dieselbe  soll  Übrigens  neben 
den  Hinweisen  auf  das  Buch  doch  von  demselben  unabh&ngig  geführt 
werden. 

Mit  der  Annahme,  dass  jedes  Theilchen  eine  ebene  Bahn  parallel 
der  jB 5 -Tafel  beschreibe,  fWt  sogleich  die  zweite  der  drei  Gleichungen 
▼on  Lagrange,  diejenige  hinsichtlich  y,  ausser  Betracht  und  wir  erhalten 

xdx/da  +  (0-g)de/da  +  dP/da  =  0. 

xdx/de  +  (i^g)ßM/dc  +  dP/do  =  0, 

worin  x,  5  die  zweiten  Differentialquotienten  nach  der  Zeit,  g  die  Erd- 
beschleunigung, P=ip/Q  den  hydrostatischen  Druck  durch  die  Dichte  der 
Flüssigkeit  bedeuten;  a  ist  die  Abscisse,  e  die  Ordinate  des  Wassertheilchens 
in  der  Buhelage;  e  anch  die  betreffende  Tiefe  unter  der  ruhenden  Ober- 
flftche  {b  abwftrts  positiv) ,  wfthrend  sich  nach  x  die  Welle  fortpflanzt. 
Zu  a)  kommt  noch  als  Continuitfttsgleichnng : 

dx/da     de/da 
dx/de     dß/dc 

Nun  wird  prttsumirt,  oder  Ton  der  Beobachtung  entlehnt,  dass  die 
Theilchen  Kreise  beschreiben,  deren  Mittelpunkte  um  8  ober-  oder  unterhalb 
der  Buhelage  seien.     Also  ist  für  irgend  eine  Zeit  t: 

c)  x=^a  +  r8inOi    z  =  c  +  8  +  rcosd^    B=smi  +  na. 

Hier  bedeuten ,  sage  ich  gleich , 

m  =  2n/T     und     n  =  2n/k 
in  der  stereotypen  Bezeichnung  für  die  Schwingungsdauer  und  Wellenll^nge. 
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Die  letzte  Oleichnng  führt  das  Bach  aU  zweite  unter  i)  anf ,  die  Tor- 
letzte  ohne  solche  Bezeichnung,  welche  yon  a)  bis  m)  reicht;  r  und  8  sind 
Functionen  yon  c. 

Bildet  man  aus  c)  die  Differentialquotienten  yon  x  und  0,  welche  in 
a)  und  b)  vorkommen,  so  wird  aus  a): 

J  {ni^-'gn)r8ine  -  dP/da  =  0, 
®^  \m*rdr/dc+im^rco8e+g){l+ds/dc)  +  gco8ddr/dc-dP/dc  =  0 
und  aus  b)  wird: 

d8/dc  +  nrdr/dc  +  [nr(l  +  ds/dc)  +  dr/dc]ca8B  =  0. 

Das  Buch  zerfällt  diese  letzte  Oleichung,  da  sie  fllr  jedes  0  oder  t  be- 
steht, in  die  zwei 

d)     ds/dc  +  nrdr/dc^O    und    nr{l+  d8/dc)  +  dr/dc^O] 

dagegen  wende  ich  dieselbe  Schlussweise  vorerst  auf  die  erste  der  beiden 
Gleichungen  an,  wodurch 

g)  w«=^n, 

oder  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 

^        gr 


h  = 


t       2 


n 


und 

und  zweitens  -^  =  0;    das    heisst  der  hydrostatische   Druck,   der  beim 

Wasser  (^  s=  1)   identisch  mit  P,  ist  unabhängig  von  der  Abscisse,  was 
man  auch  a  priori  hätte  annehmen  dürfen. 

Aus  der  zweiten  Gleichung  e)  erhält  man  mittelst  derselben  Schlnss- 
weise    die    zwei    Gleichungen,    in    denen    ich   bereits   mittelst  g)   das  m 
eliminirt  habe,    g^rdr/dc  +  g{\  +  ds/de)  -  dP/dc  =  0 
™^  nr(l  +  ds/dc)  +  dr/dc  =  0 

(nach  Weglassung  des  Factors  g). 

Die  letzte  Gleichung  ist  mit  der  zweiten  d)  identisch,  die  yorletzte 
wird  es  mit  der  ersten  d),  wenn  man 

oder  '""Z''  =^' 

h)  P-=^9C, 

setzt,  was  ebenfalls  a  priori  vom  hydrostatischen  Drucke  bekannt  ist 

Also  hätte  man  nach  dieser  Anschauung  oder  Reihenfolge  sagen 
können:  die  Continuitätsgleichung  wird  bei  der  Annahme  c)  u.  s.  w.  iden- 
tisch erfüllt.  Die  Gleichung  f)  des  Buches  fällt  hiermit  als  bedeutungslos 
hinweg. 
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Mit  Integration  der  beiden  Gleichungen  d)  wird  einerseits 

'^-^ 

(Constante  Null,  da  in  hinreichender  Tiefe  5  und  r  Null  sind),  oder 

k)  '=-— ' 

das  heisst  der  Mittelpunkt  der  Kreisbahn  rückt  nach  oben  von  der  Buhe- 
lage des  Theilchens  aus;  und  anderseits 

w(c  +  fi)  +  logr  =  eonst, 

nnd,  wenn  ftlr  c  =  0  statt  8  und  r  gelten  8  und  By 

nS  +  logB  =  eonst; 
das  heisst: 
^^^  log(R/r)  =^n{c  +  8^S)^nH, 

1)  r  =  Ä .  (j-»^=  Äe-«*^/*. 

E  ist  die  Tiefe  des  Bahnmittelpunktes  irgend  eines  Theilchens  unter 
dem  Bahnmittelpunkte  des  obersten  Theilchens. 

Was  das  Buch  weiter  von  der  Elimination  yon  ds/dc  aus  d)  sagt, 
i&t  überflüssig,   da  8  aus  diesen  beiden  Integralen  eliminirt  werden  kann. 

^^'  l         B 


m)  ^'^T^^7''T^^~''*^" 


T.  Erwärmung  flüssiger  und  fester  Körper  durch  Druck. 

In  den  letzten  zwei  Jahren  yerOffentlichte  ich  einige  Notizen  auch 
dieses  Betreffs,  welche  ausser  numerischen  Berichtigungen  auch  Erkl&rungs- 
yersuche  und  einige  didactische  Beziehungen  bieten  sollten.  Aber  eine 
Ableitung  der  auch  im  Folgenden  vorkommenden  Formeln  habe  ich  dort 
unterlassen  aus  Scheu  vor  dem  Vorwurfe,  dass  man  ja  solche  aus  Claus  ins' 
Buche  oder  fthnlichen  entnehmen  könne  und  kein  Grund  vorliege  zu 
Wiederholungen.  Heute  werde  ich  diese  Scheu  etwas  zurückdrängen, 
indem  ich  mich  auf  das  Buch  von  Christiansen  (schon  erwähnt  S.  111) 
beziehe,  mit  Abweichungsvorschlägen,  die  auch  selbstständig  gelesen  werden 
kennen.  Engere  Hinweise  auf  das  genannte  Buch,  die  ohne  dessen  Ver- 
gleichung  noch  mindere  Bedeutung  hätten,  werde  ich  in  die  Anmerkungen 
verweisen. 

1.  §§  114 — 117  sollen  hier  erwähnt  werden,  wovon  der  erste  den  Titel 
Khxi:  „Die  Anwendungen  des  zweiten  Hauptsatzes. *  Die  mit  derselben 
Harkirung  wie  im  Buche  versehenen  Gleichungen:  ^  ^ 
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a)  JdQ^dU  +  pdv^ 

sind  genugsam  bekannt.*    Es  wird  dann  mit  ^  dividirt,  nm  das  (totale) 
Differential  dS^dQ:» 

der  Entropie  herzustellen;  dB  wird  ferner  analog  wie  äZ7  in  b)  behandelt 
und  man  erhält  die  zwei  Gleichungen: 

38  _dU 
und 


^ds      reu  .    i   ^ 


welche  beziehungsweise  nacht;  und  d  differenzirt  durch  Subtraction  liefern: 
c)  i£=^..ll^lil. 

'  dv  dit' 

Die  Vereinfachung  der  rechten  Seite  nimmt  das  Buch  aber  erst  im 
§  116  bei  b)  vor  [und  im  §  117  gleich  nach  b)];  ich  schreibe  nSmlieh 
gleioh  jetzt  g^ 

um  80  mehr,  als  hernach  in  b)  und  a)    Bubstituirt  man  auch  statt  d)  im 
Buche  einfacher  erhält 

dO  JdQ^^d»  +  ».^dv. 

Der  erstere  Differentialquotient  hier  bedeutet  Je»,  wo  c»  die  specifische 
Wärme  bei  constantem  Volum;  der  letztere  ist  bei  Gasen,  fUr  welche 
p  s=  B&  :  V  gilt,  gleich  £  :  t;,  so  dass  für  Gase 

JdQ^JCpd^+pdv 

wird,   was  man  aber  auch  a  priori,   ohne  den  Umweg  durch  den  zweiten 
Hauptsatz,  hinschreiben  kann, 

2.  Bietet  §  114  meines  Erachtens  wesentlich  die  Einleitung  zu  §§  116 
und  117,  so  muss  auch  noch  §  115  vorangehen,  mit  dem  scheinbar  wenig 
sagenden  und  doch  zutreffenden  Titel:  „Die  Differentialquotienten.''  Was 
ist  nämlich  dp/d9  fttr  Flüssigkeiten  und  feste  Körper?  Diese  Frage  wird 
am  Schlüsse  von  §  115  durch  f)  beantwortet. 

*  Suffixe  bei  den  zwei  Differentialquotienten  sind  entbehrlich,  da  durch  die 
runden  d  schon  die  partielle  Natur  derselben  ausgesprochen  ist  und  die  beideo 
unabhängig  Veränderlichen  v  und  ^  sind.  Im  Theile  2)  oben  ist  jeweils  die 
dritte  der  drei  Variablen  pv^  9iÜM  constant  anzusehen.  ^^  , 
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HaaptsSeUieh  enthSlt  §  115: 

and  noch  zwei  solche  Gleichungen  fttr  reciproke  Differentialquotienten,  da 
die  drei  VerSnderlichen  pvd^  den  Znstand  eines  Körpers  (seiner  Gewichts- 
einheit) bedingen;  und  als  weitere  Beziehung  den  Eettenschluss 

dp     dv      d^  _  __ 
letzteren  erhält  man  aus 

dorch  Nnllsetzen  und  mit  Benutzung  Ton  d). 

Also  haben  wir  es  hier  mit  sechs  oder  vielmehr  nur  drei  Differential- 
qaotienten  zu  thnn»  wovon  der  eine 

^^  TW-  ^'« 

der  bekannteste  (a  der  oubisohe  thermische  Ausdehnungsooefficient) ;  den 
anderen  bezeichnet  das  Buch  mit: 

.  dv  V 

feir  flOssige  und  feste  KOrper;  ich  schreibe  statt  dessen  wie  a.  a.  0.: 

c)  77  =  -"''' 

wo  ß  der  onbische  mechanische  Compressionscoefficient  der  flttssigen  und 
festen  EOrper. 

Das  Buch  verweist  bei  dieser  Gelegenheit  auf  die  Elastioitfttstheorie 
und  unterscheidet  zunächst,  wie  es  in  dieser  begründet  ist^  aber  jetzt'den 
Leser  verwirren  kann,  zwischen  den  flüssigen  und  festen  Körpern;  X  ist 
dort  die  Lam6'sche  Constante,  die  analog  dem  Elasticitätsmodnl*  eine 
grosse  Zahl  ist^  während  mein  ß  dem  a  verwandtschaftlich  näher  steht 
nnd  von  vornherein  keinen  Unterschied  zwischen  den  beiden  Aggregat- 
zuständen  im  gegenwärtigen  Betreff  aufkommen  lässt. 

Mittelst  e)  wird  alsdann  fttr  die  flüssigen  und  festen  Körper  gefunden: 

^  d&     ß 

3.  Mit  §  116  1, Flüssige  und  feste  Körper"  tritt  die  Anwendung  des 
zweiten  Hauptsatzes   der    mechanischen  Wärmetbeorie,   wie   schon   gesagte 

*  Bei  den  festen  Körpern  wird  vom  Buche  dieser  mit  dem  seitlichen  Con- 
Iractiona-Coefficienten  angeführt,  — - — -^v 
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erst  BO  eigentlich  ein.    Ich  kann  gleich  an  obige  Oleiohnngen  d')   and  f) 
anknüpfen  und  schreiben: 

e')  JdQ  =  JCvd^+^^dv, 

P 

dv  =  -^d^  +  "^^^  ^  ^^^^  "*  ^^^^' 
also 

h')  JdQ^  (jcr  +  j  v&jde-at{^dp. 

Ist  dp  SS  0,  80  bedeutet  die  linke  Seite  J.Cpd^^  wo  Cp  die  specifische 
Wttrme  des  flüssigen  oder  festen  EOrpers  bei  constanliem  Drucke  Torstellt; 
also  wird*  .    ^ 

JCp  =  JCv  +  -r 1 

und  P 

i)  JdQ^  Jcpd9  -  av&dp. 

Für  den  Fall  der  Adiabase,  dQ^Q,  ist 

die   durch    Steigerung   des    Druckes   bewirkte   Zunahme   der  Temperatur. 

(Wenn  et   wie   meistens   positiv   ist;    im  entgegengesetzten  Falle  resultirt 

Abnahme  der  Temperatur.) 

4  Oleich    darauf   beginnt  §  117    „Die  Wärme -Entwickelung  bei  der 

Dehnung";  statt  des  letzten  Wortes  hiesse  es  besser  „Pressung 'S  wie  auch 

der  Text  sogleich  vom   „Drucke**  p  spricht.    Hierher  gehOrt  ja  die  letzte 

Gleichang;  aber  jetzt  wird  insbesondere  ein  fester  Cylinder  von  der  Masse 

üf  und  Lftnge  l  axial  gedrückt;  die  Gleichung  a)  ist  entbehrlich  für  das 

Folgende  und  ich  will  dieses  sogleich  nach  meiner  Torangehenden  Nummer  3) 

sozusagen  abschreiben: 

bO  JdQ  =  JMcid^  +  ^^dl. 

P 

Hierin  ist  c/  die  specifische  Wärme  bei  constanter  Länge,  a  der  ther- 
mische Längencoefflcient^  ß  der  mechanische  (der  reciproke  Elasticitäts* 
modul).    Entsprechend  der  auf  e')  folgenden  Gleichung  von  3)  ist  jetzt 

also  /  ««      \ 

JdQ:=::[JMCi+jl^]d&-'al^dp. 

*  Die  GleichuDg  mit  Cp  wird  vom  Buche  ohne  obige  Vermittelong  {dp  =  0) 
hereingebracht  und  nach  derjenigen  i)  nochmals  angeführt  und  mit  k)  bezeichnet. 
Vergl.  auch  Anmerkung  S.  117. 
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Ist  d|)s=sO,  80  bedeutet  die  linke  Seite  JMcpd^^  also* 

I      «*    l 

folglich  ß   ^ 

c')  JdQ=^  JMcpd^  -  «Iddp. 

Für  den  Fall  der  Adiabase,  dQ=»0^  ist 

Das  Bach  führt  die  Masse  m  der  Längeneinheit  ein,  ich  ziehe  vor,  die 
Lftnge  der  Massen-  oder  Gewichtseinheit  einzuführen,  wie  auch  in  3)  das 
9  den  Baum  der  Gewichtseinheit  bedeutet,  und  schreibe 

d9  ^-^ — dp. 

JCp 

(Vergl.  die  letzte  Gleichung  der  vorigen  Nummer  3.) 

Würde  der  Cjlinder  gestreckt,  so  würde  eine  Abkühlung  eintreten*. 
Dass  ich  bei  dieser  Gelegenheit  im  Torigen  Jahre  über  die  hierbei  nicht 
berücksichtigte  seitliche  Veränderung  gesprochen,  diese  Erwähnung  mag 
den  Schluss  der  gegenwärtigen  Notiz  bilden. 

VL  Adiabatische  Auidehnung  realer  Oase. 

Bei  den  idealen  Gasen  giebt  es  bekanntlich  keine  innere  Arbeit,  so 
dass  bei  der  Ausdehnung,  wenn  die  äussere  Arbeit  Null  wäre,  auch  kein 
Energiererbranch  stattfinde.  Bei  den  realen  Gasen  aber  besteht  noch  ein 
wenn  auch  geringer  Zusammenhang  der  Theilchen.  Yan  der  Waals' 
Zaetandsgleichung,  nach  welcher  der  §  118  des  auch  in  meinem  voran- 
gehenden Artikel  erwähnten  Buches  von  Christiansen  lautet,  giebt  deshalb 
demp  des  idealen  Gasgesetzes  pv  ^  Bd^  den  Sammanden  p'  »  a:t^';  dieses 
Quadrat,  weil  „bei  wachsender  Dichte  sowohl  die  anziehenden  als  die  an- 
gezogenen Moleküle  näher  zusammenrücken.'' 

Ausserdem  haben  die  Moleküle  einen  geringeren  Baum  als  t;  zu  ihrer 
Bewegung  frei,  da  nicht  nur  der  von  ihnen  selbst  eingenommene  Raum  in 
Abzug  kommen,  sondern  etwa  ein  vier-  bis  achtfacher  b,  auf  dass  die  Be- 
weglichkeit der  Theilchen  aufhören  würde.  So  kommt  nach  van  der  Waals: 

a)  {p  +  ^^(v-b)  =  B»...** 

welche  für  grosse  v  wieder  zu  pv  =  R9  führt 

*  Diesmal  sagt  das  Buch  (statt  dp  =  Oz\i  setzen)  „da  die  FormänderuDg  sehr 
kleb  iet,  so  haben  wir  etc.*'  und  es  folgt  unvermittelt  die  Gleichung  o).  Vergl. 
Anmerkung  S.  116. 

**  Buchstaben  mit  )  vor  der  Gleichung  beziehen  sich  auf  Christiansen; 
ein  Accent  hierbei  aber  bedeutet,  dass  diese  Bezeichnung  oder  die  Formel  selbst 
in  diesem  Buche  nicht  vorkommt  und  von  mir  gewählt  wurde.  In  Gleichung  a') 
und  a")  ist  das  eofis^  von  mir  gebraucht.  ^  I 
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Auf  den  letzten  der  acht  Seiten  seines  §  118  kommt  Christiansen  zum 
titiilirten  Betreff  und  führt  als  Zustandsgleichnng,  die  Claus  ins  auf  Grund 
der  von  yan  der  Waals  angestellten  Untersuchungen  angegeben  hat,  an: 


-•)  (^  +  ör+w^)(^-'^°''' 


Kirchhofes  Vorlesungen  über  Wftrme,  erschienen  im  Jahre  1894, 
enthalten  in  IX  §  3  diese  Formel  nebst  ihrer  üeberführung  in  die  Ton 
Joule  und  Thomson  gelegentlich  ihrer  Versuche  aufgestellte  Form  (VII  §  6): 

,v  Bd^      const 

a)  ,_.-^-__; 

in  seinem  Buche  vom  Jahre  1876  führt  Clausius  (Abschnitt  X)  diese 
Versuche  an,  Gase  durch  Watte  adiabatisch  strömen  zu  lassen  (1854  und 
1862),  und  leitet  die  Gleichung  a')  aus  seiner  Theorie  ab.  Ausdrücklich 
erwähnt  er  seines  Vorgängers  Bankine,  welcher  schon  zu  den  Versuchen 
von  1854  die  Gleichung  aufgestellt  habe: 

a")  pv  -=  Bd^ —  • 

Diese  ist  übereinstimmend  mit  a^),  wenn  man  darin  ß  und  b  ver- 
nachlfissigt,  wobei  const »  a;  ebenso  stimmen  auch  a')  und  a")  überein, 
wie  man  sieht,  wenn  man  mit  p  dividirt,  als  Annäherung  im  Nenner  rechts 
pv  «  Bd-  setzt  und  i?_zur  Constanten  schlägt.  Kirchhoff  erwähnt  hierbei 
auch  die  befriedigende  üebereinstimmung  mit  den  Abweichungen  vom  Ge- 
setze pv  »  i2d,  welche  Begnault  an  der  Kohlensäure  gemessen  hat. 

Auf  a^)  folgt  bei  Christiansen  die  thermodynamische  Grundformel: 

die  auch  in  meiner  vorangehenden  Mittheilung  steht,  desgleichen 

SU  dU      dp 

~~Jc.     und      -__.0-J,; 

dp 
die   linke   Seite   von   h)  ist  Null  wegen  der  Adiabase    und    --  wird  nach 

O  gleich ;  +  /     1   ff^%  a> »  *lso  mit  nochmaliger  Benutzung  von  a^): 

dU  ^    _2a 
^^  dv      {v  +  ßf^ 

(indem  p  fortfällt). 

Nun  schreibt  Christiansen: 

k)  ijj-Jc,ä^  +  ^^^^^dv 

imd  integrirt  in  der  Form:  r^^^^T^ 
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1)  AP-Jr..A»  +  ^(i-i), 

wobei  sieh  das  Wort  y^nftheningsweise^  nur  auf  die  Vernachlässigung  von  ß 
beziehen  kann.     Aber  alsdann  folgen  die  Worte: 

,,Dehnt  sich  das  Gas  auji,  ohne  einen  Widerstand  zu  haben,  so  bleibt 
die  innere  Energie  unver&udert.  Setzen  wir  demnach  in  der  Gleichung  1) 
AU'^O,  so  ergiebt  sich: 

.                                 A«.           2a    /l        1\ 
m)  A  ^  — ( 1  • 

Die  Temperatur  sinkt  in  diesem  Falle.^'     Schluss  des  §  118. 

Da  liegt  ein  Fehler  vor;  nicht  d  U  oder  A  U  ist  Null,  sondern  wegen  der 
Adiabase  JdQ  ia  h).   Im  Gegentheil  ist  dC  negativ  nach  der  aus  h)  folgenden 

O^dü+pdv, 

O^Jc.d^  +  L-^^  +p)dv, 
also  folgt  statt  m)  \v  +  ß)  &        / 

Die  Integration  von  k)  zu  1)  ist  überflassig  und  das  Resultat  von 
Christiansen  hätte  ohne  dieselbe  gelautet: 

1  2a 

also  es  fehlt  das  pdv.  ^^^    {y  +  p)  9 

FOr  ein  ideales  Gas  ist  a  »  0  und  die  Erkaltung  durch  Ausdehnung 
wird  nach  m»)  Je,d&~-pdv, 

weil  eine  Gewichtseinheit  desselben  bei  der  Ausdehnung  doch  den  Druck  p 
der  dieselbe  umgebenden  Gastheilchen  überwinden  müsste. 

Es  interessirt  vielleicht  noch  mehrere  Leser  wie  mich,  zu  sehen^ 
was  man  statt  m^)  findet,  wenn  man  statt  a^)  die  Gleichung  a)  benutzt; 

+  -i» 


a 

dp         B         dU       B9          B» 
dv      vb'     dv      v  —  b      v  —  b 

also: 

0~Jcd9  +  (^,+p)dv, 

n) 

^»  —  ir(^+p)^^- 

Es  unterscheidet  sich  also  n)  von  m^)  durch  den  Divisor  ^  und  den 
Factor  2  bei  a.  (Von  ß  kann  man  absehen.)  Damit  klärt  sich  auch  der 
Widerspruch  in  Christiansen 's  Worten  zu  a^):  y,  Diese  Gleichung  stellt 
die  wirklichen  Verhältnisse  besser  dar,  aber  sie  führt  übrigens  im  Wesentlichen 
KU  denselben  Besultaten,  wie  jene  von  van  der  Waals'  a)/'  m)  enthält 
auch  den  Einfluss  von  &,   mit  dessen  Wachsen  die  Erkaltung  d^kleinerj 
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wird,  da  sich  dann  das  Gas  dem  idealen  Zustande  ntthert^  wie  mit  dem 
Wachsen  von  v^,  (Der  erwHhnte  Factor  2  wird  sich  zur  experimentellen 
Prüfnng  schwer  eignen.) 

Zum  Schlüsse  mag  noch  Kirch hoffs  Referat  dienen:  Die  Experimente 
von  Thomson  und  Joule  (1862)  haben  ergeben  als  Erkaltung  bei  der 
Druckabnahme 

o)  d^--^djp 

und  die  Theorie  ergiebt  für  diesen  adiabatisohen  Process 

p)  d^  -  C(mi\^  ^  -  t;j  .  dl)  -  comi^     a^'  ^* "  ^•^' 

aus  beiden  wird  d(t;:0)      C(mst 

oder  durch  Integration  ,       ^ 

V  const      B . 

^  Ö«"  +^' 

B 
denn  die  Integrationsconstante  —  erfüllt  die  Bedingung,   dass  für  grosse 

V       B 
^  das  ideale  Gesetz  ;r  ""  ~  hervorgehe.     Man  sieht,  dass  diese  Gleichung 

mit  a')  übereinstimmt.* 

Augsburg.  Pro^-  ^^   K:ürz. 

Tn.   lieber  die  Constmotion  der  Fläche  zweiten  Grades 
aus  neun  gegebenen  Punkten. 

Es  soll  die  Aufgabe  gelOst  werden: 

Wenn  neun  Punkte  im  Raum  gegeben  sind^  auf  einer  Ebene 
durch  drei  derselben  den  Kegelschnitt  g>  zu  zeichnen,  den  die 
durch  die  neun  Punkte  bestimmte  Flttche  zweiten  Grades  <Z>  mit 
derselben  gemein  hat. 

Sind  neun  Punkte  im  Raum  gegeben:  NN^PiP^P^QiQiQ^Q^,  so  lege 
man  durch  P|P,  P,  die  Ebene  (ß)  und  projicire  die  Punkte  Qi  von  ^  und 
N'  aus  in  die  Ebene  (i^).  Die  Punkte,  die  man  so  erh&lt,  seien  mit  Äi 
bez.  Ai'  bezeichnet  (t  — 1,  2,  3,  4).  NN^  möge  d  in  S  treffen.  Auf  i» 
haben  wir  nun  einen  Kegelschnitt  g>  durch  Py^P^P^  so  zu  legen,  dass  die 
Projectivit&ten,  die  auf  den  Geraden  Si^  SAiAi  durch  AiAi  als  Paar 
und  die  beiden  Schnittpunkte  von  tp  mit  Si  als  Doppelelemente  bestimmt 
werden,  S  auf  vier  Punkte  S/'  abbilden,  die  in  einer  Geraden  fJ  liegen. 
Denn,*  nehmen  wir  einmal  an,  die  Fläche  <Z>  sei  construirt  und  projiciren 
wir  sie  doppelt,  von  N  und  N^  aus  auf  9,  so  bestimmen  die  Schnitt* 
punkte  entsprechender  Strahlen  auf  den  Geraden  5,-  die  oben  angegebenen 


**  Um  die  Formel  p)  abzuleiten ,  iu  der  ich  wegen  der  Gleichung  o)  die  spe- 
cifische  Wärme  Cp  bei  constantem  Drucke  auch  durch  eine  const  ersetzte,  mfisste 
man  weiter  ausholen,  als  dem  Zwecke  dieser  Mittheilung  entsprechend  wäre. 
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Projectintäten:  Äi  und  il/  sind  ein  Paar  zugeordneter  Punkte,  die  Schnitt- 
punkte mit  der  Spur  <p  von  <Z>  eind  die  rieh  selbst  entsprechenden  Ele- 
mente, und  die  Bilder  von  S  liegen  auf  einer  Geraden,  denn  wenn  man 
auf  einer  Geraden  8  durch  8  einen  Punkt  nach  S  hin  wandern  lässt,  so 
wandert  der  Schnitt  der  Verbindungslinie  dieses  Punktes  (mit  N)  und  der 
Fiftche  <Z>,  der  Punkt  Ä,  jedesmal  auf  einem  anderen  Wege  nach  N^  und 
N'ä  geht  in  die  yerschiedenen  Tangenten  über,  wenn  der  abzubildende 
Punkt  S  erreicht,  das  heisst  die  verschiedenen  Bilder  8'  auf  den  ver- 
schiedenen Strahlen  liegen  auf  dem  Schnitt  der  in  N^  an  <Z>  gelegten 
Tangentialebene  mit  i(.  Wir  haben  also  nur  die  oben  aufgegebene  Con- 
struction  von  <p  auszuführen,  um  <p  und  damit  auch  <Z>  zu  erhalten.  Die 
Constrnction  kann  man  nun  im  Allgemeinen  linear  ausfELhren. 

Doch  brauchen  wir  znnftchst  den  folgenden  Hilfssatz: 

Sind  auf  einer  Geraden  s  drei  feste  Punkte  Ä,  Ä'  und  8  gegeben 
und  ausserdem  eine  Involution  Jj  so  ordnen  die  Projectivitftten,  die  auf 
s  durch  äA'  bIb  Paar  und  ein  Paar  der  Involution  (C7(7')  als  Doppel- 
elemente bestimmt  werden,  dem  Punkt  jS^ solche  Punkte  jS'  zq,  die  den  Paaren 
der  Involution  (CC')  projectiv  zugeordnet  sind. 

Beweis:  Wir  nehmen  zwei  beliebige  Punkte  LL*  ausserhalb  der  Ge- 
raden an  und  verbinden  Ä  mit  X,  ^'  mit  X'.  Die  Geraden  schneiden 
sich  in  üf.  Durch  MLL'  und  ein  beliebiges  Paar  der  Involution  CC'  ist 
nun  ein  Kegelschnitt  bestimmt,  und,  indem  man  alle.  Paare  (7C  hierzu 
nimmt,  erhftlt  man  ein  ganzes  Kegelschnittsbüschel,  das  ausser  LVlS. 
noch  einen  Grundpunkt,  etwa  "N  hat.  Wenn  wir  nun  die  Kegelschnitte 
y  des  Büschels  von  L  und  von  V  aus  projiciren,  so  erhalten  wir  lauter 
Projectivitftten,  in  denen  AA^  ein  Paar  ist,  und  in  denen  die  Punkte  CC\ 
die  Schnittpunkte  der  betreffenden  Kegelschnitte  mit  s  Doppelelemente  sind. 

Um  in  einer  solchen  Projectivit&t  das  Bild  von  8  zu  haben,  verbinde 
man  L  mit  8^  y  wird   dann  von  L8  noch   einmal   in  5"  getroffen,  und 
wenn  man  iS"  von  V  aus  projicirt,  erhftlt  man  dann  8\    Nach  bekannten 
S&tzen  bestehen  dann  die  folgenden  Projectivitftten: 
da.  hebst  (CC')AyAS''S', 

was  zu  beweisen  war.  ^  C;ao  , 

Zur  Construction  verfahre  ipan  nun  so:  Man  nehme  einen  Punkt  V^ 
beliebig  an^  z.  B.  der  Einfachheit  halber  auf  der  Geraden  i>i(—  81^^  und 
lege  durch  'P^V^'P^l^^  ein  Büschel  von  Kegelschnitten  (^).  Jeder  Kegel- 
schnitt bestimmt  auf  jeder  Geraden  si  eine  Projectivitftt,  indem  wir  AiAl 
als  Paar  und  die  beiden  Schnittpunkte  des  Kegelschnittes  mit  Si  zu  Doppel- 
elementen nehmen.  Diese  Projectivitftten  mOgen  8  bez.  auf  818^8^81 
abbilden,  und  es  ist  dann  nach  dem  Hilfssatz: 


8^T.8iT\8iT.8l-i\{:^\ 
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Diese  letzteren  ProjecÜvitttten  sind  nan  zu  je  zweien  Perspectivan; 
denn^  wenn  man  im  Büschel  den  zerfallenden  Kegelschnitt  jPj(P2P8)  nimmt, 
so  ist  8  ein  Pnnkt  desselben,  das  heisst  S  entspricht  in  der  obigen  Pto- 
jectivität  sich  selbst;  ftir  diesen  einen  Kegelschnitt  fallen  also  vier  8i'  mit 
8  zusammen,  das  heisst  die  zwischen  je  zwei  Beihen  8i'8k  bestehenden 
Projectiyit&ten  sind  Perspectiven« 

Wir  betrachten  nun  die  beiden  Perspectiven  8^*7\8i  und  Äj'ASj'  naher. 
Zun&chst  kann  man  sie  linear  construiren,  indem  man  die  zerfallenden  Kegel- 
schnitte  (P^P^).(P^P^)  und  (PjPi).(P3Pj  zor  Construction  von  zwei 
Tripeln  8^828^'  benutzt.  Zwei  Paare  genügen  ja  schon,  um  das  Per- 
spectivitätscentrom  Ja  zu  finden ;  das  die  zwischen  entsprechenden  Punkten 
8i'  und  8k  bestehende  Perspective  vermittelt.  Die  Strahlen,  die  z.  B.  (ß^) 
mit  cTig  verbinden,  sind  dann  den  Kegelschnitten  projectiv  zugeordnet,  die 
8  auf  8^  abbilden.  Zu  jedem  Strahl  kann  man  also  den  zugeordneten 
Kegelschnitt  des  Büschels  leicht  finden.  —  Verbindet  man  nun  J^^  und  J^j 
so  erhftlt  man  demnach  sofort  den  einzigen,  eindeutig  und  linear  bestimmten 
Kegelschnitt  des  Büschels,  der  durch  seine  in  der  angegebenen  Weise  auf 
8i(i  ^Ij  2,  3)  bestimmten  Projectivitäten  8  auf  drei  in  einer  Geraden  fi/ 
liegende  Punkte  8^82  8^'  abbildet,  in  der  im  Allgemeinen  natürlich  das 
Bild  8j  von  8  nicht  liegt.  Zu  einem  Punkt  P4  gehört  in  dieser  Con- 
struction ein  und  nur  ein  solches  Tripel  8j^'82  8^\  das  auf  einer  „Tripel- 
geraden ^^  n/  liegt.  —  Ist  P4  und  der  zugehörige  Kegelschnitt  gegeben,  so 
ist  er  die  Spur  auf  d  von  einer  Mftche  zweiten  Grades,  die 

enth&lt,  und  n^  ist  die  Spur  der  in  N'  an  die  Flache  gelegten  Tangential- 
ebene. 

Indem  wir  nun  P4  varüren,  so  bestimmen  die  zugehörigen  Flachen, 
die  acht  gemeinsame  Punkte  habeii  (NN'P^^P^P^QiQ^Q^),  ein  Büschel, 
und  demnach  dreht  sich  die  Tangentialebene  von  N'  um  eine  Gerade, 
weil  sie  die  Polarebene  eines  festen  Punktes  fQr  ein  Fiachenbüschel  ist. 
Ihre  Spur  n/  dreht  sich  also  um  einen  Punkt.   Bezeichnen  wir  die  Flachen 

mit  0M.  so  haben  wir:  »-«.^  -,n« 

*'  n/AOi^ÄP^, 

also  ^^/AP^, 

den  Punkt,  um  den  sich  n/  dreht,  bezeichnen  wir  mit  ^/. 

Genau  dieselbe  Betrachtung,  die  wir  für  Sj^s^s^  anstellten,  kOnnen 
wir  nun  auch  für  s^s^s^  machen. 

Wir  können  durch  jeden  Punkt  P^  von  P^  wieder  einen  und  nur 
einen  Kegelschnitt  des  Büschels  (P^P^P^P^  legen,  für  den  die  wie  oben 
bestimmten  Punkte  8^8^*8^  auf  einer  Geraden  ti^'  liegen,  und  wenn  man 
Pa  variirt,   so  dreht  sich  n/  um  einen  Punkt  NJ  in  der  Ebene,   und  es 

*  '  *  Tiigitizedb  ' 
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ist  »i'AP4,  also,  da  auch  n^7\P^  ist,  n^7\nl.  Wenn  wir  also  N^  vlxlSlN^ 
verbinden,  so  erhalten  wir  die  gesuchte  Gerade  n/,  und  daher  muss  ihr 
auf  j)j  beidesmal  derselbe  Funkt  P^  entsprechen.  Mit  P^  ist  aber  auch 
9  gegeben.  Man  braucht  ja  nur  das  zugehörige  Perspecüvit&tscentrum  J^^ 
za  suchen,  das  natürlich  auf  fi  liegt,  und  dann  den  fi  zugeordneten  Kegel- 
schnitt des  Büschels  P^F^F^F^  in  der  Projectintät,  die  zwischen  den 
Strahlen  des  Büschels  {J^^  und  den  Kegelschnitten  {F^F^F^F^  besteht, 
die  8  auf  solche  Punkte  Sy^S^  abbilden,  deren  Perspectivitätecentrum  J^^  ist. 

Man  kann  auch  folgende  Betrachtung  anwenden:  die  Flächen  (P^,  die 
8  auf  drei  in  einer  Geraden  liegende  Punkte  8^  8^  8^  abbilden  (und 
NN^QiQtQ^F^F^F^  enthalten),  bestinunen  auf  Ö  ein  Büschel  von  Kegel- 
schnitten, von  dem  wir  drei  Grundpunkte  PiPgP^  kennen,  der  vierte 
ist  daher  linear  zu  finden,  und  die  gesuchte  Fiftche  <Z>  muss  ihn  ent- 
halten, wenn  anders  sie  8  auf  drei  in  einer  Geraden  liegende  Punkte 
8^ 8^ 8^  abbilden  soll.  Dasselbe  gilt  entsprechend  von  den  Flächen  <Z>|, 
die  zu  $2  Qs  Qi  ^^  derselben  Beziehung  stehen  wie  O^  zu  Q^  Q^  Q^.  Auch 
hier  kann  man  den  Herten  Grundpunkt  des  auf  d  bestimmten  Büschels 
linear  finden.  Damit  haben  wir  aber  fünf  Punkte  von  tp.  Ist  tp  bestimmt, 
so  kann  man  jeden  weiteren  Punkt  von  <Z>  in  bekannter  Weise  finden. 

Diese  Constrnction  unterscheidet  sieh  dadurch  von  den  gebräuchlichen, 
dass  nur  in  einer  Ebene  construirt  wird.  Aus  der  Theorie  der  Flächen 
zweiten  Grades  wird  nur  der  Satz  gebraucht,  dass  die  Polarebene  eines 
Pimktes  für  ein  Büschel  sich  um  eine  Gerade  dreht. 

Jena.  Dr.  H.  Liebmann. 


Vm.  Eine  neue  Formel  für  die  mittlere  Krümmung 
und  das  Krümmungsmaass  einer  Fläche. 

Ist  eine  Flächengleichung  in  der  Form  gegeben: 
1)  e  -  {x,  y), 

so  drückt  sich  ihre  mittlere  Krümmung  ^  = 1 und  ihr  Krümmungs- 

maass  h  = bekanntlich  folgendermassen  durch  die  partiellen  Ableit- 

ungen  erster  (j?,  q)  und  zweiter  (r,  5,  i)  Ordnung  von  g  nach  x  und  y  aus: 
^,  ,1^1         r(l  +  q^  +  p{l+fi)-2pqs 

^  r.+r,"  {l+p'+q')i 

3)  Ic         ' 


r,r,       (1  +  p^  +  q^^ 

Sind  nun  a,  &,  c  die  comu3  der  Neigungswinkel  der  Flächennormalen 
gegen  die  drei  Achsen,  so  ist:  r^r^r^n]o 
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4) 


a  — 


6- 


c  ■- 


fl  +  ^+J 
g 

1 


5) 


yi+p'+q* 

DifTerenzirt  man  a  nnd  b  partiell  nach  x  nnd  y,  so  erh&lt  man: 
da       r(l  +  g")  —  pqs 

86       g(t  +  j>*)-jpgr 
äy"    (1  +  1)*+ «0^  ' 

?o       a(l  +  g*)  — pgt 

8y"    (1+1'*+ 8*)»   ' 

86       <(1+1>*)  -i>ga 

dy"  (!  +  !>*+ g*)l    ■     , 
Eine  ganz  einfache  Bechnung  ergiebt  nnn ,  dass  die  Werthe  für  h  und  \ 
in  2)  und  3)  sich  durch  die  partiellen  Ableitungen  von  a  und  h  so  ausdrucken: 


6) 


»-i  +  1, 


?a      86 
8«"*'8y' 


7) 


da  da 

dx  dy 

dh   db 
dx  dy 
Aehnliche  Formeln  ergeben  sich,  wenn  die  Gleichung  der  Flttche  in  der  Form: 

8)  f(x,  y,  iP)  -  0 

gegeben  ist.  Sind  /),  f^,  /,  die  partiellen  Ableitungen  erster,  /^^,  f^^^  /Ist 
/ss»  As)  ^8  ^^®  zweiter  Ordnung  von  f{x,y^e)  nach  o;,  y,  i»,  und  setit 
man  zur  Abkürzung  y9^  f2  i  f2 a,  f% 

so  ist: 
9) 


a  —  — 


.-f 


A 

F'     "  F'     "  F 

Die  Hanptkrttmmungsradien  bestimmen  sich  dann  bekanntlich  als  die 
Wnrzeln  der  quadratischen  Oleichnng  in  (f. 

^  f. 

/■«+T 


10) 


^"  +  7 


fx 

f* 


/•«  + 


/i 

0 


0. 
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11) 


Man  findet  hieraas  fUr  h  and  h  die  Werthe: 


12) 


fn  fu  fiz  fi 

fu  fn  fn  f% 

ft\  fn  ^88  ^8 

h  U  U  0 


Bildet  man  nnn  wieder  die  partiellen  Ableitungen  von  a^  h^  e  nach 
X,  y,  i9|  80  erhftlt  man: 

a«  F'^F'aa;"  F» 

^«_/l!4.A?^      -  f»(f*  +  /«')  +  fxhfn  +  fx  hft» . 
dy  V'^  V^dy  F» 

dt  7^  V*  de~  F»  ' 


13) 


a«        F  "^  F«  a« ""  F» 

dy  V"^  Vdy"  F» 


^       _4»4.AiI      -  fnift'  +  fi*)  +  ftftfn  +  fififn . 
dt  V'^V^dt"  F«  ' 

^._/k4.A?I      -  ftiifi'  +  f»')  +  ftftfn  +  fzfffit 
dx  7"^  Y*dx  F« 

^.-4» +  4^      -fz»ifi*+f.')+fxUf,x  +  UUfn 
dy  7"^  7*  dy  F» 

de  7'^  7*  dy  F» 

Man  sieht  nnn  leicht,  dass  der  Werth  von  h  in  11)  eich  dnroh  diese 
partiellen  Ableitungen  so  ausdruckt: 


14) 


^       1,1       da       dh       de 
fj       r^      dx       dy^  dy 
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um  k  aüszndrfickeDy  lOst  man  9)  and  13)  nach  /|,  f^,  f^  besw.  f,|, 
^ix»  fi9i  fn^  ^28»  fn  a^^  »«***  »l^ö^ 
f^  —  aF  u.  8.  f. 

^da       f.   dV 

Geht  man  mit  diesen  Werthen  in  den  Ausdruck  für  k  in  12)  ein,  so 
erhSlt  man: 

\  dx^  Y  dxJ  \  dy^  V  dy)  V  de^  V  de/ 
\  dx^  V  dxJ  \  dy^  V  dy)  \  de^Vdef 
Vdx^Vdx)     Vdy^Vdy)     V^de^Vde)     "^ 


1^ 
V* 


-aV  -bV 

Dieser  Aasdruck  iSsst  sich  leicht  Oberffihren  in: 


-eV 


O 


da     da     da 

dx     dy     de     ^ 

•* 

dh     db     db     ^ 
dx    dy     de 

15)                   Ä-— - 

r^r^ 

de     de     de 

dx     ly     de     ^ 

a       b       e      0 

Die    Bedingungsgleichung    A » 0    für    Mini 

6)  bezw.U): 

da  ,  dh      ^ 

;r-  +  7r-  — 0, 

16) 

dx^dy 

da  ,  db   ,    de 

—  4-  —  4-  ^  —  0. 

d 

X      dy       de 

Diese  Gleichung  zeigt  eine  bemerkenswerthe  Aehnlichkeit  mit  der 
Bedingungsgleichung  für  die  Bewegung  einer  incompressibeln  Flüssigkeit 
in  der  Ebene  und  im  Baum.  Sind  u^  v^w  die  Geschwindigkeitscomponenten, 
so  müssen  diese  bekanntlich  der  Gleichung  genügen: 


bezw.  im  Baume: 


Gmünd. 


dx^  dy         ' 

du      dv       dw      ^ 
dx       dy       de 


Dr.  V.  KOMMBBBLL. 
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IZ/  üeber  einige  unendliche  Producte  nnd][Reihen. 

In  dem  Abschnitte  ,,de  partiiione  nmneroram"  seiner  Introductio  in 
anal.  inf.  hat  Eni  er  mehrere  unendliche  Producte  in  Reihen  verwandelt, 
wie  z.  B.  für  q*<  1  und  «  —  1,  2,  3, . . . 

(n(8n  — 1)  n(8»  +  l)\ 

andererseits  hat  Jacobi  viele  derartige  Producte  durch  elliptische  Integrale 
ausgedruckt,  z.  B.  (Fundamenta  nova,  p.  89) 

zur  numerischen  Rechnung  eignen  eich  beide  Formen  aber  nur  bei  kleinen  g, 
liegt  dagegen  q  der  Einheit  nahe^  wie  z.  B.  g— 0,  9,  so  lassen  sich  schon  fünf 
richtige  Decimalen  nur  mit  Mühe  erreichen,  unter  diesen  Umständen  ist 
wohl  der  Nachweis  nicht'  überflüssig,  dass  man  leicht  Gleichungen  bilden 
kann,  die  zwar  keine  absolute  öenauigkeit,  wohl  aber  eine  sehr  grosse 
AnnSherung  bieten.  Das  Mittel  hierza  liefert  die  Summenformel  von  Mac 
Laurin: 

f(u)  +  f{2u)  +  f{Su)+^--  +  f{pu) 
1  V"  1 


worin  B^^  J5j,  B^  etc.  die  BernouUi'ßchen   Zahlen  -^>   ^z:^   -r^  etc.  be- 
zeichnen  und  B%n  das  Ergftnzungsglied  ist.* 
Es  sei  zunächst 

nach  gehöriger  Beduction  erh&lt  man  für  j^  »  oo  und 


0 

die  Formel; 


*  Eine  ausführliche  Discussion  der  obigen  Summenformel  und  des  zugehörigen 
Restes  enthält  der  Abschnitt:  f,Die  Bernoulli 'sehen  Functionen  und  die  halb- 
convergenten  Reihen"  S.  210—242  in  Bd.  II  des  Verfassers  „Compendium  der 
höheren  Analysis"  (auch  unter  dem  Titel  „Vorlesungen  über  einzelne  Theile  der 
höheren  Analogie*'),  4.  Aufl.,  Braunschweig  bei  Vieweg,  1896."^ 
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«       ««1   /2«\ 

Der  Best  Iftsst  sich  unter  der  Form 

^•"^         2;;         \6  ■^4«V1.2...(2n~2y 

-1<9<+1 

darstellen,  betr&gt  aber  meistens  sehr  wenig.     Beispielsweise  ergiebt  sich 

für  u  —  r^  und  bei  Weglassung  des  Bestes 

(l-e-o,i)(i_g-«.2)(i_^-e.8)..._  0,0000001807..., 

wo  der  Fehler  <  10""  ist. 

Für  e^"  s=  <2  und  bei  Weglassung  von  B^n  hat  man 

(1  -  «)(1  -  3*)(1  -  8«)  ...  -  V-^  (l)ö  e^r, 

woraus  z.B.  für  4  e»  0,4  derselbe  Productwerth  0,451861    folgt  wie  aus 
der  Eul  er 'sehen  Formel. 

Als  zweite  Anwendung  der  allgemeinen  Formel  diene 

es  ergiebt  sich  dann  bei  Weglassung  des  Bestes: 

I[(l_e-«')(l-.-*-')(l-«-"0..-]-'(T)-Tf"'' 
<j-~+  4=+    ;-  + 2,61227 

yv    1/2»    ys»  ' 

und  daraus  wieder  fttr  e~'^  =  q:  

(l-g)(l-30(l-"O(l~3")— r^^"^^^^- 

y-iq 

Eine  ganz  analoge  Behandlung  gestattet  die  allgemeinere  Annahme 
deren  weitere  Ausführung  dem  Leser  Überlassen  bleiben  mOge. 

SCHLÖMILOH. 
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Die  geometrischen  Constructioneii  dritten  und 
vieri^en  Grades,  ausgefoliri;  mittelst  der  geraden 
lanie  und  einer  festen  Curve  dritter  Ordnung.*^ 

Von 

Dr.  Franz  London 

in  Broslan. 


Einleitung. 

Jedes  Constructionsproblem,  welches  die  AnffindoDg  nur  eines  un- 
bekannten Elementes  erfordert,  iSsst  sich  bekanntlich  mit  alleiniger 
Hilfe  des  Lineals  ausführen  und  wird  deshalb  als  ein  „lineares"  be- 
zeichnet. Bei  Aufgaben,  welche  die  Auffindung  zweier  unbekannter 
Elemente,  z.  B.  *eines  Punktepaars,  verlangen,  den  quadratischen  Con- 
strnctionen ,  hat  man  ausser  dem  Lineal  noch  den  Zirkel  zu  Hilfe  zu 
nehmen;  dabei  hat  Steiner  in  seiner  klassischen  Abhandlung:  „üeber 
die  geometrischen  Constructionen,  ausgeführt  mittelst  der 
geraden  Linie  und  eines  festen  Kreises^  (1833)  gezeigt,  dass  sich 
die  Anwendung  des  Zirkels  auf  ein  Minimum  beschränken  lasse,  indem  er 
bewies,  dass  alle  quadratischen  Constructionen  mit  alleiniger  Hilfe  des 
Lineals  ausführbar  werden,  falls  in  der  Ebene  der  Zeichnung  ein 
fester  Kreis  ein  für  alle  Mal  gezeichnet  vorliegt.  Für  die  Con- 
structionen, bei  denen  es  sich  um  die  Auffindung  dreier  unbekannter 
Elemente  (z.  B.  dreier^Punkte)  handelt,  die  sogenannten  cubischen  Con- 
structionen, wurde  die  Frage  nach  den  zu  ihrer  Ausführung  erforderlichen 
Hilfsmitteln  erledigt  ^  gelegentlich  der  Beantwortung  der  von  der  Berliner 
Akademie  für  die  Steiner -Stiftung  im  Jahre  1868  gestellten  Preisaufgabe. 
Wie  nSmlich  Steiner  in  der  oben  citirten  Abhandlung  für  die  qua- 
dratischen Constructionen  die  zu  ihrer  Ausführung  erforderlichen  Hilfsmittel 


*  Die  den  folgenden  Betrachtungen  zu  Grunde  liegenden  Gedanken  waren 
Gegenstand   eines  Vortrags   auf  der  Versammlung   deutscher  Naturforscher  und 
Aerzte  in  Lübeck  1895;   ein  Eeferat  über  diesen  Vortrag  findet  sich  im  Jahres- 
bericht der  deutschen  Mathematiker -Vereinigung  IV  (1894/96)  S.  168  — 166>  t 
ZeiUchrift  f. Mathematik iLPhyiik,  41.  Jahrg.  1896.  S.Heft.                            Digiti^d  by  V^OOglC 


130    Die  geometriscben  ConBtrnctionen  dritten  and  vierten  Orades  etc. 

angegeben  hatte,  so  verlangte  die  Akademie  für  die  cnbiseben  Constructionen 
die  analoge  Behandlung ,  nämlich  die  Angabe  möglichst  einfacher  fester 
Curven  nnd  möglichst  weniger  Zeichen* Instrumente,  deren  Anwendung  die 
Ausführung  der  oubischen  Constructionen  ermöglicht.  Die  beiden  preis- 
gekrönten Arbeiten  von  Herrn  Eortum*  und  von  Stephen  Smith**  ge- 
langten zu  den  nämlichen  constructiven  Hilfsmitteln;  es  wurde  nämUch 
in  ihnen  gezeigt,  dass  sich  alle  oubischen  Constructionen  mit 
alleiniger  Hilfe  von  Zirkel  und  Lineal  ausführen  lassen,  wo- 
fern in  der  Ebene  der  Zeichnung  ein  fester  Kegelschnitt —  der 
aber  kein  Kreis  sein  darf  —  gezeichnet  vorliegi  Es  wird  also 
als  Constructionscurve  ein  allgemeiner  Kegelschnitt,  als  Zeichen- 
Instrumente  Lineal  und  Zirkel  erfordert.  Es  ist  die  Frage,  ob  diese 
von  Smith-Kortum  angegebenen  Hilfsmittel  für  cubische  Constructionen 
die  einfachsten  sind,  und  es  liegt  der  Gedanke  nahe,  zu  untersuchen, 
ob  die  Ausführung  der  oubischen  Constructionen  nicht  auch 
mit  alleiniger  Hilfe  des  Lineals  gelingt,  falls  eine  feste  Curve 
dritter  Ordnung,  und  zwar  eine  möglichst  specielle  und  einfach 
herstellbare,  gezeichnet  vorliegt.  Eine  derartige  Behandlung  der 
oubischen  Constructionen  erscheint  angemessener  und  einfacher  als 
die  bisherige;  angemessener,  weil  dann  eine  vOllige  Analogie  mit  der 
Steiner'schen  Behandlung  quadratischer  Aufgaben  erreicht  ist,  denn,  wie 
dort  die  quadratischen  Constructionen  mittelst  einer  festen  speciellen  Curve 
zweiter  Ordnung,  so  werden  hier  die  oubischen  Constructionen  mittelst 
einer  festen  speciellen  Curve  dritter  Ordnung  und  alleiniger  Hilfe  des  Lineals 
bewältigt;  einfacher,  weil  man  nunmehr  den  Zirkel  ganz  entbehren  kann, 
wobei  zwar  an  Stelle  der  festen  Curve  zweiter  Ordnung  (die  aber  kein 
Kreis  sein  durfte)  eine  feste  Curve  dritter  Ordnung  tritt,  diese  aber  mög- 
lichst speciell  und  so  einfach  gewählt  werden  kann,  dass  ihre  Herstdlung 
keine  grosseren  Schwierigkeiten  verursacht,  als  die  einer  allgemeinen 
Curve  zweiter  Ordnung.  In  den  folgenden  Untersuchungen  soll  nun  in 
der  That  gezeigt  werden,  dass  sich  die  oubischen  Constructionen  mit  den 
genannten  Hilfsmitteln  bewältigen  lassen;  gleichzeitig  ist  aber  damit  auch 
für  die  biquadratischen  Aufgaben,  das  heisst  für  Aufgaben ,  bei  denen 
vier  unbekannte  Elemente  aufzufinden  sind,  das  Nämliche  erwiesen,  da  diese 
sich  auf  Aufgaben  niederen  Grades  zurückführen  lassen. 

Im  ersten  Paragraphen  wird  die  allgemeine  Formulirung  cubischer  und 
biquadratischer  Aufgaben  gegeben  und  gezeigt,  dass  sich  alle  diese  Auf- 
gaben zurückführen  lassen  auf  eine  der  beiden  Aufgaben:  Wenn  von  zwei 


*  Kort  um:  „Ueber  geometrische  Aufgaben  dritten  und  vierten  Grades", 
Bonn  1869. 

**  Smith:  „Memoire  sur  quelques  probl^es  oubiqnes  et  biqnadratiques*', 
Annali  de  matematica,  Ser.  U,  Tom.  3. 
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gegebenen  Kegelschnitten  ein  Schnittpunkt  bekannt  ist,  die 
drei  letzten  Schnittpunkte  derselben  zu  construiren;  oder:  die 
drei  dreifachen  Elemente  einer  gegebenen  cubischen  Involution 
zweiter  Stufe  zu  construiren.  Diese  beiden  Aufgaben,  obgleich  sie 
selbst  wieder  auf  einander  zurttckführbar  sind,  werden  sodann  wegen  des 
häufigen  Vorkommens  jeder  Ton  ihnen  und  wegen  ihrer  Wichtigkeit  einzeln 
behandelt.  Im  zweiten  Paragraphen  wird  daher  gezeigt,  wie  man  die  drei 
letzten  Schnittpunkte  zweier  gegebener  Kegelschnitte  construiren  kann  mit 
alleiniger  Hilfe  des  Lineals,  wenn  eine  feste  Curve  dritter  Ordnung  ge- 
geben ist,  im  dritten  Paragraphen  wird  das  Nämliche  für  die  drei  drei- 
fachen Punkte  einer  cubischen  Involution  zweiter  Stufe  dargethan,  wobei 
man  auf  yerschiedene,  an  sich  interessante  Eigenschaften  der  auf  der 
rationalen,  ebenen  Curve  dritter  Ordnung  befindlichen  cubischen  Involutionen 
geführt  wird.  Der  letzte  Paragraph  ist  der  Anwendung  unserer  Methode 
auf  metrische  Aufgaben  gewidmet,  wobei  sich  eine  Methode  der  graphischen 
Auflösung  der  numerischen  cubischen  Gleichungen  mit  unseren  Hilfsmitteln 
eigiebt;  als  Beispiele  werden  schliesslich  die  altberühmten  cubischen  Pro- 
bleme der  Vervielfachung  des  Würfels  und  der  Trisection  des  Winkels  be- 
handelt. 

Als  ein  für  alle  Mal  feste  Constructionscurve  dritter  Ordnung  kann 
jede  beliebige  Curve  dritter  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkt  gewählt 
werden;  besonders  einfach  gestaltet  sich  jedoch  die  Ausführung,  wenn  der 
Doppelpunkt  ein  Bückkehrpunkt  ist,  so  dass  wir  diesen  Fall  stets 
besonders  berücksichtigt  haben.  Für  die  praktische  Ausführung  haben  wir 
als  Constructionscurve  die  Cissoide  gewählt,  einmal,  weil  dieselbe  ausser- 
ordentlich einfach  sowohl  punktweise,  als  auch  durch  einen  schon  von 
Newton  angegebenen  Mechanismus  in  einem  Zuge  herstellbar  ist,*  so- 
dann weil  derselben  die  unendlich  fernen  Kreispunkte  angehören,  und  sie 
daher  denselben  Vorzug,  wie  der  Kreis  bei  quadratischen  Aufgaben  dar- 
bietet, dass  sie  nämlich  die  absolute  Involution  und  daher  rechte  Winkel 
linear  zu  construiren  gestattet. 

§  1.  Piximng  der  Aufgabe. 

Eine  geometrische  Constructionsaufgabe,  bei  welcher  gefordert  wird, 
aus  gewissen  gegebenen  Stücken  drei  resp.  vier  unbekannte  Elemente  zu 
construiren,  nennen  wir  eine  cubische  resp.  biquadratische  Aufgabe, 
wofern  die  Beziehung  zwischen  den  gegebenen  und  den  gesuchten  Grössen 
eine  algebraische  ist,  das  heisst  durch  Curven  und  Flächen  von  beliebig 
hoher,  aber  endlicher  Ordnung  vermittelt  wird.  Fassen  wir  die  gesuchten 
Elemente  als  Paukte  auf,  so  lässt  sich  jede  cubische  und  biquadratische 


*  cL  Salmon-Fiedler:   „Höhere  ebene  Curven^*,  IL  Aufl.  Ari  215. 
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Constraction  analytisch  folgendermassen  formnliren:  Die  homogenen  Coordi- 
naten  x^^  x%j  x^^  x^  der  gesuchten  Punkte  sind  rationale,  ganze  Functionen 
eines  Parameters  X ,  welcher  seinerseits  einer  Gleichung  dritten  resp.  yierten 
Grades  genügen  soll,  so  dass  also: 

1)  QXi^yaikl'    (1  =  1,2,3,4) 


{q  ist  Proportionalitfttsfactor),  wo  iL  der  Gleichung: 
2)  r(A)  =  ao  +  a,i  +  a,i»  +  a»i«  +  a,i*-0 

genügen  soll;  je  nachdem  a^^O  oder  ^0  ist  das  Problem  ein  cubisches 
oder  biquadratisches.  Die  Coefficienten  a/it,  Oq»  Oj,  o^,  o^,  a4  sind  dabei 
aus  den  Datis  der  Aufgabe  herstellbare  GrOssen.  Geometrisch  interpretirt 
stellen  die  Gleichungen  1)  eine  rationale  Curve  B  dar.  Die  Gleichung  2) 
stellt  das  System  der  vier  resp.  drei  Punkte  auf  22  dar,  deren  Parameter  i 
die  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind«  Fassen  wir  zun&chst  die  biquadratischen 
Aufgaben  (a^  >  0)  ins  Auge  und  bilden  wir  die  gemischte  Polargleichung 
der  Gleichung  2): 

ao+la,{k  +  ii  +  v  +  h)+^a,{Xii  +  Xv  +  n+t,v  +  f,i  +  vi) 

Interpretiren  wir  die  Variablen  A,  ^,  v,  |  als  Punkte  der  rationalen 
CurTe  JR,  so  wird  jedes  Punkt- System  A,  fi,  v,  |,  welches  dieser  ge- 
mischten Polargleichung  genügt,  durch  irgend  drei  seiner  Punkte  ein- 
deutig bestimmt;  jedes  solches  System  von  vier  Punkten  soll  ein  Quadrupel 
heissen,  es  existiren  <x'  Quadrupel,  deren  Gesammtheit  wir  eine  biqna- 
dratische  Involution  dritter  Stufe*  nennen  und  durch  J\  bezeichnen. 
Diese  J\  ist  durch  die  Coefficienten  von  2)  gegeben.  Fragen  wir  nach 
den  Quadrupeln,  deren  Punkte  sich  in  einem  einzigen  vereinigen,  so  erhSlt 
man  dieselben,  wenn  man  Aafi  =  v=3|  setzt,  es  giebt  deren  mithin  vier, 
welche  durch  die  ursprüngliche  Gleichung  2)  definirt  werden;  diese  vier 
Punkte,  in  welchen  je  ein  Quadrupel  von  J\  vereinigt  ist,  nennen  wir 
die  Kernpunkte  von  J^^  und  wir  können  somit  jede  biquadratische  Auf- 
gabe auf  folgendes  Problem  zurückführen:  Gegeben  ist  eine  rationale 
Curve  B  und  auf  ihr  eine  biquadratische  Involution  dritter 
Stufe  (7^4),  es  sollen  für  diese  Involution  die  Kernpunkte  con- 
struirt  werden.  Denken  wir  uns  die  Punkte  von  B  auf  die  Punkte 
eines    beliebigen    Kegelschnittes    projectiv    bezogen,    so    entsprechen   den 

•  cf.  Emil  Weyr:  „üeber  Involutionen  nt«»  Grades,  jfcte»  Stufe",  Sitzung» 
berichte  der  Wiener  Akademie  1879,  Bd.  79,  IL  ^^ 
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Quadrnpeln  von  J^^  auf  B  Systeme  von  je  vier  Punkten  auf  K^  die  eben- 
falls eine  «T^  bilden;  den  Kernpunkten  der  J^^  auf  B  entsprechen  die 
Kernpunkte  der  J^^  auf  K\  mit  den  letzteren  sind  somit  auch  die  ersteren 
aufgefunden.  Die  vier  Kernpunkte  einer  J'^  auf  einem  Kegelschnitt  K 
lassen  sich*  aber  durch  einen  mittelst  J^^  linear  construirbaren  Kegelschnitt 
ausiT  ausschneiden.  Jede  biquadratische  Construction  lässt  sich 
somit  auf  die  Construction  der  vier  Schnittpunkte  sweier  ge- 
gebener Kegelschnitte  zurückführen,  was  schon  von  Descartes 
in  seiner  „O^omötrie**  angegeben  wurde«  Diese  vier  Schnittpunkte  er- 
geben sich  aber,  wie  man  unmittelbar  erkennt,  mittelst  quadratischer  Con- 
struetionen^  wenn  man  das  gemeinsame  Polardreieck  der  beiden  Kegelschnitte 
coDstruiren  kann.  Dieses  letztere  wiederum  erfordert  eine  cubische  Con- 
struction. Daraus  ergiebt  sich,  dass  sich  die  Constructionen  vierten 
Qrades  auf  Constructionen  niedrigeren  Grades  reduciren 
lassen«  Wir  werden  uns  somit  mit  den  biquadratischen  Construotfonen 
nicht  weiter  zu  beschäftigen  haben. 

Haben    wir    eine    cubische   Construction   auszuführen,    so    wird    die 
Gleichung  2)  zu: 
2)  ao+a,X  +  a,A»+a3i»=0 

und  es  sind  die  drei  Punkte  der  durch  1)  gegebenen  rationalen  Curve  R 
zu  construiren,  deren  Parameter  die  Wurzeln  von  2)  sind.  Die  gemischte 
Polargleichung  von  2)  lautet  hier: 

Ö0  +  3Ö1U +  /*+*')  + 3  öj(^f*  +  f*v  +  v^)  +  aj^f»y  =  0. 

Jedes  System  von  drei  Punkten  aufE,  deren  Parameter  A,  fi,  v  dieser 
Polargleichung  genügen ,  ist  durch  irgend  zwei  seiner  Punkte  eindeutig  be- 
stimmt; jedes  solches  System  von  drei  Punkten  soll  ein  Tripel  heissen,  es 
ezistiren  00'  solcher  Tripel,  deren  Qesammtheit  wir  eine  cubische  In- 
volution zweiter  Stufe**  nennen  und  durch  J\  bezeichnen.  Diese  7^3 
ist  durch  die  Coefficienten  von  2)  gegeben.  Es  existiren  drq^  Tripel,  deren 
drei  Elemente  sich  in  einem  Punkte  von  B  vereinigen,  dieselben  erhSlt 
man,  wenn  man  A  a  ^  =  v  setzt,  ihre  Parameter  genügen  der  Gleichung  2)« 
Diese  drei  Punkte,  welche  wir  wieder  als  die  Kernpunkte  von  J\  be- 
zeichnen, sind  also  die  drei  gesuchten  Punkte  einer  cubischen  Aufgabe,  so 
dass  wir  erkennen:  Jede  cubische  Construction  lässt  sich  auf  die 
Construction  der  drei  Kernpunkte  einer  auf  einer  rationalen 
Curve  B  gegebenen  J\  zurückführen.  Denken  wir  uns  wieder  die 
Punkte  von  B  auf  die  Punkte  eines  Kegelschnitts  K  projectiv  bezogen,  so 


*  cf.  Paul  Serret:  Comptes  rendus  87,  8. 
*•  of.Emil  Weyr  l.  c.  DigitizedbyGoOgk 
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entsprechen  den  Tripeln  von  J\  auf  B  Systeme  von  je  drei  Paukten  aaf  JT, 
welche  ebenfalls  eine  «P3  bilden.  Den  Kernpunkten  der  ^'3  auf  E  ent- 
sprechen die  Kernpunkte  der  J\  auf  £*;  mit  den  letzteren  sind  mithin  auch 
die  ersteren  aufgefunden.  Die  drei  Kernpunkte  einer  J^^  auf  einem  Kegel- 
schnitt K  werden  aber*  aus  K  ausgeschnitten  durch  einen  mit  J*^  ge- 
gebenen Kegelschnitt,  von  dem  ein  Schnittpunkt  mit  K  bekannt  isi  Somit 
Iftsst  sich  jede  cubische  Construction  auf  die  Aufgabe  zurfiokftlhren : 

Wenn  von  zwei  gegebenen  Kegelschnitten  ein  Schnittpunkt 
bekannt  ist,  die  drei  letzten  Schnittpunkte  zu  construiren. 

Dies  ist  auch  das  Problem,  auf  welches  in  den  beiden  oben  citirten 
Preisschriften  Stephen  Smith  und  Herr  Kortum  alle  cubischen  Auf- 
gaben zurückgeführt  haben.  Die  beiden  Aufgaben  der  Construction  der 
Kernpunkte  einer  «T^  und  der  drei  letzten  Schnittpunkte  zweier  Kegel- 
schnitte sind  also  äquivalent,  sie  sind  auch  leicht  auf  einander  reducirbar. 

Wollen  wir  nun  mit  Hilfe  einer  festen  Constructionscurve  dritter  Ord- 
nung unter  alleiniger  Anwendung  des  Lineals  die  cubischen  Constractionen 
ausführen,  so  haben  wir  eine  dieser  beiden  eben  angegebenen  Aufgaben, 
auf  welche  alle  cubischen  Constructionen  in  letzter  Instanz  zurückkommen, 
mit  diesen  Hilfsmitteln  auszuführen.  Wir  wollen  jedoch  jede  dieser  beiden 
Aufgaben  in  der  angegebenen  Weise  behandeln,  da  man  bei  Constructionen 
dritten  Grades  ebenso  häufig  auf  die  eine,  wie  auf  die  andere  dieser  Auf- 
gaben geführt  wird,  und  weil  die  Behandlung  dieser  beiden  Probleme 
höchst  verschieden  sich  gestaltet  und  wir  in  beiden  Fällen  auf  interessante 
Fragen  geführt  werden. 

Wir  denken  uns  demnach  in  der  Ebene  der  Zeichnung  ein  für  alle 
Mal  eine  Curve  dritter  Ordnung  C  hergestellt;  wir  denken  uns  dieselbe 
mit  einem  Doppelpunkt  versehen,  was  sich  für  den  gedachten  Zweck 
als  nothwendig  herausstellen  wird,  im  üebrigen  ist  jede  beliebige 
rationale  Curve  dritter  Ordnung  für  unsere  Methode  verwendbar. 
In  der  Regel  werden  wir  C  einen  Bückkehrpunkt  ertheilen,  weil  dann 
die  Constructionen  sich  ganz  besonders  einfach  gestalten.  Für  metrische 
Constructionen  *und  wegen  der  sehr  einfachen  Herstellung  empfiehlt  es  sich, 
den  einen  unendlich  fernen  Punkt  mit  dem  Wendepunkt,  die  beiden  an- 
deren mit  den  unendlich  fernen  Kreispunkten  zusammenfallen  zulassen,  die 
80  entstehende  Curve  wird  die  Cissoide  desDiocles,  deren  zeichnerische 
Herstellung  sicher  nicht  grössere  Arbeit  verursacht,  als  die  einer  all- 
gemeinen Curve  zweiter  Ordnung,  welche  bei  der  Smith-Kortum'schen 
Methode  erforderlich  isi 


•  cf.  Le  Paige:  „Essai  de  g6om6trie  supörieure  du  IllWme  ordre."  Mdm.  de 
la  SOG.  des  ecienc.  de  Liege  86t.  II,  Tom.  10,  p.  85.  —  Benno  Klein:  „Theorie 
der  trilinear -symmetrischen  Elementargebilde."  Marburger  Habilitationsschrifb  1881. 
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§  2.  Constniction  der  drei  letzten  Schsittpunkte  zweier 
gegebener  Kegelschnitte,  von  welchen  ein  Schnittpunkt 
bekannt  ist. 
1.  Seien  K  und  K'  zwei  darch  eine  hinreichende  Anzahl  von  Punkten 
gegebene  Kegelschnitte,  und  sei  einer  ihrer  Schnittpunkte  P  bekannt;  es 
sollen  die  drei  letzten  Schnittpunkte  X,  7*,  Z  von  K  und  K'  construirt 
werden  und  zwar  mit  alleiniger  Hilfe  des  Lineals  und  einer  in  der  Ebene 
der  Zeichnung  befindlichen  rationalen  Cnrve  dritter  Ordnung  (7,  der  so- 
genannten Constr  uctions  cur  ve^  von  der  wir  annehmen  wollen,  dass  sie 
einen  Bttckkehrpunkt  B  besitze.*  Die  Construction  der  drei  gesuchten 
Punkte  X,  7,  Z  wird  sich  offenbar  vollziehen  lassen,  wenn  es  gelingt ,  eine 
geometrische  Verwandtschaft  V  so  zu  construiren,  dass  zu  jedem  Punkte 
der  entsprechende  linear  gefunden  werden  kann,  und  in  welcher  dem  Kegel- 
schnitt K  die  feste  Curve  0,  dem  Kegelschnitt  K'  aber  eine  (Gerade  0-  ent- 
spricht Ist  nftmlich  eine  solche  Verwandtschaft  V  hergestellt,  und  denkt, 
man  sich  die  dem  Kegelschnitt  E'  entsprechende  Gerade  G  construirt,  so 
sind  die  drei  Punkte  X\  T\  Z\  welche  Q  ans  der  Constructionscurve  0 
ausschneidet,  die  den  drei  gesuchten  Paukten  Z,  7*,  Z  in  Bezug  auf  V 
entsprechenden  Punkte,  und  daher  X,  7,  Z  gefunden,  wenn  man  in  Bezug 
auf  V  zu  X\  Y'y  Z*  die  entsprechenden  linear  construirt.  Die  einzige  er- 
forderliche cubische  Operation  besteht  darin ,  mittelst  der  linear  construirten 
Oeraden  Q  die  drei  Punkte  X',  7\  Z'  aus  der  festen  Constructionscurve  0 
auszuschneiden,  und  diese  wird  mit  alleiniger  Hilfe  des  Lineals  vollzogeni 
wenn  0  gezeichnet  vorliegt  Die  ganze  Schwierigkeit  besteht  denmach  in 
der  Auffindung  der  geometrischen  Verwandtschaft  F,  welche  X  in  (7,  K' 
in  ff  überführt,  und  gleichzeitig  linear  construirbar  sein  muss,  das  heisst 
zu  jedem  Punkt  den  entsprechenden  mit  alleiniger  Hilfe  des  Lineals  auf- 
zufinden gestatten  lassen  muss.  Offenbar  wäre  es  am  einfachsten,  wenn 
sich  Falseine  birationale  quadratische  Verwandtschaft  bestimmen 
lieese;  wir  werden  dies  in  der  That  ausführen,  und  zwar,  indem  wir  F 
aus  zwei  hintereinander  angewendeten  Verwandtschaften  F,  und  F^  zusammen- 
setzen werden;  dabei  bedeutet  F,  eine  quadratische  Verwandtschaft,  welche 
K  in  eine  beliebige  Curve  dritter  Ordnung  mit  Bttckkehrpunkt  (O'),  K'  in 
eine  Gerade  (ff')  überführt,  während  F^  eine  lineare  Verwandtschaft 
(CoUineation)  bedeutet,  welche  C  in  die  feste  Constructionscurve  0  trans- 
formirt,  durch  F,  wird  dann  auch  ff'  wieder  in  eine  Oerade  ff  übergeführt 
werden ;  so  dass  in  der  That  die  aus  Fg,  F^  zusammengesetzte  Verwandt- 
schaft, die  wir,  wie  üblich,  symbolisch  durch  V^.V^^  F bezeichnen  wollen, 
X  in  (7,  JBT'  in  ff  überfahrt,  so  dass  also  F  das  Gewünschte  leistet.  Die 
Verwandtschaft  F,  welche  durch  Aufeinanderfolge  einer  quadratischen  Ver- 


*  Wir  denken  uns  B  und  ebenso  die  Tangente  in  B  bekannt,    ebenso   den 
dann  linear  construirbaren  Wendepunkt  W  und  seine  Tangente. 
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wandtachaft  F,  und  einer  linearen  V^  entsteht,  ist  wieder  eine  quadratische 
Verwandtschaft. 

2.  Lineare    Construotion     der    quadratischen    Verwandt- 
schaft Fg.    Es  soll  V^  linear  so  hergestellt  werden,  dass  der  Kegelschnitt  K 
in  eine  beliebige  Curre  dritter  Ordnung  mit  Backkehrpunkt(C'),  der  Kegel- 
schnitt £"  in  eine  Gerade  {G')  übergefahrt  wird.   Damit  JT  in  eine  Curve  dritter 
Ordnung  übergehe,  muss  einer  der  drei  Hauptpunkte  der  quadratischen  Ver- 
wandtschaft Fg  sich    auf  K  befinden ,    damit  K'  in  eine  Gerade  übergehe, 
müssen  alle  drei  Hauptpunkte  von  V^,  welche  sich  in  der  Ebene  vonZ*,  JT  be- 
finden, aufJBT'  liegen,  daher  ist  einer  dieser  drei  Hauptpunkte  gleichseitig 
auf  K  und  K'  gelegen;  nun  ist  uns  der  eine  Schnittpunkt P  von  E  und £*'  be- 
kannt;  in  ihn  verlegen  wir  somit  einen  Hauptpunkt  von  F,;  die  beiden 
anderen  Hauptpunkte  N  und  0  sind  auf  K'  zu  wählen;    nimmt  man  sie 
daselbst  beliebig  an,  so  trifft  ihre  gerade  Verbindungslinie  NO  den  Kegel- 
^schnitt  K  in  zwei  getrennten  Punkten  M^^  M^,  welchen  in  Bezug  auf  F, 
derselbe  Punkt  P'  entspricht,  da  allen  Punkten  der  Hauptlinie  NO  in  Bezug 
auf  Fg  ein  und  derselbe  Hauptpunkt  P'  des  anderen  Punktfeldes  entspricht; 
dieser  Punkt  P'  wird   somit  Doppelpunkt  der  Gurve  dritter  Ordnung  C\ 
in  welche    der    Kegelschnitt  K  mittelst  Fg  transformirt  wird.    Den  beiden 
Geraden  PMi  und  PM^  entsprechen  in  Bezug  auf  F,  die  beiden  Tangenten 
im  Doppelpunkt  P'  von  C.    Der  Doppelpunkt  P'  von  C  wird  somit  dann 
und  nur  dann  ein  Bttckkehrpunkt  Bein,  wie  es  die  Aufgabe  erfordert,  wenn 
PM^  und  PM^j  das  heisst  M^  und  M^  zusammenfallen,  das  heisst,   wenn 
die   dem  Hauptpunkt  P  gegenüberliegende  Hauptlinie  den  Kegelschnitt  K 
berührt;  ist  M^^M^^M  der  Berührungspunkt,  dann  ist  die  der  Geraden 
PM  in  Bezug  auf  Fg  entpsrechende  Gerade  die  Bückkehrtangente  von  C 
Wir  haben  also  in  der  Ebene  von  K  und  K'  das  Hauptdreieck  von  Fg  so 
zu  wählen,  dass  der  bekannte   Schnittpunkt  P  von  E  und  K'  ein  Haupt- 
punkt wird,  die  diesem  gegenüberliegende  Hauptlinie  NO  den  Kegelschnitt 
K  berührt.    Wählen  wir  daher  eine  beliebige  Tangente  von  K  aus,  deren 
Berührungspunkt  M  sei ,  und  welche  JT  in  ^,  0  schneidet,  so  ist  N,  0,  P 
das  in  der  Ebene  von  K  und  E'  befindliche  Hauptdreieck  von  Fg;  andere 
Voraussetzungen,  als  diese  Wahl  des  Hauptdreiecks,  brauchen  wir  für  Fg 
nicht  zu  machen;  jede  Fg,   welche   ein  so  gewähltes  Hauptdreieck  besitzt, 
wird   K  in  eine  Curve   dritter  Ordnung   mit  Bückkehrpunkt,    K'  in  eine 
Gerade   transformiren.    Wir   dürfen    daher  Fg  noch    sehr   speciell    wählen, 
z.  B.  als  eine  Steiner'sche  Verwandtschaft*,  welche  NO P  Bis  Fundamental- 
dreieck  besitzt,    und   in   welcher   sich  je   zwei  Punkte,   welche  in  Bezug 
auf  ein  Kegelschnittbüschel  conjugirt  sind,  entsprechen;   das  Fundamental- 
dreieck NOP  ist  das  gemeinsame  Poldreieck  der  Kegelschnitte  des  Büschels, 


•  cf.  Steiner-Schröter:  „Die  Kegelschnitte"  etc.  2.  Auflage.  Leipzig  1876. 
8.  801,  802. 
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wir  dfirfen  noch  einen  der  vier  gemeinsamen  Punkte  des  Bttsohels  willkür- 
lich w&hlen,  dann  erst  ist  das  Büschel  und  damit  die  Verwandtschaft  Fg 
YoUkommen  bestimmt  nnd  in  einfacher  Weise  linear  constrnirbar.  Es 
konnte  scheinen,  als  ob  znr  Herstellung  dieser  Verwandtschaft  eine  quadra- 
tische Construction  erforderlich  wäre,  indem  nämlich  die  beiden  Funda- 
mentalpunkte N  und  0  von  der  in  dem  beliebigen  Punkte  M  von  K  con- 
stroirten  Tangente  aus  K'  ausgeschnitten  werden;  die  Construction  von  N 
und  0  würde  in  der  That  eine  quadratische  Operation  erfordern ,  jedoch  sind 
N  und  0  gar  nicht  selbst  herzustellen  nöthig,  es  genügt  zur  linearen  Con- 
struction von  Fg,  wie  eine  leichte  üeberlegung  ergiebt,  vollständig,  wenn 
man  die  Involution  kennt ,  deren  Doppelpunkte  N  und  0  sind ;  diese  In- 
volution jedoch  ist  linear  construirbar.  Ist  F,  in  der  angegebenen  Weise 
hergestellt,  so  constrniren  wir  die  Gerade  &',  welche  dem  Kegelschnitt  K 
entspricht,  sowie  die  Curve  dritter  Ordnung  C\  in  welche  K  transformirt 
wird,  der  Bückkehrpunkt  iJ"  von  C  ist  unmittelbar  gegeben,*  die  Büok- 
kehrtangente  ist  die  Oerade,  welche  der  Geraden  PM  entspricht,  wo  M 
der  Berührungspunkt  der  Fundamentallinie  NO  war;  von  C  können  wir 
uns  eine  hinreichende  Anzahl  von  Punkten  mittelst  der  Transformation  F, 
verschaffen,  und  kOnnen  dann  auch  den  Wendepunkt  W  von  C  und  seine 
Tangente  linear  constrniren. 

S.Herstellung  der  linearen  Verwandtschaft  Fj.  Es  bleibt 
jetzt  nur  noch  übrig,  die  lineare  Verwandtschaft  F^  (Collineation) ,  welche  C 
in  die  ein  für  alle  Mal  gezeichnete  Constructionscurve  C  überführt,  herzu- 
stellen. Durch  jede  Collineation  wird  0'  wieder  in  eine  Curve  dritter  Ord- 
nung 0"  mit  Bückkehrpunkt  übergeführt,  und  zwar  entsprechen  dem  Bück- 
kehrpunkt und  Wendepunkt  von  C  der  Bückkehrpunkt  und  Wendepunkt 
von  C",  ebenso  entsprechen  der  Bückkehr-  und  Wendetangente  von  C' 
Bflckkehr-  und  Wendetangente  von  O'.  Damit  nun  C  in  die  feste  Con- 
structionscurve C  übergehe,  haben  wir  die  lineare  Verwandtschaft  F|  so  zu 
wählen,  dass  in  ihr  entspricht  der  Bückkehrpunkt  B'  von  C  dem  Bück- 
kehrpunkt B  von  C,  der  Wendepunkt  W*  von  C  dem  Wendepunkt  W  von 
C,  und  dass  femer  der  Schnittpunkt  von  Bückkehr-  und  Wendetangente  in 
beiden  Curven  einander  entsprechen,  so  dass  in  Bezug  auf  F|  die  beiden 
Dreiecke,  deren  Ecken  von  Bückkehrpunkt,  Wendepunkt  und  Schnittpunkt 
von  Bückkehr-  und  Wendetangente  gebildet  werden,  einander  entsprechen. 
Lässt  man  noch  einen  beliebigen  Punkt  Q'  von  C  einem  beliebigen  Punkte 
Q  von  0  entsprechen,  so  sind  vier  Paare  entsprechender  Punkte  von  F^ 
bekannt,  und  damit  F^  eindeutig  bestimmt  und  linear  construirbar.**  In 
der  That  leistet  die  gefundene  Collineation  F|  das  Gewünschte,  dass  sie 
nämlich  C  in  C  überführt,    denn  die  in  Bezug  auf  F^  der  Curve  C  ent- 

*  Bei  Verwendung  obiger  S t ei ner^scher  Verwandtschaft  ist  es  der  Punkt  P. 
**  of.  Beye:  „Geometrie  der  Lage*',  11.  Theü,  erster  Vortiag.  ^  , 
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sprechende  Gnrve  ist  von  der  dritten  Ordnung,  besitzt  einen  Rückkehrpunkt 
und  hat  mit  C  das  vom  Rttckkehrpunkt,  Wendepunkt  und  Schnittpunkt  von 
Bückkehrtangente  und  Wendetangente  gebildete  Dreieck  gemeinsam  ^  ausser- 
dem aber  noch  den  Punkt  Q,  Zwei  Curven  dritter  Ordnung  und  dritter 
Klasse,  welche  in  Bezug  auf  Bückkehrpunkt ,  Wendepunkt ^  Bückkehr- 
tangente und  Wendetangente  und  noch  einen  weiteren  Punkt  übereinstimmen, 
sind  identisch;*  also  ist  C  die  der  Curve  0*  in  Bezug  auf  F^  entsprechende 
Gurve.  Die  (Gerade  Q-'  wird  durch  F^  wieder  in  eine  (Gerade  Q-  übergeführt. 
Die  Verwandtschaft  F^  leistet  also  das  Gewünschte  und  ist  linear  construirbar. 
4.  Die  aus  F,  und  F|  zusammengesetzte  Verwandtschaft 
Y^V^=^V.  Denken  wir  nun  die  beiden  Verwandtschaften  F,  und  F^  nach 
einander  angewendet,  indem  wir  zu  einem  Punkte  8  zunftchst  in  Bezug  auf 
Fg  den  entsprechenden  8\  sodann  zu  8'  den  ihm  in  Bezug  auf  F^  ent- 
sprechenden 8^'  construiren,  die  Punktepaare  8^  8"  bilden  dann  Paare  ent- 
sprechender Punkte  in  Bezug  auf  eine  quadratische  Verwandtschaft,  welche 
wir  die  aus  F^  und  F|  zusammengesetzte  Verwandtschaft  nennen  und  durch 
Fg  .Fl  s=F  bezeichnen.  Die  quadratische  Verwandtschaft  F  ist  linear  con- 
struirbar,  da  F,  und  F^  es  sind,  in  ihr  entspricht  dem  Kegelschnitt  JT  die 
feste  Constructionscurye  Cy  dem  Kegelschnitt  K'  die  Gerade  &,  welche 
linear  construirbar  ist,  und  den  drei  letzten,  gesuchten  Schnittpunkten 
Z,  7,  Z  von  K  und  K'  die  drei  Punkte,  welche  Q  aus  C  ausschneidei 
Schneiden  wir  nun  Q  mit  der  Gonstructionscurre  0  in  den  drei  Punkten 
Z',  r',  Z'  —  dies  ist  die  einzige  erforderliche  cubische  Operation  —  und 
construiren  wir  diejenigen  drei  Punkte  Z,  Ff  Z,  welchen  in  Bezug  auf  F 
resp.  X',  Y\  Z'  entsprechen,  so  sind  die  so  construirten  Punkte  X,  F,  Z 
die  drei  gesuchten  letzten  Schnittpunkte  von  K  und  K\  sie  sind  also 
mit  alleiniger  Hilfe  des  Lineals  und  der  festen  Constructions- 
curye C  construirt  worden.  —  Da  nun  jede  cubische  Construction 
auf  die  Construction  der  drei  letzten  Schnittpunkte  zweier  gegebenen  Kegel- 
schnitte zurückkam,  so  lassen  sich  alle  cubischen  Aufgaben  mit 
alleiniger  Hilfe  des  Lineals  und  einer  festen  Constructionscurye 
dritter  Ordnung  ausführen. 

§  3.  Die  cubischen  Involutionen  zweiter  Stufe  auf  der  rationalen  Curve 

dritter  Ordnung. 
1.  Obwohl  wir  im  yorigen  Paragraphen  yoilstSndig  den  Nachweis  ge- 
führt haben,  dass  sich  die  cubischen  Constructionen  mit  den  von  uns  vor- 


*  Denn  macht  man  das  mehrfach  genannte  Dreieck  zum  Coordinatendreieok, 
80  dass  der  Bückkehrpunkt  die  Coordinaten  a;|  =  0,  a^  =  0,  Xz=^\^  der  Wende- 
punkt die  Coordinaten  a;|=l,  fl;t  =  0,  a;s  =  0,  der  Schnittpunkt  yon  Backkehr- 
tangente und  Wendotangente  die  Coordinaten  x^^O^  ^  =  1,  ^«  =  0  hat,  und  w&blt 
Q  als  Einheitspunkt,  so  haben  beide  Carven  die  Gleichung  a^x  —  a^iX^  —  O  (of. 
Clebsch-Lindemann,  Vorlesungen  über  Geometrie  1,8. 69 U,  sind^also  identisch. 
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geschlagenen  constraotiyen  HilÜBmittebi  ausführen  lassen,  so  wollen  wir  in 
den  folgenden  Betrachtungen  doch  noch  zeigen,  wie  die  Orundaufgabe, 
auf  welche  wir  zunttchst  die  cubischen  Aufgaben  zurückführten,  nSmlich  die 
Construction  der  Kernpunkte  einer  cubischen  Involution  zweiter  Stufe,  sich 
mit  der  Constructionscurve  0  und  dem  Lineal  allein  erledigen  lässt  Wir 
fügen  diesen  Nachweis  hinzu ,  weil  es  auch  bei  mathematischen  Be- 
trachtungen sicher  von  Vortheil  ist,  denselben  Gegenstand  von  verschiedenen 
Seiten  zu  betrachten,  sodann  aber,  weil  die  auf  diesem  Wege  erlangten 
Constructionen  einfacher  und  kürzer  sich  gestalten,  weil  ferner  sehr 
viele  cubische  Aufgaben  sich  direct  auf  die  Construction  jener  Kernpunkte 
zurückführen,  und  weil  schliesslich  die  dabei  zu  erlangenden  Resultate  an 
sich  nicht  ohne  Interesse  sind.  Zu  diesem  Zwecke  wird  es  erforderlich  sein,  die 
cubischen  Involutionen  zweiter  Stufe  auf  der  rationalen  Curve  dritter  Ord- 
nung nfther  zu  studiren.  Wir  verstehen  nach  Emil  Weyr*  unter 
einer  cubischen  Involution  zweiter  Stufe  eine  derartige  Be- 
ziehung zwischen  den  Elementen  eines  rationalen  Trägers^ 
dass  durch  zwei  Elemente  o^i,  x^  ein  drittes  x^  eindeutig  be- 
stimmt ist,  so  zwar,  dass  zwischen  drei  in  dieser  Art  zusammen- 
gehörigen Elementen  a?|,  o^g,  x^  vollstftndige  Vertauschungs- 
ffthigkeit  herrscht.  Wir  bezeichnen  eine  solche  Involution  durch  das 
Zeichen  J^^  und  nennen  drei  in  Bezug  auf  J\  in  der  gekennzeichneten  Art 
zusammengehörige  Elemente  „ein  Tripel  von  J\^^  so  dass  wir  eine  J^^ 
auch  definiren  können  als  eine  zweifache  Mannigfaltigkeit  von  Ele- 
mententripeln,  von  denen  jedes  durch  irgend  zwei  seiner 
Elemente  eindeutig  bestimmt  ist.  Analytisch  wird  die  J\  dar- 
gestellt durch  eine  trilinear- symmetrische  Gleichung  von  der  Form: 

»0+  «1  (^  +  f*  +  ^)  +  «2  (^f*  +  f*v  -f  vi)  +  a^l^v  —  0;* 
wie   man  ans  dieser  analytischen  Darstellung  sieht,  existiren  drei  Tripel, 
deren   drei   Elemente  in   einem   einzigen   sich  vereinigen,   sie   werden  er- 
halten aus  der  cubischen  Gleichung: 

welche  resultirt,  wenn  man  iL  *—  f»  *—  i/  setzt.  Diese  drei  Elemente,  in 
deren  jedem  ein  Tripel  von  J\  vereinigt  ist,  bezeichneten  wir  als  die 
Kernelemente  der  J^,  und  sahen,  dass  jede  cubische  Construction 
schliesslich  auf  die  Construction  der  drei  Kemelemente  einer  J^,  zurück- 
kam. Wir  wollen  zeigen,  wie  sich  diese  drei  Kemelemente  mittelst  unserer 
Constructionscurve  C  und  dem  Lineal  allein  auffinden  lassen.     Dazu  wird 


•  cf.  Weyr:  „üeber  Involutionen  n^«n  Grades  fc*«  Stufe";   Sitzungsberichte 
der  Wiener  Akademie  1879,  Bd.  79,  II. 

**cf.  Benno  Klein:  „Theorie  der  trilinear- symmetrischen  Elementar- 
gebilde", Marburger  Habilitationsschrift  1881.  —  Femer:  Le  Paige:  „Essais  sur 
la  göom^trie  supörieure  du  troisidme  ordre";  m^m.  de  la  soc.  des  sciences  IkLiäge, 
IL  Wr.,  Tom.  10.  ^,^.,,^3,  .^  GoOglc 
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es   erforderlich  sein,   die   anf  der  rationalen  Corve  C  selbst  befindlichen 
cT^s  etwas  näher  zn  studiren. 

2.  Die  auf  G  befindliche  fandamentale  J*j.  Wir  setzen  G 
zunächst  als  eine  allgemeine  rationale  Cnrve  dritter  Ordnung  yorans,  deren 
Doppelpunkt  D  zwei  getrennte  Tangenten  besitzt.  Jede  Gerade  Q  schneidet 
C  in  einem  Punkttripel,  welches  wir  als  ein  „gerades ^Tripel"  be- 
zeichnen wollen.  Die  Gesammtheit  der  geraden  Tripel  bildet  eine  J^,, 
denn  durch  zwei  seiner  Punkte  ist  ein  gerades  Tripel  eindeutig  bestimmt; 
diese  J^^  ist  für  die  Geometrie  auf  der  rationalen  Curve  dritter  Ordnung  von 
grundlegendster  Bedeutung^  wir  nennen  deshalb  diese  c^'s  die  fundamen- 
tale Tripelinvolution  von  C  und  geben  ihr  das  Zeichen  J.  Die  Eigen- 
schaften der  allgemeinen  J^^  auf  J  angewendet  ergeben  die  wesentlichsten 
Theile  der  Geometrie  auf  der  rationalen  ebenen  Curve  dritter  Ordnung.* 
Die  drei  Kernpunkte  von  J  sind  die  drei  Wendepunkte  von  C^  sie  liegen 
in  einer  Geraden,  weil  das  Kernpunkttripel  einer  J^^  der  J\  angehört,** 
Das  neutrale  Punktepaar,*^  welches  gebildet  wird  von  den  beiden  Punkten, 
welche  mit  jedem  anderen  Punkte  des  Trägers  ein  Tripel  eines  J\  bilden, 
wird  für  die  fundamentale  Involution  gebildet  J  von  den  beiden  im  Doppel- 
punkt vereinigten  Punkten;  es  sei  mit  D,  B  bezeichnet.  Unter  den  Punkte- 
paaren, welche  einen  Punkt  P  von  C  zu  einem  Tripel  von  J  ergänzen, 
und  welche  von  den  Strahlen  durch  P  aus  C  ausgeschnitten  werden^  giebt 
es  zweif ,  welche  in  je  einem  Punkt  vereinigt  sind,  nämlich  in  jedem 
der  beiden  Berührungspunkte  P',  P"  der  von  P  an  0  gehenden  Tangenten, 
die  Paare  F\  P"  bilden  eine  quadratische  Involution,  deren  Doppelpnnkt- 
paar  das  neutrale  Paar  2),  2)  ist.  —  Wird  der  Doppelpunkt  D  ein  Bflek- 
kehrpunkt,  so  ändert  sich  die  Natur  der  fundamentalen  Involution  J\  denn 
alsdann  fallen  zwei  der  Wendepunkte  mit  B  zusammen,  so  dass  J  zwei 
in  B  zusammenfallende  und  nur  einen  einfachen  Kernpunkt  besitzt,  welcher 
in  dem  einen  nur  noch  vorhandenen  Wendepunkt  sich  befindet.  Die 
Punktepaare,  welche  einen  beliebigen  Punkt  von  C  zu  einem  Tripel  von  J 
ergänzen,  bilden  eine  Involution,  fQr  welche  ein  Doppelpunkt  in  B  sich 
befindet,  während  der  andere  der  Berührungspunkt  P  der  einzigen  von  P 
an  G  gehenden  Tangente  ist.  Das  neutrale  Paar  besteht  jetzt  ebenfalls 
nur   aus   einem   einzigen,   doppelt  zählenden  Punkte,  dem  Bückkehrpunkt. 

3.  Die  Darstellung  der  allgemeinen  J^^  auf  G.  Ausser  der 
fundamentalen  Involution  J  sind   auf  G  noch    andere  j\   in   dreifacher 


•  cf.  Emil  Weyr:  „Ueber  die  Abbildung  der  ebenen  rationalen  Curve  dritter 
Ordnung  auf  einem  Kegelschnitt";  Sitzungsberichte  der  Wiener  Akademie  Bd.  79^11. 
•♦  cf.  Le  Paige,  1.  c.  p.  62. 
*♦♦   cf.     Emil    Weyr:     „Ueber    Involutionen    «ter  Ordnung,    it*«'  Stufe"; 
Sitzungsberichte  der  Wiener  Akademie  Bd.  79,  n. 

t  cf.  Benno  Klein,  1.  c.  §  15,  16.  DigitizedbyGoOglc 
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Mannigfaltigkeit  vorhanden;  irgend  drei  Punkte  von  C  kann  man  will- 
kürlich answ&hleD,  sie  bestimmen  eindeutig  eine  J\,  welche  diese  drei 
Punkte  zu  Kernpunkten  hat,  nnd  umgekehrt  gehört  jede  J\  einem  solchen 
Punkttripely  ihiem  Eempunkttripel,  zu;  die  fundamentale  J\  ist  dadurch 
oharakterisirt,  dass  ihr  Eempunkttripel  von  den  Wendepunkten  gebildet 
wird.  Wir  wollen  nunmehr  die  von  J  verschiedenen  J\  auf  C  unter- 
suchen, und  zunSchst  eine  gemeinsame  Erzeugung  derselben  betrachten. 
Der  grösseren  Einfiichheit  wegen  setzen  wir  voraus,  dass  der  Doppelpunkt  B 
ein  Bückkehrpunkt  sei.  Ist  N  ein  beliebiger  Punkt  von  (7,  und  M. 
ein  beliebiger  Punkt  der  Ebene,  ausserhalb  C,  dann  schneidet  jeder  Kegel- 
schnitt K  durch  die  drei  Punkte  2),  N^  M  die  Curve  0  —  ausser  in  D 
imd  N  —  noch  in  drei  weiteren  Punkten  P^,  P,,  P,;  alle  so  entstehen- 
den Punkttripel  bilden  eine  zweifache  Mannigfaltigkeit,  jedes  Tripel  ist 
durch  zwei  seiner  Punkte  eindeutig  bestimmt,  so  dass  (of.  §  3,  l)  die 
Gesammtheit  dieser  oo'  Tripel  eine  J^g  oonstituiren.  Zwei  Punkte  P^,  P, 
von  C  werden  durch  demjenigen  i.  A.  eindeutig  bestimmten  Punkt  P,  zu 
einem  Tripel  ergänzt,  in  welchem  der  Kegelschnitt  durch  D,  j^,  JKf,  P|,  P, 
die  Curve  C  noch  schneidet.  Sind  ^j,  JV,  die  beiden  Punkte,  in  welchen 
die  Gerade  NM  die  Curve  (7,  abgesehen  von  j^,  noch  schneidet,  so 
bildet  jeder  beliebige  Punkt  von  C  mit  N^^  N^  ein  Tripel  der  «T^sf  ^^ 
durch  die  fünf  Punkte  2),  j^,  JKf,  JV|,  N^  mehr  als  ein  Kegelschnitt  ge- 
legt werden  kann;  jede  Gerade  durch  D  bildet  nttmlich  mit  der  Geraden 
NM  einen  solchen,  so  dass  in  der  That  die  obige  Construction  des 
Ponktes,  welcher  zwei  Punkte  von  C  zu  einem  Tripel  der  J\  ergänzt, 
angewendet  auf  die  beiden  Punkte  N^^  N^  ihre  Eindeutigkeit  einbüsst 
und  jeden  beliebigen  Punkt  von  C  dem  Punktepaar  N^  N^  zuordnet. 
Mithin  sind  (cf.  §  8,  2)  N^^  N^  die  beiden  neutralen  Punkte  von  J\. 

Also  gilt:  Die  cc'  Kegelschnitte  durch  den  Bückkehrpunkt  D, 
einen  beliebigen  Punkt  N  der  Curve  und  einen  beliebigen 
Punkt  M  der  Ebene  schneiden  die  Constructionscurve  C  noch 
in  OD*  Punkttripeln,  welche  eine  J\  bilden,  für  welche  die 
beiden  Punkte  N^y  N^^  welche  die  Gerade  MN  noch  aus  C  aus- 
schneidet, das  neutrale  Paar  darstellen. 

Auf  diesem  einfachen  Wege  kann  man  somit  eine  unbegrenzte  Menge 
von  J\  auf  C  erhalten,  jedem  Punktepaar  N,  Jf,  wo  N  auf  C  gelegen 
ist,  entspricht  eine  J\^  im  Ganzen  erhält  man  daher  eine  dreifache 
MannigfeJtigkeit  solcher  J%.  Andererseits  läset  sich  jede  beliebige  J', 
auf  diesem  Wege  herstellen;  denn  ist  Ny^  N^  das  Paar  der  neutralen 
Elemente^  und  N  der  dritte  Schnittpunkt  der  Geraden  ^1,^2  ™^^  ^'  ^'^^ 
femer  P|,  P,,  P^  irgend  ein  Tripel  der  betrachteten  J'3,  so  schneidet 
der  eindeutig  bestimmte  Kegelschnitt  durch  2),  J^,  P^,  P^^,  P3  die  Gerade 
N^N^^  abgesehen  von  N,  noch  in  einem  zweiten  Punkte  Jlf.  ^I^ie^^*  Kegel-j|g 
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schnitte  dnrch  D^  Nj  M  schneiden  nach  dem  Vorigen  ans  0  die  Tripel 
einer  J'3  aus,  welche  mit  der  betrachteten  J\  das  nentrale  Paar  JV^,  N^^ 
sowie  das  Tripel  P^,  P,,  P3  gemein  hat,  also  mit  ihr  identisch  ist.*  Dem- 
nach kann  man  jede  J\  auf  C  in  der  angegebenen  Weise  erzeugen,  in- 
dem man  nämlich  die  Tripel  von  J\  axis  C  ausschneiden  lOsst  durch  die 
00^  Kegelschnitte,  welche  durch  D,  einen  Punkt  J^  von  0  und  einen 
PuDkt  M  der  Ebene  hindurchgehen.  Die  Punkte  N  und  M  sind  für  jede 
J\  eindeutig  bestimmbar,  so  dass  jeder  J'3  ein  solches  Dreieck  DNM 
zugehört,  während  andererseits  auch  jedem  derartigen  Dreieck  eine  J\  m- 
geordnet  ist.  Wir  bezeichnen  das  Dreieck  JDMN  als  das  charakter- 
istische Dreieck  der  J*^. 

4.  Construction  des  für  J\  charakteristischen  Dreiecks.  Ist 
von  einer  J%  das  neutrale  Paar  N^^  N^  gegeben,  und  ausserdem  ein 
Tripel,  so  ist,  wie  die  Betrachtungen  im  vorigen  Artikel  lehren,  das 
charakteristische  Dreieck  unmittelbar  construirt.  Aber  auch  in  dem  Falle, 
wo  j^^,  N^  nicht  bekannt  sind  und  J\  etwa  durch  drei  seiner  Tripel 
Pi,  P,,  Pg;  Ci,  C„  ^3;  J3i,  JSi,  Ä,  gegeben  ist,  lässt  sich  das  Dreieck 
DMN  linear  construiren.  Denn  in  diesem  Falle  kann  nuin  die  Involution, 
welche  das  neutrale  Paar  N^^  N^  zum  Doppelpunktpaar  besitzt,  Ibear 
aufHuden.**  Die  Strahlen  durch  N  femer  schneiden  aus  C  Punktepaare 
einer  quadratischen  Involution  aus,***  von  welcher  der  Bückkehrpunkt  D 
und  der  Berührungspunkt  JV'  der  von  N  ausgehenden  Tangente  die  Doppel- 
punkte sind.  Das  neutrale  Paar  N^,  N^  gehört  dieser  Involution  an; 
mithin  wird  2),  N'  durch  N^,  N^  harmonisch  getrennt  und  mithin  ist  in 
Bezug  auf  die  bekannte  quadratische  Involution ,  welche  N^^  N^  2U  Doppel- 
punkten hat,  N^  der  dem  Bückkehrpunkt  D  entsprechende  Punkt.  Da- 
durch wird  N'  linear  construirbar,  und  ebenso  sein  Tangentialpunkt  N. 
Die  Punktepaare  auf  0,  welche  mit  N  in  gerader  Linie  liegen,  werden 
durch  dei^'enigen  Punkt  0  von  C  zu  einem  Tripel  von  J*^  ergänzt,  in 
welchem  die  dem  Punkte  N  gegenüberliegende  Seite  DM  des  für  J'3 
oharakteristischen  Dreiecks  die  Curve  C  schneidet.  Da  man  nun,  wenn 
die  J\  durch  eine  hinreichende  Anzahl  von  Bestimmungsstücken  —  etwa 
durch  drei  Tripel  —  gegeben  ist,  zu  jedem  Punktepaar  linear  den  Punkt 
construiren  kannf,  welcher  das  Punktepaar  zu  einem  Tripel  von  J'3  er- 
gänzt, so  wird  der  Punkt  0  linear  construirbar;  dann  ergiebt  sich  der 
dritte  Eckpunkt  M  des  gesuchten  Dreiecks  als  Schnittpunkt  von  DO  mit 


*  cf.  B.  Klein,  1.  c.  p.  42;  Le  Paige,  1.  c.  p.  80. 
**  cf.  B.  Klein,  1.  c.  p.  60. 

**♦  cf.   E.   Weyr:    „Theorie   der    mehrdeutigen    geometrischen    Elementar- 
gebilde"; Leipzig  1869,  S.  100  flg. 
t  cf.  B.  Klein,  1.  c.  §  19. 
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dem  Eegelsolmitt,  welcher  D,  j^  mit  einem   Tripel  P^,  P,,  P3    von  J\ 
verbindet. 

5.  Die  geraden  Tripel  einer  auf  C  befindlichen  J\.  Ist 
DNM  das  za  einer  gegebenen  J\  gehörige  charakteristische  Dreieck,  so 
schneidet  jeder  diesem  Dreieck  DNM  umschriebene  Kegelschnitt  ein 
Tripel  von  J\  ans.  unter  diesen  Kegelschnitten  giebt  es  eine  einfache 
Mannigfaltigkeit  von  Kegelschnitten,  welche  in  Oeradenpaare  degenerirt 
sind,  die  von  diesen  aasgeschnittenen  Tripel  von  J\  sind  von  besonderer 
Wichtigkeit.  Die  in  Geradenpaare  zerfallenden  Kegelschnitte  werden  ge- 
bildet von  den  Geradenpaaren,  welche  bestehen  ans  einer  Seite  des  Dreiecks 
DMN  und  einer  Geraden  durch  die  Gegenecke  dieser  Seite.  Somit  er- 
halten wir,  den  drei  Seiten  entsprechend,  drei  Büschel  solcher  Geraden- 
paare. Betrachten  wir  erstens  die  zerfallenden  Kegelschnitte,  welche  ans 
der  Seite  MN  und  einer  Geraden  durch  den  Doppelpunkt  2)  bestehen, 
so  werden  die  von  diesen  aus  C  ausgeschnittenen  Punkttripel  gebildet  durch 
das  neutrale  Paar  N^^  N^  und  einen  beliebigen  Funkt  von  C,  wie  wir 
schon  (§  8,  d)  erkannten.  —  Die  Geradenpaare  zweitens,  welche  von 
der  Geraden  DM  und  einer  Geraden  durch  N  gebildet  werden,  schneiden 
aus  C  Tripel  aus,  welche  bestehen  aus  dem  Punkt  0,  in  welchem  DM 
die  Curve  C  nochmals  schneidet,  und  einem  mit  N  in  gerader  Linie  befind- 
lichen Punktepaar;  diese  Punktepaare,  welche  die  Strahlen  durch  N  aus  C 
noch  ausschneiden,  bilden  daher  die  zu  0  in  Bezug  auf  J\  gehörige 
quadratische  Involution  der  Punktepaare,  welche  0  zu  einem  Tripel  er- 
gänzen. —  Drittens  betrachten  wir  diejenigen  zerfallenden  Kegelschnitte, 
welche  gebildet  werden  von  der  Seite  DN  und  den  Geraden  durch  JKf,  - 
welche  aus  C  (abgesehen  von  D  und  N)  drei  Punkte  einer  durch  M 
gehenden  Geraden  ausschneiden;  diese  Tripel  sind  demnach  die  der  J\ 
angehOrigen  geraden  Tripel  oder  die  der  J^,  mit  der  fundamentalen 
Lävolution  /  gemeinsamen  Tripel;  andererseits  geht  offenbar  jedes  za 
J\  gehörige  gerade  Tripel  durch  Jf,  so  dass  sich  ergiebt:  Ist  auf  einer 
rationalen  Curve  dritter  Ordnung  eine  J\  gegeben,  so  befinden 
sich  die  in  J\  enthaltenen  geraden  Tripel  auf  den  Strahlen 
eines  Strahlenbüschels,  dessen  Scheitel  diejenige  Ecke  des 
charakteristischen  Dreiecks  ist,  welche  sich  nicht  auf  der  Curve 
befindet.    Daraus  ergiebt  sich  weiter  der  für  das  Folgende  wichtige  Satz: 

Sind  auf  einer  ebenen  rationalen  Curve  dritter  Ordnung 
zwei  cT*',:  J\  J"  gegeben,  so  wird  das  ihnen  gemeinsame  gerade 
Tripel  ausgeschnitten  von  der  Verbindungslinie  derjenigen 
beiden  Ecken  der  zu  J',  J"  gehörigen  charakteristischen  Drei- 
ecke, welche  sich  nicht  auf  der  Curve  befinden.     Oder: 

Zwei  auf  einer  ebenen  rationalen  Curve  dritter  Ordnung 
befindliche   J\:   J\  J"    und    die    fundamentale    ^f  J^^IJ^^^^X^qIc 
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haben  ein  gemeinsames  Tripel*,  welches  sich  befindet  auf  der 
Verbindungslinie  der  beiden  nicht  auf  C  befindlichen  Ecken 
der  zu  J\  J"  gehörigen  charakteristischen  Dreiecke. 

6.  Die  geradkernigen  J\.  Unser  Endziel  ist,  zu  zeigen,  daas 
sich  die  drei  Kernpunkte  einer  auf  C  befindlichen  J%  darch  das  Lineal 
allein  ans  C  ausschneiden  lassen,  das  wird  jedoch  nur  dann  der  Fall  sem 
kOnnen,  wenn  diese  drei  Kernpunkte  in  einer  Geraden  liegen;  bei  einer 
allgemeinen  j\  wird  das  nicht  stattfinden,  da  drei,  nicht  in  einer 
Geraden  befindliche,  beliebige  Punkte  von  C  als  Kernpunkte  einer  J\ 
gew&hlt  werden  können.  Die  J%  auf  Cy  deren  Kernpunkte  auf  einer 
Geraden  liegen,  bilden  also  eine  besondere  Klasse  von  J\t  welche  wir 
ftls  fA^^  geradkernigen  J'3^^  bezeichnen  woUen.  Wir  wollen  die  noth- 
wendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  aufsuchen  dafttr,  dass  eine  J\ 
geradkemig  sei.  Wenn  J^^  geradkemig  ist,  so  ist  das  Kemtripel  ein 
gerades  Tripel,  also  der  von  den  geraden  Tripeln  gebildeten  fundamentalen 
Involution  J  angehörig.  Nun  gilt  aber  der  wichtige  Satz:  „Sind 
P^,  P,,  P3;  Qiy  Qg,  ^3  zwei  beliebige  Punkttripel  eines  rationalen 
Trägers,  und  gehört  Q|,  Qg,  Q^  derjenigen  J\  an,  welche  Pj,  P,,  P, 
zu  Kernpunkten  hat,  so  gehört  umgekehrt  auch  P^,  P,,  P3  der- 
jenigen 7*^3  an,  welche  Q^  Q^^  Q^  zu  Kernpunkten  hat.**  Oder 
mit  anderen  Worten:  Gehört  ein  Punkttripel  einer  J*^  an,  so  ge- 
hören ihre  Kernpunkte  derjenigen  J\  an,  welche  jenes  Tripel 
zu  Kernpunkten  hat.  Da  nun  das  Kerntripel  jeder  geradkemigen /'j 
der  fundamentalen  Involution  J  angehört,  so  gehört  das  Kemtripel  von  J 
jeder  geradkernigen  J'g  an,  und  umgekehrt  ist  stets  in  diesem  Falle  J\ 
geradkemig.  Also  ergiebt  sich:  Damit  eine  J\  auf  0  gerad- 
kernig sei,  ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  das  Kern- 
tripel der  von  den  geraden  Tripeln  gebildeten  fundamentalen 
Involution  J  der  J'3  angehört.  Das  Kemtripel  von  J  wurde  aber, 
im  Falle  die  Tangenten  des  Doppelpunktes  D  von  C  getrennt  verliefen, 
von  den  drei  Wendepunkten  von  0  gebildet  (cf.  §  3,  2),  im  Falle 
die  Tangenten  von  D  sich  vereinigen,  D  also  ein  Bückkehrpunkt 
wird,  so  vereinigen  sich  zwei  Punkte  dieses  Kemtripels  in  2),  der  dritte 
lag  in  dem  einen  in  diesem  Falle  vorhandenen  Wendepunkt.  Somit  er- 
giebt sich:   Eine  auf  einer  rationalen  Curve  dritter  Ordnung  be- 


*  cf  Le  Paige,  1.  c.  p.  68. 

**  cf  Benno  Klein:  „Theorie  der  Elemententripel  eines  einstufigen  Qnind- 
gebildes";  Annali  di  matematica  Serie  11^  T.  18.  Analytisch  ergiebt  sich  der 
Satz  unmittelbar  aus  der  Thatsache,  dass  für  die  beiden  cubischen  Formen, 
welche  resp.  P^,  P,,  P^  und  Q^,  §,,  Q^  repräsentiren,  die  lineare  simultane 
Invariante  verschwindet,  dieselben  „conjugirt"  sind,  und  diese  Beziehnung  eine 
reciproke  ist.  ^.g.,^^,  .^  GoOgk 
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findliche  J\  ist  dann  und  nur  dann  geradkernig,  wenn  das 
Tripel  der  drei  Wendepunkte  der  J^^  angehört;  besitzt  die  Corve 
einen  Bflckkehrpnnkt|  so  ist  j\  dann  und  nur  dann  gerad- 
kernig, wenn  zwei  in  Bückkehrpunkt  vereinigte  Punkte  und  der 
Wendepunkt  ein  Tripel  von  J\  bilden.  Es  bilden  somit  die  gerad- 
kemigen  «7*^3  auf  C  ein  cT'^g- System,  welches  ein  gemeinsames  Tripel  be- 
sitzt, ein  J^3-Netz.  Eine  geradkemige  J\  ist  daher  durch  zwei  Tripel 
eindeutig  bestimmt. 

7.  Construction  der  Kernpunkte  einer  geradkernigen  J\ 
mittelst  des  Lineals  und  der  festen  Constructionscurye  (X  Sei 
eme  geradkernige  J\  auf  G  durch  zwei  ihrer  Tripel  P^,  P,,  P,  und 
Qu  Q^}  Q^  gegeben;  wir  wollen  die  Gerade  linear  construiren,  auf 
welcher  sich  die  drei  Kernpunkte  befinden;  diese  Gerade  schneidet  dann 
ans  der  festen  Constructionscurve  C  die  drei  gesuchten  Kernpunkte  aus. 
Da  das  Tripel  Pj,  P,,  P3  der  vorgelegten  J\  angehört,  so  wird  das 
Kernpnnkttripel  von  J\  nach  dem  (§  3,  6)  citirten  Satze  deijenigen  J\ 
angehören,  welche  P^,  P,,  P3  zu  Kernpunkten  hat;  dasselbe  wird  aber 
auch  aus  demselben  Grunde  deijenigen  cT'^g  angehören,  welche  Q^^  Q^y  Q^ 
zu  Kernpunkten  hat;  schliesslich  aber  gehört  es,  als  gerades  Tripel,  der 
fundamentalen  Involution  J  an;  demnach  ergiebt  sich:  Das  Kerntripel 
einer  geradkernigen  1^3,  welcher  die  Tripel  P^,  P3,  P3  und 
Q\}  Q%i  Q$  ftogehören,  ist  das  gemeinsame  Tripel  derjenigen 
beiden  J\,  welche  P|,  P,,  P3  resp.  Q|,  Q^^  Q^  zu  Kernpunkten 
haben,  und  der  fundamentalen  Involution  J  der  geraden  Tripel 
Durch  ihre  Kernpunkte  P|,  Pg,  P3  resp.  Q^,  Q3,  Q^  sind  diese  beiden  J\ 
eindeutig  bestimmt;  wir  haben  aber  (§  3,  6)  gezeigt,  dass  das  gemeinsame 
Tripel  zweier  J\  und  der  fundamentalen  Involution  /  sich  befindet  auf 
der  linear  construirbaren  Yerbindungslinie  der  beiden  nicht  auf  C  befind- 
lichen Ecken  der  zu  den  beiden  j\  gehörigen  charakteristischen  Dreiecke. 
Damit  ist  aber  gezeigt,  wie  man  die  Gerade  construirt,  welche  die  Kern* 
punkte  der  durch  die  beiden  Tripel  P|,  P3,  P3;  Q^  Q^y  Q^  bestimmten 
geradkemigen  J\  enthält  Mau  hat  nur  nach  §  3, 4  die  beiden 
charakteristischen  Dreiecke  zu  construiren  für  diejenigen  beiden  J^g,  welche 
Pj,  Pj,  P3  resp.  Qiy  ^89  ^8  zu  Kernpunkten  haben,  die  Verbindungslinie 
der  beiden  nicht  auf  C  befindlichen  Ecken  ist  die  gesuchte  Gerade. 

8.  Construction  der  Kernpunkte  einer  allgemeinen,  auf 
irgend  einem  rationalen  Träger  befindlichen  J^^  mittels  der 
Constructionscurve  C  und  alleiniger  Zuhilfenahme  des  Lineals. 
Ist  nun  auf  irgend  einer  rationalen  Curve  B  eine  J\  durch  eine  hin- 
reichende Anzahl  von  Bestimmungsstücken,  etwa  durch  drei  ihrer  Tripel 
^ij  ?i»  ^8?  ^n  ^i}  ^3J  3*1»  ^1  ^8  gegeben,  so  können  wir  die  Con- 
struction ihrer  Kernpunkte  stets  auf  die  im  Vorigen  gelöste  Aufgabe  ddOQlC 

Zeitschrift  f.  Mathematik  u.  Physik.  41.  Jahrg.  1896.  S.  Heft.  10 
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Construction  der  drei  Eempuokte  einer  auf  C  befindlichen  geradkemigen  J\ 
zurückführen.  Denken  wir  nämlich  die  rationale  Curve  E  auf  die  Con- 
structionscurve  C  projectiv  bezogen  dadurch,  dass  wir  sie  projectiy  be- 
ziehen auf  den  Strahlenbüschel  durch  den  Doppelpunkt  D  von  (7,  der 
seinerseits  projectiv  auf  C  bezogen  ist,  dann  wird  jedem  Punkt  von  R 
eindeutig  ein  Punkt  von  C  entsprechen,  und  umgekehrt;  den  Tripeln 
von  J\  werden  Tripel  auf  C  entsprechen,  die  ebenfalls  einer  J\  an- 
gehören. Wir  können  aber  die  projective  Beziehung  von  R  und  O  stets 
so  wählen y  dass  die  auf  C  befindliche,  der  ursprünglichen  J\  auf  R  ent- 
sprechende i7^3  geradkernig  ist^  dazu  ist  nur  nöthig  (cf.  §  3^  6),  dass 
das  Kerntripel  der  fundamentalen  J  auf  C  der  auf  C  befindlichen  J\  an- 
gehört, in  welche  wir  die  ursprüngliche  J\  transformirt  haben.  Besitzt 
also  der  Doppelpunkt  von  C  getrennte  Tangenten ,  so  hab^n  wir  die  pro- 
jective Beziehung  zwischen  den  Punkten  von  R  und  C  so  zu  wählen^  dass 
einem  Tripel  der  gegebenen  J\  das  Tripel  der  Wendepunkte  entspricht, 
was  wir  erreichen^  wenn  wir  diese  Projectivit&t  so  wählen,  dass  z.  B.  den 
drei  gegebenen  Punkten  ffi^^  Stg,  S^s  die  drei  Wendepunkte  von  C  zu- 
geordnet werden,  wodurch  diese  Projectivität  eindeutig  festgelegt  ist. 
Besitzt  hingegen  C  einen  Bückkehrpunkt,  so  muss  (cf.  §  3,  c)  dasjenige 
Tripel,  welches  aus  dem  Wendepunkt  und  zwei  im  Bückkehrpunkt  ver- 
einigten Punkten  besteht,  der  transformirten  J\  angehören.  In  diesem 
Falle  verschaffen  wir  uns  von  der  gegebenen  J\  ein  Tripel,  bei  welchem 
zwei  Punkte  vereinigt  liegen,  was  wir  sehr  ^einfach  dadurch  erreichen, 
dass  wir  zu  8l|  noch  ein  zweites  —  von  {Rg?  ^3  verschiedenes  —  Punkte- 
paar St'gy  9^3  construireuy  welches  9l|  zu  einem  Tripel  von  J\  ergänzt, 
was  auf  linearem  Wege  möglich  ist*;  die  sämmtlichen  Punktepaare  der 
durch  8I29  ^)  ^sr  ^8  bestimmten  quadratischen  Involution  ergänzen 
dann  St^  zu  einem  Tripel  der  gegebenen  J\,  und  mithin  auch  das  Punkte- 
paar, welches  aus  8I1  und  dem  ihm  in  dieser  Involution  entsprechenden 
Punkte  9l'x  besteht^  so  dass  also  das  Tripel  St^,  St^,  Sf^,  bei  welchem 
zwei  Punkte  in  SR]  vereinigt  liegen,  ein  Tripel  von  J\  bildet. 

Beziehen  wir  nun  die  Punkte  von  R  projectivisch  so  auf  die 
Punkte  der  Gonstructionscurve ,  dass  9ii  dem  Bückkehrpnnkt,  9t'|  dem 
Wendepunkt  entspricht,  so  wird  die  gegebene  J*^  in  eine  J*^  auf 
0  transformirt,  für  welche  der  Wendepunkt  und  zwei  im  Bückkehrpunkt 
vereinigte  Punkte  ein  Tripel  bilden,  welcher  somit  das  Kerntripel  der 
fundamentalen  J  angehört,  so  dass  diese  transformirte  J\  (cf.  §3,6) 
geradkernig  ist.  Bezeichnen  wir  mit  JET^,  £,,  K^  die  drei  Kernpunkte 
dieser  transformirten  J'3,  so  haben  wir  (§3,  7)  gezeigt,  dass  man  £, 
£^,  JK3  aus  C   mittelst    einer  linear   construirbaren  Geraden   ausschneiden 


•  cf.  Le  Paige,  1.  c.  ^.^.^.^^^  byGoOglc 
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kann,  so  dass  also  £|,  K^^  K^  mit  alleiniger  Hilfe  des  Lineals  constmirt 
werden  9  wenn  die  Cnrve  C  als  Constmctionscnrve  fest  gezeichnet  vor- 
liegt. Constmiren  wir  nun  in  Bezng  auf  die  Projectiyitftt,  mittelst  deren 
die  Pnnkte  von  C  auf  die  Funkte  von  B  bezogen  sind,  die  zn  K^^  K^^  K^ 
entsprechenden  Punkte  ttj,  fi^i  ^S)  ^^  ^^^  linearem  Wege  möglich  ist, 
so  bilden  ff^,  St^y  S^  die  gesuchten  drei  Kernpunkte  der  auf  B  gegebenen 
J^y  Mithin  lassen  sich  die  Kernpunkte  jeder  auf  einer  rationalen  Curve 
befindlichen  «T's  mit  den  angegebenen  Hilfsmitteln  construiren,  und  da  wir 
(§1)  sahen,  dass  jede  cubische  und  biquadratische  Construction  auf  die 
Construction  solcher  drei  Kernpunkte  sich  zurückfahren  lässt,  so  ergiebt 
sich  auch  hier,  was  wir  schon  §  2,  4  erkannten,  dass  sich  alle  Auf- 
gaben dritten  und  vierten  Grades  mit  alleiniger  Hilfe  des 
Lineals  ausführen  lassen,  wenn  eine  ein  für  alle  Mal  gezeich- 
nete rationale  Curve  dritter  Ordnung  vorliegt. 

§  4.    Metrische  Probleme  und  graphische  Auflösung 
numerischer  oubisoher  Gleichungen. 

1.  Behandlung  metrischer  Probleme  mittelst  der  Cissoide 
als  Gonstructionscurve.  Hat  man  eine  metrische  cubische  Con- 
structionsaufgabe  zu  behandeln,  so  ist  stets  eine  Strecke  als  Masseinheit 
gegeben,  in  Bezug  auf  welche  man  drei  unbekannte  Strecken  aufzufinden 
hat;  denkt  man  sich  die  Masseinheit  auf  einer  Geraden,  von  einem  be- 
stimmten Nullpunkt  nach  einer  bestimmten  Richtung  aufgetragen,  so  ent- 
spricht jedem  Punkt  der  Geraden  eine  bestimmte  (positive  oder  negative) 
im  Nullpunkt  beginnende  Strecke  nebst  ihrer  Masszahl  nnd  umgekehrt  jeder 
vom  Nullpunkt  ausgehenden  Strecke  eine  bestimmte  Masszahl  und  ein  be- 
stimmter Punkt.  Eine  metrische  cubische  Aufgabe  wird  dann  durch  eine 
numerische  cubische  Gleichung  gegeben: 

ax^+  ha^+  CX  +  d^O, 

und  es  sind  die  drei  Punkte  der  Geraden  zu  construiren,  welche  den  drei 
Wurzelwerthen  dieser  Gleichung  entsprechen.    Bekanntlich  lässt  sich  durch 

die  Substitution:  x  sA  — -^—  die  Gleichung  auf  die  sogenannte  reducirte 
Form: 

bringen.  Sind  die  drei  Punkte,  welche  den  Wurzeln  dieser  reducirten 
cubischen  Gleichung  entsprechen,  gefunden,  so  lassen  sich  mittelst  der  Be- 
ziehung x^X^  -Q—  die  der  ursprünglichen  linear  construiren.    Wir  wollen 

nun  zeigen,  wie  sich  die  drei  Wurzelpunkte  der  reducirten  Gleichung  mit 
alleiniger  Hilfe  des  Lineals  und  unserer  festen  Gonstructionscurve  dritter 
Ordnung  auffinden  lassen.  ^  ^ 

q^lfted  by  VjOOQ  IC 
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Wir  wählen  als  Constmctionsourve  eine  zunächst  beliebige  Curve  dritter 
Ordnung  mit  Bückkehrpunkt,  dann  ist  die  Gleichung  dieser  Curve,  wenn 
wir  den  Einheitspunkt  beliebig  auf  der  Curve  annehmen  und  als  Coordinaten- 
dreieck  das  von  der  Bflckkehrtangente ,  Wendetangente  und  der  Verbindungs- 
linie von  Rückkehrpunkt  und  Wendepunkt  gebildete  Dreieck  wählen: 

1)  a?*iiC8-aJ»j«=0.* 

Setzen  wir  x^,  x^^  x^  resp.  proportional  der  0.,  1,  3.  Potenz  einer 
und  derselben  Grösse  A,  also:  Xii  a^:  x^='l:k:l\  so  wird  die  Gleichung  2) 
identisch  für  jedes  X  erfüllt,  so  dass  wir  in: 

2)  (»iCi  =  l,     ^»a=A,     QX^  =  k^, 

wo  Q  einen  Proportionalitätsfactor  bedeutet,  die  Parameterdarstellung  der 
Constructionscurve  haben.  Wir  wollen  nun  die  Constructionscurve  speciali- 
*y  indem  wir  einen  ihrer  drei  unendlich  fernen  Punkte  mit  dem  Wende- 


Biren* 


Fig.  1. 


punkt,  die  beiden  anderen  mit  den  beiden  unendlich  fernen  Kreispunkten 
zusammenfallen  lassen,  dadurch  bekommt  einmal  die  Curve  die  Bückkehr- 
tangente zur  Symmetrieachse,  ferner  steht  die  Bückkehrtangente  senkrecht 
auf  der  Wendetangente  und  der  zu  dieser  parallelen  Verbindungslinie  von 
Bückkehrpunkt  und  Wendepunkt,  und  es  wird  dadurch  die  absolute  In- 
volution linear  oonstruirbar,  so  dass  man  die  metrischen  Aufgaben,  welche 
sich  auf  rechte  Winkel  beziehen,  linear  construiren  kann  in  analoger  Weise, 
wie  beim  St  ein  er 'sehen  Constructionskreis.  Wählen  wir  noch  als  Punkt 
der  Curve  einen  der  beiden  Punkte,  welche  von  den  Seiten  des  Coordinaten- 
dreiecks  gleichweit  entfernt  sind,  etwa  den  Punkt  J5J (Fig.  1),  und  nehmen 


*  cf.  Clebsch-Lindemann:  „Yorleeungen  über  Geometrie",  Bd.  I,  S.  691. 
**  Die  Specialisirung  der  Constractionscurve  geschieht  nur,  um  die  prak- 
tische Ausfahrung  der  Constructionen  sm  erleichtem,  principiell  thut  jede  Curve 
dritter  Ordnung  mit  Bückkehrpunkt  denselben  Dienst.  ^^  , 
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diesen  als  Einheitspunkt,  dann  verhalten  sich  bekanntlich  die  drei  Coordi- 
naten  eines  Punktes:  x,z  x^ix^^xxy  i  e^ 

wo  09,  y,  0  die  resp.  Abstände  des  Punktes  von  den  drei  Seiten  a;|  =  0, 
oe^ssO,  0^=0  des  Coordinatendreiecks  bedeuten.  Die  Gleichung  unserer 
Curve  iSsst  sich  somit  schreiben: 

und  da  y  +  0  constant  gleich  dem  Abstand  08  der  Wendetangente  von  der 
ihr  parallelen  Verbindungslinie  vom  Wendepunkt  und  Rückkehrpunkt  ist, 
so  wirdy  falls  wir  08  gleich  der  Längeneinheit  machen,  y-{-ir=l,  also 
I?  =  1  —  y,  und  es  ist  die  Gleichung  der  Curve  bezogen  auf  das  recht- 
winklige Coordinatensjstem,  welches  den  Bückkehrpunkt  0  zum  Coordinaten- 
anfang,  die  Rückkehrtangente  zur  y- Achse,  die  Parallele  durch  0  zur 
Wendetangente  zur  rc- Achse  hat: 

«*(i-»)-y»  =  o, 

das  ist  die  Gleichung  einer  Gissoide.* 

Wir  wählen  mithin  als  Constructionscurve  eine  Cissoide,  bei  welcher 
der  Abstand  08  des  Rückkehrpunkts  von  der  Wendetangente  gleich  der 
Längeneinheit  ist  (Fig.  1).  Diese  Wahl  hat  den  Vortheil,  dass  sich  diese 
Curve  besonders  einfach  herstellen  lässt,  sowohl  punktweise,  als  auch 
mittelst  eines  Mechanismus  in  einem  Zuge*,  als  auch,  weil  wir  sofort  er- 
kennen werden,  dass  der  Parameter  der  Curvenpunkte  eine  sehr  einfache 
Interpretation  gestattet.  Es  war  nämlich,  wenn  wir  wieder  zur  homogenen 
Gleichung  1)   ^^x^--  ofi^^O  zurückkehren,   die  Parameterdarsteliung  2): 

QX^^\,    ^Äb=A,    ^«8=^*; 
mithin  ist  ^       .. 

X  =  -*  =  ^. 

x^       X 

Ziehen  wir  nun  durch  den  Punkt  co  der  positiven  o;- Achse,  für  welchen 
Ofiisl  ist,  eine  Parallele  Z  zur  Rückkehrtangente  und  projiciren  den 
Cissoidenpunkt  P  mit  den  Coordinaten  x^^  oe,,  x^  aus  dem  Rttckkehrpunkt  0 
auf  {  nach  «,  so  ist:  —       y       ^       , 

CD7E=  —  ==  —  =  A. 
X,         Xi 

Mithin  ist  der  Parameter  A  eines  Punktes  P  der  Cissoide 
gleich  dem  Abstand  seines  Projectionspunktes  n  von  co.  Die 
Punkte  P  der  Cissoide  werden  somit  eindeutig  in  ihre  Projectionspunkte 
n  auf  l  abgebildet;  dem  Punkte  n  auf  l  mit  dem  Abstände  l  von  co  ent- 
spricht der  Punkt  P  auf  der  Cissoide  mit  dem  Parameter  X, 

Es  sei  nun  eine  reducirte  cubische  Gleichung  gegeben: 
3)  ai  +  a,A  + 03^3=0, 

wir  interpretiren  l  als  den  Abstand  der  Punkte  der  Geraden  l  vom  Null- 
punkte (0  aus;  es  sollen  die  drei  Wurzelpiinkte  der  Gleichung  3)  construirt 


*  cf.  Salmon-Fiedler:  „Höhere  ebene  Curven^S  II.  Aufl.  Art.  216. 
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werden.  Die  drei  Punkte  auf  der  Cissoide,  in  welche  die  drei  gesuchten 
Punkte  aus  0  projicirt  werden,  haben  als  Parameter  die  drei  Wurzeln 
von  3);  betrachten  wir  nun  die  Gerade 

so  schneidet  diese  die  Cissoide  in  drei  Punkten,  deren  Parameter  der 
Gleichung  genügen  müssen,  die  wir  erhalten,  wenn  wir 

setzen,  das  heisst  der  Gleichung: 

mithin  haben  die  drei  Schnittpunkte  der  Geraden 

öia?i  +  aa««  + 08^3  =  0 
die  Wurzeln  der  reducirten  cubischen  Gleichung: 

zu  Parametern,  und  umgekehrt  werden  die  drei  Punkte,  deren  Parameter 
die  cubische  Gleichung  ai  +  a^k  +  a^k^  ==  0  befriedigen,  durch  die  Gerade: 

aus  der  Curve  ausgeschnitten.  Den  Punkttripeln  von  {,  welche  durch  eine 
reducirte  cubische  Gleichung  3)  definirt  werden ,  entsprechen  also  auf  der 
Cissoide  die  geraden  Tripel  und  umgekehrt,     um  mithin  das  durch 

definirte   Punkttripel  von  l  zu  construiren,  construiren  wir  die 

was  linear  mSglich  ist,  wenn  die  Coefficienten  a|,  a^,  o^  nume- 
risch gegeben  sind,  bestimmen  die  Schnittpunkte  dieser  Ge- 
raden mit  der  Constructionscurve  und  projiciren  dieselben  auf 
die  Gerade  l\  das  so  erhaltene  Punktetripel  ist  das  gesuchte, 
welches  durch  die  obige  cubische  Gleichung  dargestellt  wird. 
Somit  ergiebt  sich,  dass  man  alle  metrischen  cubischen  Probleme  in 
höchst  einfacher  Weise  mit  Hilfe  unserer  Constructionscurve  und  alleiniger 
Anwendung  des  Lineals  lösen  kann,  womit  auch  gleichzeitig  eine  graphische 
Auflösung  der  cubischen  Gleichungen  mit  den  angegebenen  Hilfsmitteln 
gegeben  ist  —  Wir  wollen  zum  Schluss  diese  Methode  noch  auf  die  beiden 
schon  im  Alterthum  berühmten  cubischen  Probleme  der  Verviel^hung  des 
Würfels  und  die  Trisection  des  Winkels  anwenden. 

2.  Die  Vervielfachung  des  Würfels  (Fig.  2).  Es  soll  die  Länge  l 
der  Seite  eines  Würfels  gefunden  werden,  welcher  das  a- fache  eines  ge- 
gebenen Würfels  ist;  nehmen  wir  die  Seite  des  gegebenen  Würfels  als  Längen- 
einheit, so  ist  X  durch  die  cubische  Gleichung  A'  s=  a  oder  d  —  il^  ==  0 
bestimmt,  die  sich  bereits  in  der  reducirten  Form  befindet;  in  unserem  Falle 
ist  a|  s=  a,  «2  «  0,  Oj  =  —  1 ,  und  mithin  atc^  —  o;,  &=  0  die  Gerade,  welche 
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aas  der  Gissoide   die  Pnnkte    aasschneidet,    deren  Projectionen   auf  l   die 
gesachten  Punkte  sind.    Setzen  wir  an  Stelle  von  Xi,  x^^  a;^  die  ihnen  pro- 
portionalen Abstftnde  x^  y^  $  des  betreffenden  Punktes  von  den  Seiten  des 
'  Coordinatendreiecks y  so  ist:  ax  -^  $  «=0^  und  da  y  +  i9  =  1  ist,  so  wird: 

aa?  +  y  —  1  =8  0 

die  Gleichung  der  betreffenden  Geraden  in  rechtwinkligen  Coordinaten. 
Diese  Gerade  enthält  den  Punkt  o;  =  0,  y  =  1 ,  das  ist  der  Punkt  S  (Fig.  2), 
sowie  den  Punkt:  x=l^  ys=al— a;  dieser  Punkt  t  wird  erhalten,  wenn 
man  auf  {  von  a  aus  nach  o  hin  ö?  =  a  abträgt.  Die  Verbindungsgerade 
St  ist  die  gesuchte;  sie  trifft  die  Cissoide  in  einem  Punkte,  welcher  auf 
l  von  0  projicirt,  den  Punkt  q  liefert,  dessen  Abstand  QÖ)  von  od  die  ge- 
suchte Strecke  ist,  ^  =  ya.    Man  hat  also  nur  a  von  0  aus  nach  m  hin 


Fig.  s. 


abzutragen,  so  dass  or  =  a,  dann  St  mit  der  Cissoide  zu  schneiden  und  den 
Schnittpunkt  aus  0  auf  l  nach  q  zu  projiciren;  die  Strecke  wip  =  ]^  ist 
die  gesuchte;  der  Würfel,  welcher  diese  Strecke  zur  Seite  hat,  ist  das 
a- fache  des  gegebenen  Würfels,  dessen  Seite  gleich  der  Längeneinheit 
OS  ht 

3.  Die  Trisection  des  Winkels.  Es  soll  ein  gegebener  Winkel  a 
in  drei  gleiche  Theile  getheilt  werden;  wir  dürfen  unbeschadet  der  All- 
gemeinheit 0  <  «  <  90^  annehmen,  dann  wird 

o<  J<3(y>, 

und  es  ist  -5-  bekannt,    wenn  sein  Sinus  bekannt  ist;    dieser  Sinus  steht 
o 

aber  zum  Sinus  des  ganzen  Winkels  in  der  Beziehung: 
8%na  ■ 


Digitized  by 


Google 


152    Die  geometrischen  Constrnotionen  etc.    Von  Dr.  Franz  London. 

Setzen   wir   sina^a,  mn-^^A,  so  erhalten  wir  fflr  X  die  cubische 

o 

Gleiohnng:  «  -  31  ;|-  4l»  =  0. 

DJ 

Diese  Gleichung  hat  nicht  nur  A  =  5fn-^  zur  Wurzel ,  sondern  noch 

o 

.       ,    a  +  2n      .,,       .     a  +  in 

Ass^tll o *      A  =  ÄW ö \ 

die  Wurzel  5m^  =  A   ist   aber  —  and   daran  ist  sie  zu   erkennen  —  die 

kleinste  positive  Warzel  obiger  Gleichung.  Wir  wollen  die  drei  Strecken 
auf  der  Geraden  l  construiren,  welche  von  o  um  diese  Wurzelwerthe  entfernt 
sind;  damit  ist  dann 

.   «        .     a  +  2«             CL  +  4fe 
«♦Wo-»  svn ö >  sin — -^ 

gefunden  und  damit  auch  die  Winkel  selbst  Die  drei  Punkte  der  Con- 
structionscissoide,  welche  die  drei  Wurzeln  zu  Parametern  haben,  werden 
(nach  §  4;  1)  ausgeschnitten  von  der  Greraden: 

a»!  —  3a?2  +  4a?j  =  0, 
oder,  wenn  wir  statt  x^^x^^  x^  die  diesen  Grössen  proportionalen  senkrechten 
Abst&nde  x,  y,  0  des  betreffenden  Punktes  von  den  Seiten  des  Coordinaten- 
dreiecks  setzen:  aa?  --  3y  +  4i»  =  0, 

und  dtk  y  +  0  ^=s  l  Istj  so  wird  in  rechtwinkligen  Coordinaten: 

aiC-7y  +  4  =  0 

die  Gleichung  der  gesuchten  Geraden.     Diese  Gerade  l&sst  sich  leicht  con- 

4 
struiren  (indem  man  z.  B.  die  beiden  ihr  angehSrigen  Punkte  x  =  0,  V  ^ij 

11 
und  ^  =  —  ^9  y^^-n  construii*t).  Bringt  man  diese  Gerade  mit  der  Cissoide 

zum  Schnitt,  construirt  die  drei  Paukte,  in  welche  diese  drei  Schnittpunkte 
aus  dem  Bttckkehrpunkt  auf  die  Gerade  {  projicirt  werden ,  so  sind  die 
Abstände  dieser  drei  Punkte  von  n  resp. 


«       .    « 


+  2%       ,    a  +  An 


9tn-^i  am — ^ — >  stn — ^ — 

und  zwar  ist  sin-^  die  absolut  kleinste  dieser  drei  Strecken.  Liegt  die 
Strecke  a  =  sina  gezeichnet  vor,  so  macht  die  Construction  der  obigen 
Geraden  und  damit  von  sin^  keine  Schwierigkeit. 
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TTeber  Steiner'sohe  Kugelketten. 

Von 

Dr.  K.  Th.  Vahlen 

in  Berlin. 


Im  Folgenden  soll  ein  Oegenstand  seine  Erledignng  finden,  auf  den 
Steiner  dnrch  wiederholt  vorgelegte  Aufgaben  tind  zu  beweisende  Lehr- 
sfttze  die  Anfmerksamkeit  der  Geometer  zu  lenken  suchte.^  Diese  mehr- 
fachen Aufforderungen  hatten  meines  Wissens  nur  den  Erfolg,  dass 
Glausen  die  einfachsten  dieser  Steiner'schen  Sätze  und  auch  diese  nur 
yermittelst  einer  weitl&ufigen  analytischen  Methode  herleitete,  die  dem 
ein&chen  Gegenstande  wenig  angemessen  erscheint.** 

1.  Vier  Punkte  einer  Geraden  seien  mit  0,  1,  2,  3  der  Reihe  nach 
so  bezeichnet,  dass  (Ol)  ^  (23)  ist.  Wir  beschreiben  über  den  Durch- 
messern (03)  —  2J329  (12)  —  2i2i  in  derselben  Ebene  zwei  Ejreise  mit 
den  Mittelpunkten  Jlf^,  üf^,  dem  Centralabstand  M^M^^A.  In  den  Bing 
zwischen  diesen  beiden  Ereisen  {M^  und  {M^  legen  wu:  eine  Beihe  von 
Kreisen  mit  den  ^ttelpunkten  m,  fn\  m"...,  und  den  Radien  r,  r',  r"..., 
von  denen  jeder  Kreis  den  vorhergehenden  und  die  beiden  gegebenen 
Kreise  {M^)  und  (M^)  berührt 

Wir  suchen  die  Bedingung  dafür,  dass  diese  Kreiskette  sich  schliesse, 
das  heisst,  dass  nach  u  Umläufen  der  n^  Kreis  den  ersten  berühre.  Dass 
dabei  2u<n  sein  muss^  sei  gleich  hier  angemerkt. 

Wir  bilden,  wovon  die  Möglichkeit  leicht  einzusehen  ist,  unsere  Figur 
durch  reciproke  Radien  so  ab,  dass  die  beiden  gegebenen  Kreise  (J^i),  (M^) 


*  Th^or^es  ä  d^montrer  et  problömes  k  r^sondre.  Gergonne,  Annales 
de  Mathematiqnes,'  tome  XVin.  Steiner,  Werke  Bd.  I,  S.  226—227.  —  Geo- 
metrische Lehrsätze.  Crelle's  Journal  Bd.  II,  S.  192.  Werke  Bd.  I,  S.  136.  — 
Vorgelegte  Lehrsätze.  Crelle's  Journal  Bd.  11,  S.  160.  Werke  Bd.  I,  S.  160:  — 
Aufgaben  und  Lehrsätze,  erstere  aufzulösen,  letztere  zu  beweisen.  Grelle*s  Jour- 
nal Bd.  n,  S.  96  Werke  Bd.  I,  S.  127.  —  Einige  geometrische  Betrachtungen. 
Crelle*B  Journal  Bd.  I,  S.  266.  Werke  Bd.  I,  S.48.  —  Systematische  Entwicklung 
der  Abhängigkeit  geometrischer  Gestalten  von  einander.  Aufgaben  und  Lehr- 
s&tEe  80-84.    Werke  Bd.  I,  S.  466—458. 

♦♦  Clausen,  Crelle's  Journal  Bd.  VI,  S.  88  u.  VH,  S.  81. 
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in  zwei  concentrische  übergehen.     Für  diesen  Fall  ist   die  Schliessangs- 
bedingting  offenbar: 

^   n      iJ.lJ,*^'"'''""*       (03)-(23) 

Da  bei  unserer  Abbildung  das  Doppelverbältniss  der  vier  Punkte 
0;  1,  2,  3  unverändert  bleibt,  so  ist  die  Bedingung  allgemein: 

u«_G)l).(21). 
^    n      (03) '(23) 

Sind  m^,  ^  f^ii  fi2  ^®  Mittelpunkte  von  Kreisen  über  den  Durch- 
messem  (23)  -  2ri,  (Ol)  =  2r^,  (13)  -  2(>i,  (02)  -  2^,,  so  lässt  sich 
die  Bedingung  in  folgende  sechs  Formen  setzen: 


^    «      B,B, 

"''i-i^' 

««*  — 
n 

un^B,B,^ 

cosiir  — 
n 

1'2 


Berücksichtigt  man  die  Identitttten: 

92  -  ^1  -  »"ä  -  ^1  -  -2tf j  JJfi  -  ^ , 
Äg  +  i^i  —  ^2  +  ^1  —  tWj  wij  «  a, 

so  lässt  sich  die  Bedingung   durch   die  zwei  Badien  jedes  der  drei  Ereis- 
paare  und  den  betreffenden  Centralabstand  ausdrücken;  z.  B.  wird: 

in  welcher  Form  die  Relation  bei  Steiner  steht;  oder  es  wird: 
2un      2B. IL  -  2r.r.      q\  +  q\  -  a« 

2u7t 
woraus  hervorgeht,  dass  dem  einen  Schnittwinkel  der  beiden  Kreise  (f^^) 

und  (fig)  gleich  sein  muss.     Also: 

Eine  beliebige  zwischen (Jf^^)  und (üfg)  gelegte  Kreiskette (m),  (m'),(m"),... 
schliesst  sich  oder  nicht ,  je  nachdem  der  Schnittwinkel  der  Kreise  (^(ij) 
und  (fig)  ein  rationaler  ist  oder  nicht. 

Die  beiden  Kreise   (m^),   (m^)  geben   zu   einer  zweiten   Schaar  von 

U  2Un 

Kreisketten  Anlass.     Ist  ~  deren   Schliessungsverhältniss,   so   moss  — =^ 

dem  anderen  Schnittwinkel  der  Kreise  (fi^),  (fig)  gleich  sein.     So  ergiebt 
sich  zwischen  den  beiden  SchUessungsverhältniflsen  die  Belation: 
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u   ,   U      1 

auf  die  wir  später  zorückkommen  werden. 

Alle  diese,  wie  anch  die  folgenden  Betrachtangen  lassen  sich  einerseits 
dadurch  ergänzen,  dass  man  die  nicht  reellen  Kreisreihen  in  Betracht 
zieht,  zn  denen  die  Kreise  (jiij)y  (fi,)  Anlass  geben,  andererseits  dadurch, 
aber  nur  unwesentlich,  verallgemeinem,  dass  man  statt  der  BerCLhrangen 
dorchgehends  das  Schneiden  unter  gegebenen  Winkeln  setzt. 

2.  Bilden  wir  unsere  Figor  durch  reciproke  Radien  ab,  dann  geht 
die  Gerade  0123  in  einen  Kreis  über  und  es  ergiebt  sich  der  Satz: 

Bestimmen  zwei  Kreise  {M^)  und  (M^)  eine  geschlossene  Kreis- 
kette, so  sind  auch  die  durch  zwei  Berührungskreise  von  (üf^) 
und  (M^)  bestimmten  Kreisketten  geschlossen,  wenn  die  vier 
Berührungspunkte  0,  1,  2,  3  auf  einem  Orthogonalkreise  von 
{M^)  und  {M^)  liegen,  und  zwar  enthalten  beide  Schaaren 
geschlossene  oder  nicht  geschlossene  Kreisketten,  je  nachdem 
sich  die  durch  (0,2)  und  (1|3)  gelegten  Berührungskreise 
von  (M^)  und  (M^)  in  einem  rationalen  Winkel  schneiden  oder 
nicht. 

3.  Wir  construiren  eine  der  Figur  von  (1.)  genau  entsprechende  und 
entsprechend  bezeichnete  sphärische  Figur  und  suchen  die  Schliessungs- 
bedingung. 

Projiciren  wir  diese  Figur  stereographisch  von  einem  Punkte  des  Haupt- 
kreises 0123  in  eine  Ebene,  so  ist  das  Doppelverhältniss  der  vier  Punkte 
0,  1,  2,  3  der  Projection  dem  Doppelverhältniss  der  vier  Projectlons- 
strahlen  gleich.     Demnach  wird  die  Bedingung: 

gUÄ       sin r^. sin  r^       cos Ä -- cos (R^  ^  Ri)  « 
n      sin  B^, sin B^  2 sin 22, sin jB^ 

Alle  übrigen  Sätze  sind  wörtlich  zn  übertragen. 

4.  Wir  kehren  zu  der  ebenen  Figur  zurück. 

Der  Mittelpunkt  m  eines  Kreises  der  Kette  liegt  auf  einer  Ellipse 
mit  den  Brennpunkten  M^  und  M^  und  der  Hauptachse  mM2+fnM^^B^  +  R^. 

Die  beiden  Berübrangspunkte  von  (m)  mit  M^  und  M^  liegen  mit 
dem  inneren  Aehnlichkeitspankt  S  von  {M^)  und  (M^)  in  einer  Geraden. 
Der  „  potenzhaltende  ^^  Ejreis  um  S  schneidet  jeden  Kreis  der  Kette  ortho- 
gonal, das  heisst,  er  berührt  alle  Seiten  des  Polygons  mm'm" ... 

Lassen  wir  jeden  der  Kreise  (ilfi),  {M2),  (m),  (W)...  um  einen 
Durchmesser  rotiren,  so  erhalten  wir  eine  Kugelkette  (m),  (m')...  Die- 
selbe   wird    von   jeder    durch    den   Kreis   {8)   gelegten   Kugel    in    einer 

•  t.  Steiner  a.  a.  0.  r^  1 
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sph&riBchen  Ereiskette  geschnitten.  Diese  h&ngt  mit  der  ebenen  Ereis- 
kette  auch  durch  stereographisohe  Projection  zusammen:  man  hat  nnr  die 
Ebene  des  Ereises  (s)  als  Projectionsebene  zu  wfihlen. 

Ebene  und  sphärische  Ereisketten  sind  also  nur  ebene  nnd  sph&rische 
Schnitte  von  Engelketten. 

5.  Auf  der  Ebene  der  ursprünglichen  Figur  stehe  eine  zweite  ISngs 
der  Geraden  0123  senkrecht.  In  dieser  mögen  die  Mittelpunkte  M^  üf'... 
von  Engeln  liegen,  welche  die  Engeln  (m^)  und  (m^)  gleichartig  berühren. 
Die  Mittelpunkte  M  liegen  auf  einer  Hyperbel  mit  den  Brennpunkten  mj 
und  m,  und  der  Hauptachse  Mm^  —  Mm^  —  r,  —  r^. 

Diese  Hyperbel  (fnifn^)  und  jene  Ellipse  {M^ld^)  sind  conjugirte 
Eegelscbnitte,  das  heisst,  irgend  zwei  Paukte  des  einen  haben  in  Bezog 
auf  den  anderen  die  Focaleigenschaffc.  In  der  That  ist  der  Abstand  eines 
Punktes  (o;,  y)  der  Ellipse: 

»*  y*  1 

von  einem  Punkte  (Z,  Y)  der  Hyperbel: 

■X*         r^        1 

gleich 


K(Z-aj)»+r^+y«- 


—  X -X 

a        A 


woraus  die  Behauptung  folgt: 
Es  ist  abo  z.  B.: 

mM^^  mM'^  m^M^+  m^My 
das  heisst  ,^      ^  , 

mJf  —  B  +  r, 

oder  jede  der  Engeln  (ßf)  berührt  jede  der  Engeln  (m):  die  bekannte 
Eigenschaft  der  Dupin'schen  Cyklide,  von  zwei  Kugelschaaren  umhüllt  za 
werden. 

6.  Construiren  wir  eine  Kugelkette  (Jlf),  (ilf),  (Jü")...,  so  ist 
das  Polygon  dem  um  den  äusseren  Aehnlichkeitspunkt  $  der  beiden 
Ereise  (mj  und  (tn^)  (der  zweiten  Ebene)  zu  schlagenden  potenzhaltenden 
Ereis  (s)  derselben  umbeschrieben. 

Der  Ereis  (8)  und  der  Ereis  (s)  sind  einander  conjugirt,  das  heisst, 
das  Doppelverhfiltniss  der  vier  Abstände  irgend  zweier  Punkte  des  einen 
von  irgend  zweien  Punkten  des  anderen  ist  der  Einheit  gleich. 

Sind  nftmlich  p  und  q  der  grösste  und  der  kleinste  Abstand  des 
Punktes  s  vom  Ereise  (8)^  P  und  Q  der  grösste  und  der  kleinste  Ab- 
stand des  Punktes  8  vom  Ereise  (5),  so  sind: 

y«-(p^a?)(aj-g)   und    Y«- (P- Z)(Z  -  §) 
die  Gleichungen  von  (8)  in   Bezug   auf  s   als  Anfang  der  rechtwinkligen 
Coordinaten  x^  y,  und  von   (js)  in  Bezug   auf  8  als  Anfang   der  recht- 
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winkligen  Coordinaten  XT.  Das  Abstandsquadrat  eines  Punktes  {x^  y) 
von  einem  Punkte  (X,  Y),  nämlich: 

woraus  sich  die  Behauptnng  ergiebt. 

u  U 

7.  Zwischen  den  Schliessüngsverh&ltnissen  —  und  —  der  Eugelketten 

(m),  (m')...,  und  (3f),  (üf ')...,  besteht  nach  1.  die  Relation: 

u      U      1 

80  dasB  insbesondere  beide  Eugelketten  gleichzeitig  geschlossen  sind  oder  nicht.* 

Die    einÜEUshsten    Falle    sind:    —  -»  ^f  t;  "^  tt  oder  umgekehrt,  das 

n       o    N      o 

heissty  in  den  Baum  zwischen  drei  einander  berührenden  Kugeln  iSsst  sieh 

eine  Kette  von  sechs  Kugeln  legen. 

Dies  ergiebt  sich  auch  unmittelbar  durch  Abbildung  vermittelst  reci- 

proker  Badien  aus  dem  evidenten  Fall,  in  welchem  zwei  der  drei  Kugeln 

parallele  Ebenen  sind. 

Für  —  —  — >   rr  —  T  ergiebt  sich: 

Bei  einer  Kette  von  vier  Kugeln  besteht  auch  jede  Kette  der  anderen 
Schaar  ans  vier  Kugeln. 

8.  Zwischen  den  beiden  Kugeln  {M^  und  {M^  lassen  sich  nicht  nur 
die  Kugelketten  (m),  (m')...,  sondern  noch  auf  mannigfaltige  andere  Art 
Eugelketten  legen. 

Eine  beliebige  solche  Kugelkette  berührt  die  Kugeln  {M^  und  {M^ 
längs  zweier  Kreise.  Durch  diese  Berühmngskreise  lässt  sich  eine  Kugel 
legen,  welche  {M^  und  (M^  unter  demselben  Winkel  q>  schneidet.  Die 
Abbildung  lehrt,  dass  die  Schliessungsbedingang  ausser  von  B^y  i^,  A^ 
nur  noch  von  (p  abhängen  kann.     In  der  That  ergiebt  sich  leicht: 

j,  MTT  ^  B\  +  B\  -  2B^B^  sin*(p-Ä\ 

Die    in   1.  angegebene  Bedingung  folgt  aus  dieser  für  9> »  ^ )  erhält 

aber  jetzt  die  allgemeinere  Bedeutung  als  Schliessungsbedingung  für  eine 
Eugelkette,  deren  zwei  Berührungskreiee  nicht  speciell  in  einer  Centralebene, 
sondern  allgemeiner  in  einer  Orthogonalkugel  von  (üfj)  und  (iJfg)  liegen. 
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9.  In  den  Baum  zwischen  den  beiden  Engeln  (M^)  und  (M^)  legen 
wir  eine  Berühnmgskugel  j[fi),  mit  dem  Mittelpunkt  (a  und  dem  Badius  q. 
Wir  suchen  die  Schliessungsbedingong  für  eine  Kette  von  Kugeln,  welche 
die  drei  Kugeln  (Mj),  (iJfj),  ((a)  berühren. 

Für  den  Fall  concentrischer  Kugeln  (Mj)  und  (M^)  ergiebt  die  unter 
2-  gegebene  Bedingung  unmittelbar: 

,  U7C       sinr .  smr  1 


wo  8tnr 


sinr.sinSr      3  — 45m*r 
2 


einzusetzen  ist.     Die  Bedingung  wird  daher  zunächst: 
also  allgemein:  a    -  i  ^^      (J^i  +  B^Y  —  -^^ 

^'''*  V        ib;b,     ' 

so  dass  sich  die  um  (jii)  gelegte  Kugelkette  nnabhSlngig  von  der  Lage  der 
Kugel  (ß)  schliesst  oder  nicht  schliesst.* 

u       1 
Für  —  —  7j  ergiebt  sich  daraus: 

«6  • 

das  heisst,  alle  drei  Kugeln  {M^)^  (-^i))  (f^)  müssen  einander  berühren,  um 
zu  einer  Kette  von  sechs  Kugeln  Anlass  zu  geben.     Wie  unter  5. 


u 
n 


Für  —  ■=■  Q  ergiebt  sich: 
o 


die  Bedingung  dafür,  dass  sich  zwischen  zwei  Kugeln  yier  einander  be- 
rührende Kugeln  legen  lassen.* 

10.  Ist  die  unter  9.  gegebene  Bedingung  erfüllt,  so  lege  man 
um  (fi)  eine  Kette  von  nKugeln,  um  jede  dieser  Kugeln  eine  ebensolche 
Kette,  die  aber  (fi)  enthalten  möge.  Fährt  man  so  fort,  so  entsteht  die 
Frage,  ob  diese  Doppelkette  von  Kugeln  sich  schliesst  oder  nicht. 

Die   Abbildung   l&sst   ohne  Weiteres    erkennen ,   dass    ein    Schliessen 

dann    und    nur   dann   stattfindet,    wenn    ein    reguläres    Trigonalpolyeder 

u 
existirt,   dessen  Ecke  die  Schliessungszahl  —  besitzt,  das  heisst,  in  dessen 

Ecken  nl)reiecke  zusammenstossen,  welche  uümläufe  bilden. 


♦  8.  Steiner  a.  a.  0.  r~^  1 
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Ist  das  SchliessungBverhfiltniss  ein  solches,  so  ist: 

die  Bedingnng  dafür,  dass  sich  zwischen  den  beiden  Engeln  (M^)  und  (M^) 
von  jeder  Bertthrungskugel  (fi)  ausgehend  geschlossene  Doppelketten  von 
BerQhrungakugeln  legen  lassen. 

Der  Tetraederfall  von  vier  Kugeln.  —  ^  ^i  ist   schon   in  9.  erwähnt. 

♦I       o 

u        1 
FOr  den  Oktaederfall  von  sechs  Kugeln,  —  —  — ;  ist  die  Bedingung:* 

Pör  den  Ikosaeder-  und  Stemikosaederfell  von  zwölf  Kugeln ,  ~  —  — ~- ) 

4JBiJ2j         "      2 

11.  Zwischen  die  Kugeln  (M^)  und  {M^  werden,  von  der  Bertthrungs- 
kugel {(a)   ausgehend,    Kugelketten   gelegt,   die   abev   nicht,    wie   in   10., 

das  Schliessungsverbältniss  ^ ;   sondern    allgemeiner    das    Schliessungsver- 

u 
h&Itniss    —f   haben  mögen.     Je  zwei  dieser  Kugelketten  mögen  ausser  der 

Kugel  (ja)  noch  eine  diese  bertthrende  Kugel  gemein  haben.  Wir  suchen 
die  Bedingung  dafCLr,  dass  nach  uüml&ufen  die  ti^  dieser  Kugelketten  sich 
an  die  erste  anschliesse. 

In  dem  Fall  concentrischer  Kugeln  (itfi),  {^2)  werden  die  Kugelketten 
von  der  um  M^^^  M^  gelegten  Kugel  mit  dem  Badius  Ye^R^  in  sphäri- 
schen Ketten   von  Kreisen  geschnitten,   deren   sphärischer  Badius    gleich 

arc  cos    _   .  J^     ist.     Die  Winkel  —  und  —7-    sind    die    Winkel    eines 

~2~ 

sphärischen  rechtwinkligen  Dreiecks,  dessen  eine  Kathete  jener  Radius  isi 

So  ist  also:             ^u'n  ,  ^uit    (22,  +  jRg)* 

n  n        AB^B^ 
demnach  allgemein:           .  ^liTC 

^'"^  T  {R,  +  B,y-Ä' 

n 

«*'       1 
Für  — r  —  Q  erhält  man  die  Relation  in  9. 


*  8.  Steiner  a.  a.  0. 
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12.  Wie  unter  10.  kann  man  nun  weiter  schliessen:  die  obige  Be- 
dingung  ist  zugleicb  die  Bedingung  dafür,  dass  es  eine  Doppelkette  von 

u  u' 

Engeln  giebt,  die   einem  Polyeder  mit  den  Scbliessungszablen  —  und  -^ 

analog  gebildet  ist,  falls  ein  reguläres  derartiges  Polyeder  existirt. 

^.      „,,      W'         Itt         1112.     __  ^  ^  -i^rk 

Die  Fälle  -7  —  «»"^^»t'f'  c    ^^^    oben    unter    9.    und   10. 
,,.  ^  n      o    n      ö    4:    0    0 

erledigt.  u'       1     w      1 

Für  den  Hexaederfall  von  acbt  Kugeln,  -7  —  t»  ~  —  0  besteht  die 
Bedmgung: 

Für  den  Dodekaederfall  und  den  Stemdodekaederfall  von  20  Kugeln^ 

u!       lod.2    u      1       ,^,^ 

-7  —  — = — 1  —  —  —1  erhält  man: 

n  0        n      o  ^ 

{E,+  B,y-Ä^9TV5 

AB^B^         ^      2 

Für    die    beiden    anderen    Stemdodekaederfälle    von    zwSlf   Kugeln, 

u'      1  od.  2    u      2  od.  1         .  ,  ^    .  ^ 
-P=  — - — ,  -  B  — - —  ,  ergiebt  sich: 
w'  5        «  5 

(B,  +  B,y^Ä'      5T|/5 

4B^Bi         ""      2 

Damit  sind  alle  Fälle  erschöpft. 

13.  Das  Polygon  mm'fn!'...  in  1.  ist  einer  Ellipse  mit  dem  Para- 
meter p  ein-,  einem  Kreise  mit  dem  Badius  r  umgeschrieben.  Als  Be- 
dingung dafür,  dasa  es  sich  schliesst,  ergiebt  sich  leicht: 

U7t       r 
cos  —  —  - . 
n       p 

Setzt  man  an  Stelle  der  Berührungen  der  Kreise 

(M,),  (M,),  (m),  im'),  (m")... 

das  Schneiden  unter  constanten  Winkeln  und  verallgemeinert  die  ganze 
Figur  projectiv,  so  eigiebt  sich  das  Polygon  mnJm"...  als  einem  Kegel- 
schnitt ein-y  einem  anderen  umgeschrieben,  um  jedoch  auf  diesem  Wege 
zu  dem  Poncelet'scben  Theorem  und  der  zugehörigen  Schliessungsbedingung 
zu  gelangen,  müssten  die  so  erhaltenen  beiden  Kegelschnitte  sich  wirklich 
in  allgemeiner  Lage  befinden.  Dieselben  befinden  sich  aber  in  derjenigen 
speciellen  Lage,  dass  sie  sich  in  zwei  concentrische  Kreise  projiciren  lassen. 
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X.  Funktionalgleiohungen  mit  drei  von  einander  unabhängigen 
Veränderliohen. 

Im  y.  Kapitel  seiner  Analyse  alg6brique  von  1821  hat  Caachj  be- 
kanntlich eine  Anzahl  von  Functionalgleiohangeni  in  welchen  x  und  y 
Yorkonmienf  ohne  Anwendung  von  Differentialrechnang  aufgelöst  Abel 
hat  dann  1827  in  Crelle's  Journal  II,  386—394  in  dem  Aufsätze  «üeber 
die  Functionen,  welche  der  Gleichung  g>{x)  +  ^(y)  =  ^\x.f(ff)  +y.f{x)'] 
genugthun^  gezeigt,  wie  solche  Aufgaben  mit  Hilfe  von^  wenn  nSthig, 
wiederholten  partiellen  Differentiationen  nach  x  und  nach  y  zu  behandeln 
sind.  Schon  im  I.  Bande  von  Crelle's  Journal  hatte  Abel  seine  ,  unter- 
snchnngen  der  Fanctionen  zweier  unabhängigen  veränderlichen  Grössen  x 
und  y  wie  f{Xj  y)^  welche  die  Eigenschaft  haben,  dass  f{ny  f{x^  y)]  eine 
symmetrische  Function  von  x,  y^  M  ist**  veröffentlicht.  Seit  der  Zeit  sind 
die  Caachj'schen  Beispiele  bald  ohne,  bald  mit  Differentialrechnang  be- 
handelt mehrfach  in  Lehrbücher  und  üebungsbUcher  übergegangen.  Bei- 
spiele ähnlicher  Aufgaben  mit  mehr  als  zwei  von  einander  unabhängigen 
Variabein  sind  uns  dagegen  in  der  Literatur  nicht  begegnet.  Vielleicht 
sind  deshalb  folgende  beide  sehr  einfache  Fälle  der  Veröffentlichung  werth. 

I.  Welche  Function  genügt  der  Gleichung 

1)  qf{x,  y)  +  q>(y,  0)  =  (p(x,  0)? 
Wird  in  1)  für  y  der  Werth  x  gesetzt,  so  entsteht: 

^^^  g>{x,  x)  +  g>{Xj  0)  =  <p{x,  0), 

2)  q>{x,x)^0. 
Nimmt  ^ef  in  1)  den  Werth  d;  an,  so  entsteht: 

^^  (p{x,  y)  +  9(y,  x)  =  ip{x,  »)  =  0 

3)  <p(y,»)  =  -9(a?ty). 

Wird  nach  diesen  Vorbemerkungen  1)  partiell  nach  0  differentirt,    so 

^°*«*®^*  dg>(y,0)       dq,(x,0) 

das  heisst,  jeder  dieser  Differentialquotienten  enthält  ausschliesslich  0  und 
weder  x  noch  y.    Letztere  Grössen  können  nur  in  Gestalt  von  zu  einer 
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Function  von  g  [etwa  zu  x(i»)]  addirten  Functionen  [^(ä)  oder  ♦(y)]  vor- 
kommen,  das  heisst  man  hat 

4)  (p{x,  z)  ^^{x)  +  lip). 

In  Folge  dieser  G-leichung  muss  auch  sein: 

4')  9^(^,»)  =  *W  +  X(«). 

Wegen  3)  ist  aber 

9(£f,  a?)«-9(a;,iEf)     oder    K'W  +  z(«?)  =-*(«?) -zW) 
beziehungsweise 

5)  K'(a?)  +  z(«)=-[*W  +  zW] 
und  5)  kann  nur  erftUlt  werden ,  wenn 

%(»)=»-  ^ip) ,    Z W  =  -  ♦  W. 
So  geht  4)  über  in    ^(^^  ^^  _  ^^^j  _  ^^^j 

und  die  Aufgabe  hat  als  einzige  Lösung: 

[*(«)  -  t(y)]  +  [*(y)  -  ^  W]  =  [*(a?)  -  «WJ. 

II.  Welche  Function  genügt  der  Oleichung  1): 

9>(a?,y).9(y;«)  =  9>(a?,  ^)? 
Wird  in  1)  für  y  der  Werth  x  gesetzti  so  entsteht 

also:  ''(i»»  »)  •  9>(«,  ^)  =  ^'(ä,  J»). 

2)  q>{x,  X)  =  1. 

Nimmt  i9  in  1)  den  Werth  o;  an,  so  entsteht: 

«pC«.  y) .  9(y>  »)  =  ^'(a?,  a?)  =  1, 
also:  . 

3)  g)(y,  a?) 


Bringt  man  jetzt  1)  in  die  Form 
und  differentirt  partiell  nach  0,  so  erhftlt  man: 


beziehungsweise  l         ay(a;,  ig)  ^       1        dq>(y,z)^ 

^^^^  (p{x,0)        d0      '^  g>{y,z)        dg 

.  dlog(p{x,g)  _  dlog(p{yye) 

^  de         '^         de        ' 

Die  beiden  Ausdrücke  rechts  und  links  vom  Gleichheitszeichen  in  4) 
können  offenbar  weder  x  noch  y  enthalten^  sondern  sind  ausschliesslich  Ton 
0  abhSngig,  etw^==f{e).  Die  Constante  der  noch  0  zu  volhdehendes 
Integration  von: 
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j-g  TW 

wird  allerdings  x  noch  enthalten  kSnnen,  z.B.  logyl>{x)  sein.    Das  heisst 
jene  Integration  liefert: 

losi<p(x,  g)  =  logi>{x)  +ff{g)dg  =  lo9i>{x)  +  log%{g) 
und 

5)  g.(«,  «)  =  ip(«).xW. 

Ebenso  wOrde  man  erhalten  mflssen: 

5')  9(«»«)  =  tW.z(a!). 

Wegen  3)  ist  ,,  ^      ,.  1 


und  w-*v/       t(«).z(«) 

[*(«).  z(«)]-l'PW.zW]  =  i. 

Das  kann  nur  stattfinden,  wenn 

also  ■• 

isty  beziehungsweise  ^(^) 

Die  letztere  Annahme  erfüllt  aber  1)  nicht,   ist  also  unstatthaft,    und 
die  einzige  LOsung  der  Aufgabe  besteht  in: 

^^(g).t/^(y)^  »(g) 

^(y)    *W       *W  M.  Cantor. 


XI.  üeber  Modellinmg  von  Isogonalfl&dhen. 

(Hierzu  Tafel  II,  Fig.  1—4.) 

In  einem  Aufsatz  „üeber  gewisse  Flächen  vierter  Ordnung  (Isogonal- 
flSchen)'*  habe  ich  auf  eine  Art  von  Flächen  aufmerksam  gemacht,  die 
einem  äusserst  einfachen  Problem  entspringen,  aber  nichts  desto  weniger 
interessante  Formen  aufweisen.  In  Verfolgung  des  letzteren  (Gesichtspunktes 
will  ich  in  den  nachstehenden  Zeilen  angeben ,  wie  man  von  diesen  Flächen- 
formen ein  anschauliches  Bild  gewinnen  kann,  und  die  hierzu  construirten 
Modelle  und  Apparate  beschreiben. 

Isogonalfläche  eines  Punktes  und  einer  Geraden. 
Da   die   Isogonalfläche    zweier   Punkte    (a.  a.  0.  §  1}    einfach    durch 
Rotation  eines  Kreises  um  eine  seiner  Sehnen  entsteht  ^   beginnen  wir  so- 
gleich mit  der  Isogonalfläche   eines  Punktes  Ä  und  einer  Geraden  g  und 


♦  Crelle's  Joum.  Bd.  116  (1895)  S.  Iflg. 
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wählen  den  Winkel  der  isogonalen  Zuordnung  q>  s=  60^  Nimmt  man  dann 
die  Gerade  als  ier- Achse  und  den  Abstand  des  auf  der  o;- Achse  liegenden 
Punktes  Ä  von  ^,  jp  =  10  cm ,  so  ist  die  Gleichung  dieser  Fläche  (a.  a.  0.  §  2) : 

1)  (ir«  +  y«)[(a:-10)«+y«+«T|-100y«  =  0. 

Diese  Fläche  kann  so  erzeugt  werden,  dass  eine  Ebene  um  die  Ge- 
rade g  rotirt  und  bei  jeder  Lage  ihr  zu  A  und  dem  Winkel  <p  =  60^ 
gehöriger  Neigungskreis  (der  Schnitt  der  Ebene  mit  dem  Botationskegel, 
dessen  Spitze  Ä  und  dessen  Seitenlinien  mit  der  Ebene  den  Winkel  60^ 
bilden)  construirt  wird.  Die  Gesammtheit  dieser  Kreise  bildet  die  Fläche. 
Diese  kann  deshalb  durch  ein  Modell  veranschaulicht  werden,  bei  dem  eine 
Anzahl  jener  Kreise  aus  Cartonscheiben  hergestellt  ist.  Die  letzteren  werden 
dadurch  zusammengehalten,  dass  jeder,  in  zwei  Halbkreise  zerschnitten, 
von  beiden  Seiten  auf  die  ebenfalls  aus  Garten  gebildete,  durch  A  senk- 
recht zu  g  gelegte  Ebene  geklebt  wird. 

Figur  1  zeigt  ein  nach  solchem  Cartonmodell  hergestelltes  Gypsmodell 
der  in  Bede  stehenden  Fläche  vierter  Ordnung.  Punkt  A  liegt  vom,  die 
Gerade  ^,  längs  deren  die  Fläche  sich  selbst  durchsetzt,  vertical  auf  der 
Basis  hinten. 

Isogonalfläche  zweier  Geraden. 

Die  Isogonalfläche  zweier  unter  dem  Winkel  or  gekreuzten  Geraden  g^g^ 
für  Winkel  g>  (a.  a.  0.  §  3)  ist  eine  Begelfläche  vierter  Ordnung,  deren 
Gestalt  wesentlich  davon  abhängt,  ob 

«  =  9>. 

Gerade  der  Grenzfall,  «  =  9,  lässt  sich  verhältnissmässig  am  ein- 
fachsten im  Modell  darstellen  und  bietet  dann  zugleich  einen  Anhaltspunkt 
für  die  Vorstellung  der  Flächengestalt  in  den  beiden  anderen  Fällen. 

Wir  wählen  wieder  0=9)»  60®,  die  kürzeste  Verbindungslinie  von  g^ 
und  g^  als  o?- Achse,  den  Abstand  der  beiden  Geraden  vom  Nullpunkt 
jp  =  3  und  die  Halbirungsebene  ihres  stumpfen  Winkels  als  a?y- Ebene. 
Dann  lautet  die  Gleichung  der  Fläche: 


2) 


Der  Schnitt  der  Fläche  mit  der  a?^^- Ebene  besteht  aus  der  rc- Achse 
als  einer  Doppelgeraden  und  aus  der  Ellipse: 


3)  4+^=1- 
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Folglich  kann  die  Fläche  auch  durch  eine  Gerade,  die  bestftndig  an 
den  beiden  festen  Geraden  g^g^  und  an  dieser  Ellipse  entlang  gleitet,  er- 
zengt werden. 

Es  sind  daher  bei  dem  in  Figur  2  abgebildeten  Modell  die  Geraden 
giQ^  durch  Stahlstäbe,  die  Ellipse  E  durch  einen  Messingring  und  die 
Erzeugenden  durch  Seidenföden  dargestellt,  welche  gleichzeitig  an  den 
beiden  Stäben  und  an  dem  Messingring  anliegen,  bezw.  bei  hinreichender 
Verlängerung  anliegen  würden.  Denn,  um  das  Bild  der  Fläche  über- 
sichtlich zu  erhalten,  ist  immer  nur  das  Stück  jeder  Erzeugenden ,  welches 
von  ^1  und  g^  begrenzt  wird,  angebracht.  Eine  Ausnahme  davon  machen 
natflrlich  die  ebenfalls  durch  Fäden  angedeuteten  Erzeugenden ,  welche 
za  g^  oder  g^  parallel  sind«  Die  beiden  Schaaren  von  Erzeugenden, 
i9|,  8ff  sind  durch  Fäden  von  verschiedener  Farbe  gekennzeichnet;  sie 
bilden  die  beiden  Mäntel  der  Fläche,  welche  in  der  Doppel  -  Erzeugenden 
(der  kürzesten  Verbindungslinie  von  gi  und  g^)  zusammenstossen  und  dort 
zugleich  stetig  in  einander  übergehen. 

Isogonalkegel. 
Schneiden    sich   die   beiden  Geraden  g^g^,   so  ist  ihre  Isogonalfläche 
eine  Eegelfläche  vierter  Ordnung,  ihr  Isogonalkegel  (a.  a.  0«  §  4).    Seine 
Gleichung  lautet  bei    derselben  Wahl  des  Coordinatensjstems  wie  vorher, 
wobei  also  nun  um  g^  und  g^  in  der  ^0- Ebene  liegen: 


'>    {- 


C'l(y-a$y+  (1  +  a»>«][(y  +  a»)«+  (1  +  a«)*»]  =  0, 


wenn  ^ 

a  der  Winkel  von  g^  und  g^^  g>  derjenige   der  isogonalen  Zuordnung  ist. 

Diese  Isogonalkegel  lassen  sich  ftkr  jeden  Winkel  a  und  jeden  Winkel  q> 
durch  den  in  Figur  3  abgebildeten  Apparat  veranschaulichen. 

An  einer  horizontalen  kreisförmigen  Messingscheibe  (yi;- Ebene)  sind 
die  Geraden  g^g^  als  zwei  Durchmesser  dargestellt,  deren  einer  (g^ 
nm  den  Mittelpunkt  M  drehbar  ist  und  mit  Hilfe  einer  am  Band  der 
Scheibe  angebrachten  Gradeintheilung  unter  jedem  beliebigen  Winkel  a 
gegen  g^  mittelst  Klemmschrauben  an  seinen  Enden  festgestellt  werden 
kann,  um  jede  der  Geraden  g^g^  dreht  sich  eine  EbenCi  dargestellt  durch 
einen  halbkreisförmigen  Stahldraht  H^^  H^.  Endlich  können  diese  beiden 
Ebenen  gezwungen  werden,  bei  ihrer  Bewegung  stets  denselben  und  zwar 
ganz  beliebigen  Winkel  (p  mit  einander  zu  bilden.  Hierzu  dient  ein  kleiner 
Schlitten,  der  aus  zwei  unter  beliebigem  Winkel  <p  gegen  einander  fest- 
zustellenden Schenkeln  8^8^  besteht.  Indem  jeder  dieser  Schenkel  auf  einem 
jener  Halbkreise  gleitet,  werden  deren  Ebenen  beständig  unter  demselben 
Winkel  ^  gehalten.     Ein  Eautschukfaden  K  verbindet    den   Scheiteko^nkt 
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des  Schlittens  mit  dem  Schnittpunkt  M  von  g^  und  g^^  stellt  daher  die 
Schnittgerade  der  heiden  Ebenen  durch  g^  und  g^  dar  and  beschreibt  bei 
der  Bewegung  den  Isogonalkegel. 

um  jedoch  von  der  Gestalt  der  Isogonalkegel  auch  ein  fizirtes  Bild 
zu  erhalten,  dient  eine  Vorrichtung,  welche  gestattet,  die  auf  einer  con- 
centrischen  Kugel  von  der  KegelfiSche  ausgeschnittenen  Curven  aufzuzeichnen. 
Nach  Aushängung  des  Kautschukfadens  setzt  man  auf  die  Kreisscheibe  eine 
Halbkugel  aus  Messingblech ,  sodass  ihr  Mittelpunkt  mit  Jlf  zusammenfällt. 
Wird  die  Halbkugel  berusst  oder  mit  irgend  einem  feinen  Pulver  bestfiubt, 
so  zeichnet  bei  der  Bewegung  des  Schlittens  ein  genau  unter  seinem  Scheitel 
befindlicher  Schreibstift  St  auf  ihr  die  genannten  Curven  auf,  die  hinläng- 
lich sauber  ausfallen,  um  von  der  Gestalt  der  zugehörigen  Kegelflächen 
ein  anschauliches  Bild  zu  geben.  Nur,  wenn  die  Curven  in  die  Nähe  des 
höchsten  Punktes  der  Halbkugel  kommen  —  was  also  eintritt^  wenn  a 
und  <p  sehr  wenig  verschieden  oder  einander  gleich  sind  —  wird  ihr  Ver- 
lauf etwas  unsicher  durch  den  Apparat  gegeben,  weil  hier  schon  eine 
minimale  Aenderung  von  g)|  die  auch  nach  fester  Einstellung  des  Schlitten- 
winkels unvermeidlich  ist,  eine  erhebliche  Abweichung  der  Curven  herbei- 
führt. 

Figur  4  —  die  in  etwas  grösserem  Massstab  als  Figur  3  wieder- 
gegeben ist  —  zeigt  die  so  auf  der  berussten  Kugel  aufgezeichneten 
Kegelflächen,  wenn  o  =  60^  und  <p  der  Beihe  nach  (von  unten  an  im 
Bilde)  c=  120«,  llOS  1000,  gQo  ^^er  orthogonale  Kegel),  80^  70«,  &ß 
(der  Grenzfall  «  =  y),  50®,  40«  genommen  ist.  Die  Curven  ftlr  g)  s::  60® 
und  qt  =  120^  z.  B.  stellen  also  zusammen  einen  Kegel  vierter  Ordnung 
dar,  von  dem  noch  der  symmeirische  auf  einer  unteren  Halbkugel  aus- 
geschnittene Theil  zu  ergänzen  wäre.  Man  erkennt  aus  diesen  Curven 
sofort  den  wesentlich  verschiedenen  Charakter  der  Kegelflächen,  je  nachdem 

ist,  während  der  Fall  a  =  g)  den  üebergang  von  der  einen  zur  anderen 
Form  bildet.  Ist  a  <  9,  z.  B.  ^  c=  70^,  so  besteht  der  Kegel  vierter  Ord- 
nung aus  zwei  getrennten  Mänteln,  die  sich  in  g^  und  g^  gegenseitig  durch- 
setzen; ist  o^g),  z.  B.  ^  =50^  (wobei  die  nicht  mehr  gezeichnete  Curve 

g,  =180«- 500=130® 
leicht  zu  ergänzen  ist),    so  besteht  der  Kegel  aus  einem  sich  in  g^  und 
g^  selbst  durchsetzenden  Mantel,  während  der  Grenzfall,  g>  s=  60®,   in  dem 
einen  oder  anderen  Sinn  aufgefasst  werden  kann. 

Die  vorstehend  besprochenen  Apparate  sind  nach  meinen  Angaben 
von  Herrn  Mechaniker  Wilhelm  Schmidt  (Giessen,  Seltersweg  30)  recht 
hübsch  hergestellt  worden  und  von  ihm  zu  beziehen. 

Giessen,  den  27.  Januar  1896.  Lotha«  HfiFBrER. 
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Zn.  Kraftwirkang  eines  Magnets  auf  einen  anderen.* 

Der  Magnet  I  habe  das  Potential  V^  also  dass  von  ihm  nach  den  drei 
Ranmrichtangen  die  Feldstärken 

dV      ^  dV  BT 

ansgeUbt  werden   (oder   die    wirkliehen   Er&fte  auf  einen  £inheitspol  als 
An^nnkt). 

Magnet  II  befindet  sich  in  diesem  Felde;  er  sei  gegeben  durch  die 
magnetischen  Momente  Ay  B^  C  der  Yolnmeinheit,  also  die  Momente  des 
Elementarqnaders  dt:  ^^^^     ^^^^     cdx, 

wenn  dx  oder  dy  oder  di»  als  Magnetachse  gilt;  oder  also  anch  durch  die 
magnetischen  Fischendichtigkeiten 

AdydBy    BdedXy    Cdxdy . .  .•* 

Christiansen  nennt  in  dem  betreffenden  §  71  seiner  n^lomente* 
ABO  die  Magnetisimngsconstanten ,  und  nimmt  dieselben  anch  weiterhin 
stillschweigend  als  constant  an;  in  seinem  §  69  gelten  sie  noch  als  ver- 
änderlich, im  §  70  ansdrficklich  als  constant.  Nachdem  er  aber  aßy  inner- 
halb II  als  Terftnderlich  betrachtet,  wie  die  nachher  entwickelte  Gleichung 


dA 
xeigt,  musste  er  anch  -^—  •  *  •  berücksichtigen,  wie  ich  nun  thun  will.    Es 

€X 

kommt  dabei  die  magnetische  Baumdichte  q  sur  Geltung,  welche  im  §  68  als 

,  (dA.dB,dC\ 

fftr  den  Quader  dx  abgeleitet  wird. 

Wir  setzen  also  die  FlSchendichten  eines  dx  an: 


—  AdydBy     +  ( -4  +  -y-dxjdydgj 
"BdBdx,    +(B+-|^dy)dÄ(lÄ, 

-  Cdxdy,    +((7  +  ^dß^dxdy. 


*  Nachfolgende  Abhandlungren  wurden  auch  durch  Ghristiansen^s  theo- 
retische Physik  Teranlasst,  wie  8. 111  —  120  dieses  Jahrganges  der  Zeitschrift. 

**  Im  Buche  ist  I  und  U  Terwechselt  mit  den  Worten:  „es  soll  seine  (des  11) 
Wirkung  auf  den  ersten  Magnet  ermittelt  werden''* 
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Maltiplicirt  man  die  erste  Colonne  durchg&ngig  mit  «  and  die  zweite 
beziehungsweise  mit 

80  haben  wir  sechs  Dach  der  a;- Achse  gerichtete  wirkliche  Krftfte  (im  Sinne 
des  Prodactes  von  Masse  und  BeschleuniguDg).  und  als  siebente  kommt 
noch  Qdr  .a  hinzu,  so  dass  vermöge  e)  die  obige  Gleichung  a)  hervorgeht, 
mit  selbstverstSndlicher  Vemachlftssigung  der  Olieder,  welche  Prodncte 

dÄ  da    ^  , 

enthalten.  ^^  ^^ 

Analog  X  ist  T  und  Z  zu  bilden  durch  Vertauschung  von  o  mit  ß 
und  y.     Auch  kann  man  statt  a)  schreiben  (siehe  oben  T): 


"y         ^=/(^a-:+-K+4> 


und  fttr  T  und  Z  statt  x  das  y  und  0. 

Das  Gefundene  gilt  auch,   wenn  statt  I  mehrere  (active)  Magnete  das 
Feld  bilden,  auf  welche  insgesammt  sich  alsdann  das  V  bezieht* 

Nun  zu  den  Momenten  X,  üf;  N  der  Kräfte,  welche  II  um  die  Achsen 
der  xyß  zu  drehen  bestrebt  sind.    Um  die  o;- Achse  dreht  z.  B.: 

—  Bdzdx ,  yy 
"""^  -{-Bdedxyiy  +  d.y). 

„Bei   Vemachl&ssiguDg    kleiner  Glieder    höherer  Ordnung  ist  das  re- 
sultirende  Moment«  Bdzdxydy ; 

ich  führte  diese  Worte  des  Baches  an,  weil  sie  auf  die  Zusatzglieder  in 

passen,  welche  mit  den  Differentialquotienten  behaftet  sind,  deren  eines  ich 
und  das  andere  Christiansen  für  a)  berücksichtigt  haben.** 

Ebenso  dreht  noch  um  die  a;- Achse 
sodass  ^Cdxdy.ß,d0. 

C)  L:=^f{BY'-Cß)dT 

und  analog  M  und  N* 

Consequenter  Weise  könnte  oder  mttsste  das  Buch  schreiben: 

L=Bfydx^CfßdT 
und  analog  fttr  M  und  N. 


*  Der  Wortlaut  des  Buches  ist  so,  als  ob  b)  nur  für  mehrere  I  giUte. 
**  In  obigem  Zusammenhange  wäre  man  geneigt,  dy  gegen  y  wegzoiassen 
und   bekäme   dann    L  =  0.     Dagegen   könnte   man  -Bdedxyy  und  das  y  in 
(y-^dy)  ganz  ersparen. 
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Aber  zur  Anwendung  dient  in  demselben  als  I  der  Erdmagnetismus, 
wofür  auch  aßy  oonstant  genommen  werden,  so  dass  ans  a)  folgt: 

Wird  alsdann  das  magnetische  Moment  von  II  mit  M  bezeichnet  und 
die  Magnet -Achse  durch  die  Cosinusse  Imn,  so  ist  beispielsweise 

Ml  =  Afdr  (das  Buch  bchreibt  fAdx) 

und  auch  aßy  treten  Tor  das  Integralzeichen,  so  dass 

i=M(ym-/Jn),     Ä=:M(an-yZ),     N ^  fA{ßl -^  am). 

^^®     La  +  Mß  +  Ny  =  0    und    Ll  +  Mfn  +  Nn==0, 


das  heisst:  das  resultirende  Drehmoment  j/L^  +  M^  +  N*,  welches  II  durch 
I  erfährt,  steht  sowohl  auf  der  Feldrichtung  von  I  als  auch  auf  der  Magnet- 
achse Ton  II  senkrecht 

Wählt  man  die  Inclinationsrichtung  zur  Achse  der  x,  so  ist  a  die 
totale  Feldstärke  des  Erdmagnets  (/3s=y  =  0),  und  ist  der  Winkel  d, 
dessen  Cosinus  gleich  I,  in  der  o;^- Tafel  ^  so  ist  auch  n  =»  0  und 

d)  Z  =  0,    af=0,    N=-Maam9. 

Dann  geht  das  Buch  zur  Declinationsnadel  ttber»  wo  nur  statt  a  die 
horizontale  Feldstärke  ff  des  Erdmagnets  zu  setzen  ist;  die  ruhende,  um 
die  verticale  Achse  in  Schwingungen  versetzbare  Nadel  hat  dann  das  vorige 
6  s=  0«  Ersti  wenn  sie  horizontal  ausgebeugt  wird  um  den  horizontalen 
Winkel  ^  mit  H,  erfährt  sie  das  ^  vermindernde  Drehmoment: 

e)  ^fAHsme^^J^, 

wo  /  das  Trägheitsmoment  und  ^  die  Winkelbeschleunigung,  so  dass  für 
kleine  ^  {amd'  mit  dem  Bogen  verwechselbar) 


"  '='/^ 


als  Schwingungsdauer  hervorgeht  (Schluss  des  §  71). 

Dreht  man  die  Nadel -Ebene  des  Inclinatoriums  um  90^,  so  bekommt 
man  die  mit  der  Vertical  -  Intensität  schwingende  Nadel;  und  im  Falle  von 
0^  (Ebene  des  magnetischen  Meridians)  die  von  der  vollen  Erdstärke  in 
Schwingung  versetzte  Nadel.  Eine  in  den  Büchern  gewöhnlich  nicht  er- 
wähnte Astasie  (Xs  Jlf  =  2^  =  0)  erhält  man,  wenn  man  die  mechanische 
Drehachse  in  die  Inclinationsrichtung  bringen  kann. 


ZIEL  Potentielle  Energie  eines  Magnets. 
Als  Beispiel  wähle  ich  die   Declinationsnadel  und  schreibe  ihr  in  der 
Gleichgewichtslage  die  Energie  Null  zu;  um  90^ ausgebeugt  in  der  Horizontal- 
ebene hat  sie  alsdann  die  Energie:  ^^ 
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MB, 

wo  M  ihr    magnetisches   Moment    and    H  die    horizontale    Feldstftrke  des 
Erdmagnetismus  bedeutet     Die  hierbei  aufzuwendende  Arbeit  ist 

9t 

s 

wo  MJB  als  constant  gilt  und  0  der  jeweilige  Ausschlag  aus  dem  magneti- 
sehen  Meridian  ist. 

Christiansen  Ittsst  im  Beispiel  seines  §  72,  der  obigen  Titel  führt, 
die  Energie  in  der  Gleichgewichtslage  „eines  sehr  kleinen  Magnets,  der 
sich  in  der  Nähe  eines  sehr  starken  Magnets  befindet',  —tAH  sein;  er 
schreibt 

c)  W=  MHcosB 

und  also  Null  in  der  senkrechten  Stellung. 

Beide  Anschauungen  sind  im  Orunde  identisch,  da  es  sich  bei  W 
stets  nur  um  die  Differenzen  handelt :  die  Energie  in  der  senkrechten  Stellung 
ist  um  MH  grösser  als  in  der  Nullstellung.* 

Die  im  Buche  vertretene  Anschauung  der  üeberfQhrung  des  kleinen 
Magnets  aus  dem  unendlichen  in  das  Feld  des  grossen  Magnets  vertrete 
ich,  statt  die  Formel  a)  oder  b)  dort  abzuleiten,  durch  die  Erklärung, 
dass  das  Verbringen  der  Nadel  aus  der  Unendlichkeit  in  die  Endlichkeit 
gar  keine  Arbeit  erfordert,  in  dem  die  dabei  von  Null  bis  jff  anwachsende 
Grösse  auf  beide  Nadelpole  jeweils  gleich  stark  und  entgegengesetzt  wirkt. 
Befindet  sich  nach  dieser  Procedur  die  Nadel  in  der  senkrechten  Stellung, 
so  wird  sie  durch  H  in  die  Nullstellung  versetzt. 

Die  Gleichungen  a)  und  b)  hat  Maxwell  im  §  389.  Christiansen  ver- 
sieht sie  noch  mit  dem  Factor  ^)  indem  er  die  ursprünglichen  „Magnetisirungs- 

componenten'^  ABC^    welche   auch   in    meiner  vorigen  Notiz  vorkommen, 
von  Null  bis  zu  ABC  anwachsen  Iftsst,  so  dass  kommt 

e)  W^=  -  JjC^«  +  -B/J  +  Oy)dx 

in  den  Bezeichnungen  der  vorigen  Notiz.    „Dieselbe  Betraohtong  leigt,  dass 

f)  W^^  l'cVdw+'^^rqTdx 

*  In  gleicher  Weise  setze  ich  die  potentielle  Energie  einer  „magnetischen 
Lamelle*'  (§  77)  gleich  Null,  wenn  sie  zur  Bichtung  des  Feldes  senkrecht 
steht,  und  gleich  ^N  in  der  um  90®  verdrehten  Stellung,  während  das  Bach  be- 
ziehungsweise "^N  und    stillschweigend)  Null  annimmt 
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ist",  setzt  Christiansen  sogleich  bei;  hierbei  ist  <f  die  magnetische  Dichte 
des  OberfiSchen- Elementes  dm  des  passiven  Magnets,  wie  q  und  (2t  schon 
in  meiner  vorigen  Notiz  gebraucht  sind. 

Statt  hierbei  ABC^  0,   ^  von  Nnll  an  wachsen  zu  lassen,  kann  man 

dies  auch  hinsichtlich  V  denken,  so  dass  durchschnittlich  ^Fresultirt.    Ein 

^  1 

lehrreiches    Beispiel   ist    die  Vernichtung    der   potentiellen  Energie  ^QK 

wenn  aus  einem  cjlindrischen  Geföss  Wasser  Q  durch  eine  Oeffhung  im 
Boden  sich  in  der  Bodenebene  verbreitet,   wobei  nicht  die  Wasserhöhe  h, 

sondern  -^  in  Rechnung  kommt.     Im  Buche  folgt  unmittelbar  nach  f): 

.Sind  V und  die  ersten  Differentialqnotienten  von  7  stetig,  so  ist  (T = 0  und 


.4/. 


Statt  dessen  sagt  Kirch  hoff  in  seiner  XIV.  Vorlesung  §  1:  „Der 
bequemeren  Darstellung  wegen  werde  angenommen,  dass  jeder  Magnet  und 
jeder  EisenkSrper  stetig,  in  dünner  Schicht,  in  die  Luft  übergehe,  so 
dass  die  Potentiale  mit  ihren  ersten  Differentialquotienten  im  ganzen  Raum 
stetig  sind.  Die  üebergangsschichten  sollen  zu  den  Magneten  gerechnet 
werden." 

Im  Texte  von  Christiansen  weiterfahrend  wird  aus  der  letzten 
Qleichung  mittelst  derjenigen  von  Laplace-Poisson  im  §  14: 

und  durch  theilweise  Integration  über  den  ganzen  unendlichen  Raum 
(weil  —  oder  —  a  und  analog  ß  und  y  im  unendlichen  Null  sind): 

„Für  die  dielektrische  Polarisation  gelten  ganz  ähnliche  Ausdrücke 
(§  61).«     Schluss  des  §  72. 

Die  Oleichungen  d)  und  e)  finden  sich  nicht  in  Kirchhoff's  Vor- 
lesungen; f)  aber  ohne  den  Factor^  bei  Maxwell  I.e.;  g)  betreffend  hat 

der  Herausgeber  Planck  von  Kirch  hoff 's  Vorlesungen  L  ein  Klammern 
l)eige8etzt  den  Ausdruck,  der,  wenn  man  Je  gleich  Null  setzt,  welches  die 
Vertheilung  des  Magnetismus  in  „EisenkOrpern«  betrifft,  mit  g)  über- 
einstimmt. Aber  unmittelbar  vorher  fügt  Planck  die  Note  bei,  dass  durch 
Kirchhoff 's  Umformung  die  soeben  von  ihm  bewiesene  Eigenschaft  der 
fraglichen  Grösse  verloren  gehe. 

Ich  führe  das  an«  um  auf  das  Schwankende  und  Fragliche  in  der  Theorie 
hinzuweisen.  ^  j 
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XIV.  Potential  einer  magnetischen  Kngel. 
Man  kennt  die  Batunpotentiale  einer  VoUkngel  (Christiansen  §  13) 

allgemein:  ^ 

1.  Ist  die  Engel  ein  Stahlmagnet  and  denkt  man  sie  in  kleine  Qnadei 
zerschnitten,  welche  die  im  §  70  der  Elemente  Christiansen's  yoi 
mir  schon  gebrauchten  Momente  ABC  aufweisen,  so  ist  nach  dem  Aus 
drucke  [§  69,  a)]  fttr  das  Potential  eines  Elementarmagnets 


M 


cosd 


^,  H=(iC-5)«+(y-iy)»  +  (i8r-0«, 


cos 


0  = 


«-S 


und  beziehungsweise 
also  nach  [§69,  6)]: 


,    , 

r  r 


v=-Ärdt^^-^+BrdT^-^+crdx^  {dt==d^dndi) 

das   Potential    der    Magnetkugel,    wobei    ich,    weil   ABC   als    constast 
angenommen  werden,  dieselben  gleich  vor  das  Integralzeichen  setzte.   Oder: 

Also   wird  aus  a)  fOr  einen  äusseren  Punkt  xya,  wenn  von  jetzt  ab 
der  Ursprung  im  Kugelmittelpunkt  liegt, 


0) 

und  für  einen  inneren: 


Va--^n^{Ax  +  By+Cß) 
Vi^^{Ax  +  By+C0). 


Hat   die  Kugel  die  Magnetachse  mit  den  Cosinussen  Xfiv   orientirt, 
welche  z.  B.  bei  einer  durch  den  Erdmagnetismus  temporftr  magnetisirten 
Eisenkugel  mit  der  Inclinationsrichtung  fibereinstimmt,  so  ist 
A^JX,    B=^Jfi,     C=Jv, 


also: 


C08U  =■  X h  I* — r  V— » 


r         r 
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e)  Va=  K^-^Jcosdf    Vi  =  -^nJreosd^ 

wo  /  das  magnetische  Moment  der  Volameinheit  ist.     Nach  aussen  wirkt 
also  die  Kugel  so,  als  ob  ein  kleiner  Magnet  vom  Moment 

in  ihrem  Mittelpunkte  concentrirt  w&re  [siehe  die  auf  a)  folgende  Gleichung]. 
Eirchhoff  hat  in  seiner  XIII.  Vorlesung  §  3  die  Gleichung  b)  theil- 
weise  integrirt,  wobei  nur  der  erste  Theil,  das  FlSchenintegral  verbleibt, 
weil  bei  der  „gleichmftssig"  angenommenen  Magnetisirung  (^BC7  oonstant) 
das  Baumintegral  Null  wird: 

'  eoafjii)       (n  die  FlBchennormale). 


=  —  J  I  —  •( 


Diese  fttr  jeden  gleichmSssigen  Magnet  (abgesehen  von  der  Kugelform) 
geltende  Formel  weist  auf  eine  einfache  Dichtigkeitsvertheilung  auf  seiner 
Oberfläche  hin ,  die  man  statt  des  Körpers  substituiren  kann ,  nSmlich  diese 
Dichte  a  ist  proportional  dem  co8{Jn)  oder  cos  9. 

Am  Nordpol  ist  die  Dichte  des  nordpolaren  Magnetismus  die  grösste 
nnd  sie  nimmt  gegen  den  Aequator  des  Magnets  bis  zu  Null  ab.  Ver- 
schiebt man  den  Magnet  in  der  Richtung  von  /  um  ein  kleines  Stück,  so 
kann  man  sich  auch  den  am  Nordpol  zugelegten  Baum  mit  positiver,  den 
am  Sodpol  verlorenen  Baum  mit  negativer  Flüssigkeit  gefüllt  denken.  Auch 
Christiansen  schreibt  <s^=Jco8%^  aber  der  Bückweis  auf  §68  ist  inso- 
fern anfechtbar,  als  dort  ABG  \m  Allgemeinen  als  verftnderlich  gelten. 

Die  Feldstärke  der  Magnetkugel  ist  in  der  Bichtung  der  Magnetachse 

2.^a»i    oder      2-^    ' 
nnd  unter  dem  Winkel  d  zur  Magnetachse  (Scheitel  im  Kugelcentrum) 

2-^COSÜ 

in  dieser  Bichtung  von  r.- 

Aber  die  dazu  senkrecht  gerichtete  Feldstärke,   das  ist  also,  wenn  9 

noch  um  ^  zunimmt,  ist  —  2-n;^it>6  und  nicht,  wie  das  Buch  irrthümlich 

1     dV 
rechnet, ^rp;   es   hat  diese  darum  auch  kein  besonderes  Interesse, 

da  man  alle  Feldstärken  wie  vorher  die  Flächendichtigkeiten  a  proportional 
dem  eo8%  findet 
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Anf   einen  Punkt    im    Innern    der  vollen  Magnetkugel  wirkt  in  der 

Sichtung  von  r  und  0  die  Feldstärke  --^Joosd^  also  wird  bei  6<9S  ein 

positiver  magnetischer  Punkt  gegen  das  Kugelcentrum  hingetrieben,  und 

swar  gleichgiltig,  was  r  ist  (zwischen  Null  und  a).     Und  wenn  t'  ^  o* 

da  befindet  sich  der  bewegte  Einheitspol  (+)  in  der  magnetisch  südlichen 
Hälfte  der  Kugel  und  seine  Bewegungsrichtung  ist  vom  Kugelcentrum  ab- 
gewendet, also  im  Baume  die  gleiche  wie  vorhin.  Demnach  ist  diese  Feld- 
stärke nur  in  Bezug  auf  r  constant  und  nicht  durchaus ,  wie  das  Buch  an- 
giebt  in  f),  wo  allerdings  dnO  angenommen  wird. 

Für  9  =  ^'  i™  magnetisehen  Aequator  der  Kugel,   ist  die  Feldstärke 

NnlL    Kirchhoff  bespricht  auch  noch  die  Hohlkugel  mit  wenigen  Worten« 

4 
Für  den  äusseren  Punkt  gilt  auch  die  Concentrirung  von  M=s^yc{a^'-a^^)J 

im  Centrum.  und  da  kann  man  auch  in  praktischer  Hinsicht  viel  eher  von 
einem  im  Innern  gelegenen  +  Einheitspol  reden,  als  vorhin  bei  der  VoU- 
kngel.  In  der  Höhlung  ist  i|;  =  2jc(ar^  a'J,  also  F<  gemäss  b)  gleich 
Null,  mithin  auch  die  Feldstärke  Null,  wie  in  der  Elektrostatik  (auf 
welche  Kirch  ho  ff  verweist)  und  in  der  Gravitation. 

2.  Die  Magnetisirung  (temporär)  einer  Eisenkugel  behandelt  Kirch- 
hoff im  XIII,  §4  mittelst  Kugelf unctionen,  Christiansen  als  Beispiel 
des  §73;  er  verweist  auf  die  [im  vorletzten  Absätze  angegebene]  Gleichung  f), 
wo    die  Feldstärke  in  der  Indinationsrichtung  der  Erde  für  das  Kugel- 

49S 

innere  mit ^-J  bezeichnet  wurde.    Da  er  diese  Richtung  jetzt  zur  Achse 

der  X  macht,    so   kommt   statt  J   nunmehr  A   im   früheren  Sinne  dieses 
Buchstabens,    und  statt  der  vollen  Feldstärke  der  Erde  will  ich  nunmehr 
das  J  als  AnfangsbuchstabiBU  der  Inclination  setzen. 
Seit  Poisson  gilt  für  die  Vertheilnng 

das  heissty  dass  die  temporäre  Magnetisirung  der  gesammten  Feldstärke  an 
der  fraglichen  Stelle  proportional  angenommen  wird;  also  kommt  fOr  den 
Nordpol  der  Magnetkugel       .         /       4«   -\ 

woraus  vj 


•+T' 


(vergl.  Kirchhoff  XIII,  §  5). 

Irgend  ein  magnetischer  Punkt  unterliegt,  wenn  er  in  der  Nähe  dieser 
Eisenkugel  sich  befindet,  dem  Einflüsse  der  Erde  und  der  Eisenkngel,  wovon 
in  der  vorletzten  Gleichung  schon  gehandelt  wurde,    bei  welcher  der  Auf- 
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pQBkt  am  Nordpole  der  Eisenkngel  selbst  angenommen  wurde.  Wird  dann 
das  Potential  der  Erde  mit  7,  das  der  Eisenkngel  mit  JJ  bezeichnet,  so 
muss  gemäss  e)  jetzt  geschi'ieben  werden: 

wfthrend  das  von  der  Erde  herrttbrende  Potential 

damit  die  Erdfeldstärke  in  der  Inclinationsriobtnng  a;  =  r  eosd  (Ursprung 
im  Mittelpunkte  der  Eisenkngel)  r.y 

dx 
resnltirt.     Dass  mit  waohsendem  x  das  Potential  Fabnimmt,  stimmt  damit 
flberein,    dass   man  sich  in  der  Erde  Sttdmagnetismus  (auf  der  nördlichen 
Hemisphäre)  denken  muss,    damit   in  der  Eisenkugel  der  unterste  Punkt 
auf  der  Inclinationslinie  (x  =s  a)  nordmagnetisch  erscheine. 

Am  Schlüsse  des  §  73  steht  noch  der  Satz ,  dass  die  letzten  drei 
Potentialwerthe  der  Gleichung  e)  des  §  73  genügen,  welche  Probe  zu- 
trifft. Da  diese  Gleichung  auch  noch  im  §  76,  bei  der  „magnetischen 
Induction^  vorkommt,  soll  sie  in  der  nächsten  Mittheilung  abgeleitet  werden^* 


XV.  Die  magnetische  Induotion 
kommt  bei  Christiansen  schon  im  §  74b)  mit  den  Gleichungen 

a^a  +  AnÄ,    6  = /J  +  4xcJ8,    c  =  y  +  4j«C 
plötzlich    herein;  §76  erst  führt  obigen  Namen;    aßy  und  JLBC  haben 
dieselbe  Bedeutung  wie  in  den  früheren  Mittheilungen ,  so  dass 

a=(l+4jr*)a,     &  =  (l  +  Ä*)/5,     c  =  (l  +  4»»)y; 
^^*®^  ^  =  l+4«fc 

unter  vier  Benennungen  auch  diejenige  „Inductionscoefficient''  nach  dem 
Vorgang  von  Maxwell  u.  A.  erhalten  hat.  Eirchhoff  führt  dieses  f»  nicht 
and  bleibt  bei  1  +  Anh, 

Nun  zur  Erklärung  von  ahc:  Hierzu  diene  wieder  das  Beispiel  der 
temporären  Magnetkugel,  deren  Centrum  der  Ursprung,  und  wobei  die 
X-Achse  nach  der  Inductionsrichtung  abwärts  gewendet  sei.  Dann  ist  Ä 
die  Flächendichte  am  Nordpol  der  Kugel,  a  die  Feldstärke  nahe  innerhalb 
des  Nordpols  auf  dem  Eugelradius  und  a  diejenige  nahe  ausserhalb  desselben 
auf  dem  (wenig)  verlängerten  Eugelradius. 

Denn,  man  kennt  ja  den  Sprung,  den  die  Feldstärke,  oder^  wenn 
man  sie  mit  +1  Magnetismus  des  Aufpunktes  multiplicirt,   den  die  mag- 

*  Gelegentlich  bemerkt,  ist  die  Figur  des  §  76  TOn  der  Eraftlinie  nur  halb- 
fertig, als  ob  nämlich  a  und  ß  nur  yom  Nordol  des  Magnets  herrührten.  Der 
Text  ist  richtig. 
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netische  Kraft  macht,  sobald  dieser  Aa^unkt  von  innen  nach  anssen  die 
Kngeloberflftche  durchschneidet;  er  ist  ^nÄ^  wenn  A  die  locale  Flftchendichte 
des  Magnetismus  bedeutet  Dass  a'^  a^  ist  einzusehen,  da  in  der  äusseren 
Stellung  des  Aufpunktes  der  (südliche)  Erdmagnetismus  (der  nördlichen 
Hemisph&re)  und  der  Nordpol  der  Eisenkugel  den  Anfpunkt  im  gleichen 
Sinne  (nach  wachsendem  x)  beeinflussen,  in  der  anderen  Stellung  aber  im 
entgegengesetzten  Sinne.  Christiansen  bespricht  diesen  Sprung  auch  im 
§  13,  ohne  davon  beim  Hagnetismus  Gebrauch  zu  machen. 

In  allgemeiner  Bezeichnung,   die  auch  schon  in  voriger  Mittheilung 
gebraucht  wurde,  ist  ^rV-4-  TTi 


a  = 


aussen  und 


dx 


^^    d{v+u) 

dx 


innen,  oder,  wenn  Vi  und  va  die  Süssere  und  innere  Normale, 


dva        '        dvi 

wobei  die  Flftchendichte  an  der  fraglichen  Stelle  a  (statt  Ä)  heisst.     Man 
kann  da  die  beiden  V  auch  weglassen,  da  nach  vorigem  Texte 


dv. 


7  Vi 


(ohne  solchen  Sprung)  besteht.     Wie  A  =  ha^  ist  auch 

dies  in  der  vorigen  Gleichung  substituirt,  kommt  die  Gleichung  c)  des  §73 
zu  Stande  ^y  ^tj       ^tt 

wenn  man  dort  die  beiden  F  Glieder  weglftsst;  und  wenn  man  sie  nicht 
wegl&sst  (oder  in  der  letzten  Gleichung  wieder  beisetzt),  kommt 

d{y+U)  ^  d{Y+u) 

dvi  dva 

die  letzte  Gleichung  des  §  76.  Ist  h  zwischen  5  und  25  von  Weber  ge- 
funden worden  (Kirchhoff  XIII  §  3),  so  ist  für  Eisen  fi  mindestens  60; 
Mach  notirt  in  seiner  2.  Auflage  der  Physik  vom  Jahre  1892  ^4  =  32.  Im 
leeren  Baum  ist  X;  =  0,  also  fi  =  1 ,  beim  Diamagnetismus  ist  %  negativ, 
also  fi<  1. 

Augsburg.  Prof.  Dr.  Kürz. 
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Beitrag  zur  kinemai 

der  Oelenkmeohanismen. 

Von 

Johann  Kleiber, 

HAuptlehrer  erster  Ordaang  der  stftdtischen  Handelsschale  in  München. 


Hierzu  Tafel  HI  Fig.  1-16. 

Im  Katalog  zar  Aasstellung  der  dentschen  Mathematiker  •  Vereinigung, 
herausgegeben  von  Prof.Dr.W.  D  jck*,  habe  ich  gelegentlich  der  Beschreibung 
von  mir  ausgestellter  Modelle  eine  Beihe  von  Sätzen  ttber  Gebilde  der  nie- 
deren Kinematik  ohne  Beweise  mitgetheilt,  welch*  letztere  nunmehr  im 
Anschlnss  an  eine  planmässige  Darstellung  gewisser  Gebiete  der  Kinematik 
ihre  Erledigung  finden  werden.  Diese  SStze  sind  meist  die  Aussprache 
einer  geometrischen  Interpretation  der  Theorie  der  linearen  Punktfunctionen, 
welche  im  ersten  Theile  der  vorliegenden  Arbeit  näher  untersucht  werden 
sollen. 

Der  zweite  Theil  dagegen  beschäftigt  sich  mit  höheren  Pnnktfnnctionen 
und  sucht  auf  dem  reichen  Feld  der  sich  bietenden  Aufgaben  neben  einer 
Theorie  der  Kreis-  und  Kugelpunkte  besonders  die  von  Herrn  Prof.  Dr.  Bur- 
mester**  in  dieser  Zeitschrift  aufgeworfene  Frage  nach  der  Auftheilung 
eines  Stanmivierecks  in  Fachvierecke  in  genetischem  Zusammenhang  mit 
einer  Theorie  der  Vierecke  zu  behandeln  und  bezüglich  der  letzteren  Frage 
insbesondere  den  Bationalitätsbereich  der  bekannten  Lösungen  klarzulegen. 

So  viel  oder  wenig  interessant  die  gewonnenen  Resultate  vielleicht  als 
Einzelieistungen  auch  erscheinen  mögen,  sie  waren  nicht  Hauptziel  der 
Darlegungen,  sondern  die  logisch  methodische  Durchbildung  einer  genetisch 
zusammenfassenden  Darstellung  im  Gebiete  der  niederen  Kinematik,  be- 
dacht, mit  den  geringsten  Mitteln  grösste  Klarheit  zu  erzielen.  Wenn  man 
s.  B.  den  vielen  Seiten  langen  Aufwand  von  Rechnungen  bedenkt,  der  zum 


*  Katalog  mathematischer  und  mathem.-phy8.  Modelle,  Apparate  und  Instru- 
mente. Herausgegeben  von  Walther  Dyok.  München  1892  und  1893.  Vergl.  be- 
Bonders  8.  318  u.  flg. 

**  Dr.  L.  Burmester:   „Die  Brennpunktsmechanismen",  diese  Zeitschr.  38,  4. 
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ersten  Beweis  in  der  von  Sylvester*  gestellten  Frage,  die  auf  die 
simultan  dreifache  Erzeugung  der  Koppelcurve  führte,  nöthig  war  und  dann 
vergleichend  erwägt,  dass  derselbe  Beweis  mit  ein  paar  elementaren  üeber- 
legungen  geometrischer  Natur  erledigt  werden  kann;  wenn  man  sich  femer 
vorstellt,  in  welch*  mannigfachen  Formen  der  Eempe'sche  Geradführungs- 
gedanke  sich  praktisch  darstellen  Iftsst,**  so  wird  man  unwillkürlich  an 
den  Gedanken  gebannt,  es  müsse  gelingen,  die  niedere  Kinematik  der  ttber- 
geschlossenen  Mechanismen  als  eine  organische  Einheit  darzustellen.  Wir 
dürfen  uns  nicht  genügen  lassen ,  Einzelresultate  zu  kennen,  zu  wissen, 
wie  man  sie  historisch  erlangte;  nein,  es  muss  auch  offenbar  werden,  warum 
wir  gerade  zu  den  Resultaten  gelangen  mussten. 

In  der  That  liegen  die  Arbeiten  von  Peaucellier,  Sylvester, 
Roberts,  Hart,  Kempe,  wenn  auch  ttusserlich  verwandt,  doch  wie 
erratische  Blöcke  vor  uns,  sich  selbst  genügend,  abgerundet,  spröde  zu 
weiterer  Behandlung.  Nur  den  Arbeiten  von  Darbouz  und  Burmester 
ist  es  gelungen ,  organisch  an  Bestehendes  anschliessend ,  weiter  zu  bauen. 
Solche  Bausteine  sind  zum  Bau  zu  fügen,  fehlende  Zwischenglieder  auf 
zufinden  und  das  Ganze  nach  durchsichtigem,  klar  methodischem  Plane  zu 
gestalten. 

Der  Boden,  auf  dem  dieser  mathematische  Bau  sich  erheben  soll»  ist 
natürlich  das  Coordinatensystem.  Es  ist  geradezu  wunderbar,  dass  die 
Forscher  Englands,  des  Landes  der  Quaternionen ,  in  kinematischen  Dingen 
die  so  fruchtbare  Streckenrechnung  fast  verschmäht  und  die  meist  sterile, 
nur  kundigsten  Formern  sich  gebende  Methode  der  Eliminationen  ver- 
wendet haben.  Fast  scheint  ein  gelinder  Zweifel  am  Platze,  dass  die  ver- 
wandte Methode  den  mühelosen  Pfad  nicht  verdecken  sollte,  um  die  Re- 
sultate desto  leuchtender  erscheinen  zu  lassen.  Doch  sei  dem,  wie  will, 
auch  die  Methode  der  Elimination,  algebraischen  Umformung,  die  sich 
an  die  Euklidische  Geometrie  anschliesst,  hat  zu  Zeiten  ihre  Vortheile. 
Die  Wahl  des  Coordinatensystems  wird  den  weiteren  Umst&nden  zu  über- 
lassen sein. 

Als  Handwerkszeug  beim  Bauen  werden  uns  gewisse  Leitsfttze  nöthig 
sein;  diese  werden  in  verschiedenen  Disciplinen  verschieden  benannt.  In 
der  Geometrie  Axiome,  in  der  Mechanik  Principe,  beim  Rechnen  Rechnanga- 
vortheile,  in  der  Formentheorie  Ränderungen  etc. 

Solche  Leitsätze  zu  kennen  ist  auch  hier  von  fundamentaler  Wichtig- 
keit, sie  gestatten  unter  fest  bestimmten  Voraussetzungen  Umformungen 
unserer  kinematischen  Apparate  in  andere  und  demgemäss  die  Erkenntniss 
der  Gleichwerthigkeit  solcher«  Die  Sätze  werden  meist  einfacher  Natur  sein, 
aber  sie  müssen  eben  einmal  ausgesprochen  werden. 

*  Man vergl. hier:  Dr.L.Burmester:  „Lehrbuch  der  Kinematik",  Leipzig  18g8, 
wo  die  einschlägige  Literatur  ausfQhrlich  bezeichnet  ist. 

**  Vergl.  auch  meine  zweite  Mittheiiung,  86,  6  dieser  Zeitschrift,  §  2. 
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Dass  das  Besireben  nach  Vereinheitlich ong  des  bisher  Gewonnenen  bereits 
zum  Ausdruck  gekommen  ist,  zeigt  mindestens  das  Büchelchen  Kempe's: 
,How  to  draw  a  straight  line^.  Dasselbe  verfolgt  die  Sache  aber  nur  in 
Hinsicht  auf  die  Geradftthmng,  also  mehr  auf  dem  Gebiete  praktischer  Ver- 
werthung,  als  dem  methodischer  Durchbildung.  Aber  das  Gebiet  der  von 
uns  angeiEOgenen  niederen  Kinematik  ist  weiter,  ihr  Programm  grösser. 

Es  kann  nicht  unsere  Aufgabe  sein,  es  hier  zu  lösen«  nur  einen 
Schritt  zielbewusst  vorwärts  zu  streben ,  soll  es  gelten.  Dass  meine  früheren 
Mittheilungen  dies  bereits  versuchten,  wird  einem  aufmerksamen  Leser 
nicht  entgangen  sein.  Der  vorliegende  Aufsatz  gelte  als  systematische 
Portsetzung  dieser  Versuche. 


I.  Theü. 
Gebilde  der  linearen  ganzen  Panktftanctionen* 

§  1.  Ein  TJebertragungsprincip. 

Verwandte  Punktsysteme.  Ist  irgend  eine  Configuration  von 
Punkten  P  in  stetem  Werden  und  Wandel  begriffen ,  gleichsam  mit  Leben 
begabt,  so  wechseln  und  ändern  sich  gleichzeitig  mit  ihr  mannigfache 
andere  Gebilde  von  Punkten  Q^  die  in  einem  bestimmten  Abhängigkeits- 
verhältnisse zum  Systeme  der  P  stehen.  Solche  Panktgruppen  Q  mögen 
„verwandt  zur  Configuration  P*^  genannt  werden. 

Zwischen  zwei  der  Punkte  P  —  mögen  sie  von  einander  unabhängige 
oder  gegenseitig  zwangläufig  beeinfiusste  Bahnen  beschreiben  —  spannt  sich 
eine  Punktreihe  der  Q,  die  wohl  am  nächsten  den  Endpunkten  P  verwandt 
gedacht  werden  können.  Um  sie  in  die  weitere  Betrachtung  einzuführen, 
müssen  wir  sie  coordinatisiren. 

Sind  die  Endpunkte  —  wir  nennen  sie  etwa  Pj  und  P,  —  völlig 
unabhängig  von  einander,  so  ist  es  zweifellos ,  welches  Coordinatensystem 
zu  wählen  ist.  Es  ist  das  bekannte  Coordinatensystem  auf  der  Geraden, 
wobei  jeder  Punkt  durch  sein  Abstandsverhältniss  x  :  k  von  P|  und  P^ 
charakterisirt  wird.  Es  drücken  sich  dann  die  gewöhnlichen  Coordinaten 
von  Q  in  folgender  Weise  aus: 

a?Q=  xflj,  +  Xx, 

0Q=X0i  +k^ 

Diese  Gleichungen  kann  man  zunächst  symbolisch  in  eine  einzige  ver- 
wandeln, nämlich  in  die  folgende: 

e=>cP,  +  AP,     (x  +  A  =  l). 

Sie  gilt  in  gleicher  Weise  für  den  Baum,  wie  für  die  Ebene^ 
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Anfstellnng  eines  üebertragungsprincipes.  Wir  können  aos 
dieser  einfachen  Thatsache  einen  jener  Leitsätze  aufstellen,  Ton  denen  in 
der  Einleitung  als  von  einem  Handwerkszeug  beim  Bau  unserer  Wissen- 
schaft gesprochen  worden  ist.  Wir  bezeichnen  diesen  Satz  als  das  üeber- 
tragungsprincip.     Es  laatet: 

„Jede  Eigenschaft  eines  ebenen  Mechf^nismos, 
welche  nur  mit  Hilfe  der  Gleichungen  Q=sxP^  +  IP^ 
hergeleitet  worden  ist,  gilt  auch  dann  noch,  wenn  der 
Apparat  räumlich  beweglich  gedacht  wird.** 

In  diesem  Falle  ist  an  jeder  Stelle,  wo  zwei  Stftbe  gelenkig  in  der 
Ebene  verbunden  sind,  ein  sogenanntes  Kugelgelenk  zu  substituiren. 

Voraussetzung.  Dabei  ist  aber  wohl  darauf  zu  achten,  dass  alle 
Beziehungen  von  der  Form  Q  =  xP^  +  ^i^i  welche  der  ebene  Mechanismas 
aus  sich  selbst  aufwies ,  beim  üebergang  zur  räumlichen  Beweglichkeit  nicht 
zerstört  werden.  Diese  Einschränkung  kann  meist  dahin  ausgesprochen 
werden,  dass  jedes  im  ebenen  Mechanismus  auftretende  Parallelogramm 
auch  bei  dem  üebergang  zur  räumlichen  Beweglichkeit  des  Mechanismas 
als  solches  erhalten  bleiben  muss.  Denn  bezeichnen  etwa  Q^  und  Q^  bez. 
Pj^P  Paare  von  Oegenecken  eines  Parallelogrammes ,  so  besteht  die  Be- 
ziehung: Öi  =  A  +  ^s-Ös. 
diese  ist  aber  von  der  oben  angegebenen  Art. 

Erweiterung.  Da  femer  die  angezogene  Art  von  Relationen  in 
nichts  mit  den  Bedingungen  zusammenhängt,  welche  die  Punkte  relativ 
zwangläufig  machen  (ausgenommen  ist  der  eben  besprochene  Fall),  so 
können  die  Abmessungen  der  Stablängen  im  Mechanismus  beliebig  verändert 
werden.  Dies  hat  eine  weitere  wichtige  Folge.  Die  Beweglichkeit  mancher 
ebenen  Mechanismen  ist  vielleicht  an  die  Aehnlichkeit  von  festen  Dreiecks- 
flächen gebunden;  man  vergleiche  den  Boberts'sohen  Apparat  der  simultan 
dreifachen  Erzeugung  der  Eoppelcurve!  (Fig.  1.)  Geht  man  aber  zum  räumlich 
bewegten  Mechanismus  ttber,  so  können  diese  Dreiecke  willkürlich  gewählt 
werden. 

Beispiel.    So  wurde  von  mir  frOher  der  Satz  bewiesen: 

„Sind  S^S^S^  drei  entsprechend  gelegene  Punkte  in  den  drei 
unter  sich  ähnlichen  Dreicken 


A^Ä,P,     B,PB,i    P,C,C, 

mit  dem  Eoppelpunkt  P,   so  hat  der  Oegenpunkt  iS  zu  P  in  dem 

aus  den  drei  Strecken  P/S'i,  P^,,  PS^  zu  construirenden  (ebenen) 

Parallelepipede   zum   festen   Dreiecke   ABO  dieselbe   Lage,   wie 

irgend  ein  Punkt  St  in  seinem  entsprechenden  Dreiecke  (Fig.  2)." 

Aus  diesem  Satz  folgt  sofort  ein  entsprechender  fQr  den  Baum;  wir 

brauchen   blos    die  Aehnlichkeit    der  Dreiecke  wegzulassen    und    statt  des 

ebenen    ein    wirkliches  Parallelepiped    zu    setzen.     Der   Beweis    kann   aaf 
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symbolische  Weise  jetet  mit  einfacheren  Schreibmitteln  erfolgen  wie  früher, 
und  zwar  in  folgender  Weise: 
Nach  Construotion  ist: 

Ä  =  5,  +  S,  +  S,-2P. 


C  =  ili  +  5i-P, 


8,^xP  +XC,+  (iC^ 

«i  +  A  +  f*  =  1. 
Rechnet  man  hiemach  die  GrOsse  8  ans,  so  folgt: 
8^KC+kB  +  nA, 
womit  die  Behaoptnng  erwiesen  ist 

§  2.   Theorie  der  Pantagraphe. 

Bäamlich  bewegliche  Pantagraphe.  Die  gewfthlte  Coordinati- 
sining  eignet  sich  ganz  besonders  zu  Betrachtungen,  die  im  Baume  mit 
beweglichen  Punktsystemen  anzustellen  sind,  und  die  im  Wesentlichen  in 
der  sogenannten  Punkt*  bez.  Streckenaddition  ihren  Ausdruck  finden.  Solchen 
Betrachtungen  sind  wohl  die  primitivsten  Apparate,  welche  gestatten,  eine 
Terftnderliche  Grösse  in  einem  bestimmten  Yerhftltniss  zu  vergrössem  oder 
zu  Terkleinem  (kurz:  mit  einer  rollen  Zahl  zu  multipliciren)  zu  yerdanken, 
wie  sie  von  Sylvester  unter  dem  Namen  Pantagraph  (Storchschnabel, 
Scheere)  angegeben  wurden  und  vielfach  in  der  Praxis  Verwendung  finden. 
Auf  diese  einfachen  Apparate  soll  hier  nicht  näher  eingegangen  werden, 
sondern  nur  auf  analoge  Bildungen  im  Räume,  die  wohl  am  Besten  als 
Baumpantagraphe  zu  bezeichnen  sind. 

LOst  ein  Pantagraph  nur  die  oben  angedeutete  Multiplicationsaufgabe, 
so  heisst  er  auch  einfacher  Multiplicator.  Ein  erweiterter  Pantagraph  hat 
die  Eigenschaft,  zu  mehr  als  zwei  Punkten  Fi  einen  solchen  Punkt  Q  zu 
constmiren,  der  der  Gleichung 

entspricht,  worin  die  %i  bestimmte  reelle  Zahlenwerthe  haben. 

Das  Schema  eines  Pantagraphen.  Bei  räumlichen  Pantagraphen 
kommen  häufig  so  viele  Punkte  in  Betracht,  dass  es  ziemlich  umständlich 
wäre,  ihre  Anordnung  im  Baume,  ihre  Verbindungen  und  Beziehungen 
im  Kopfe  zu  behalten  oder  einer  Teztbeschreibung  zu  entnehmen.  Bei  den 
unten  behandelten  Fällen  soll  dem  durch  Aufstellung  eines  Punkteschemas 
oder  einer  symbolischen  Gleichung,  die  auch  in  eine  wirkliche  übergehen 
kann,  abgeholfen  werden.  ^  , 
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Ein  solches  Schema  hat  meist  folgende  Oestalt: 


.TS 


.An 

.Bn 


M^M, Jf„ 


XY. 


.W 


(«) 
(6) 


=  0. 


(m) 


(?) 


Die  Matrix  des  Schemas  ist  durch  einen  Horizontal  -  bez.  Verticalstrich 
in  vier  Theile  zerlegt.  Der  Theil  rechts  oben  bezeichnet  die  dem  Apparate 
eigenthümlichen  Grundpunkte,  die  angrenzende  Bändernng  die  aus  den  yor- 
hergehenden  za  constrnirenden  verwandten  Punkte.  Jede  horizontale  Zeile 
des  Systems  der  Grundpunkte  stellt  einen  „Körper**  dar;  und  zwar  sollen 
diese  „Körper**  (oben  sind  deren  x  angenommen)  so  affin  auf  einander  be- 
zogen sein ,  wie  ihre  Ecken  in  den  Colonnen  unter  einander  stehen.  Diese 
„Körper**  werden  in  unseren  folgenden  Betrachtungen  zumeist  als  un- 
yeränderlich  gross  angenommen. 

Das  in  den  „Körpern**  enthaltene  Punktsystem  kann  durch  ZufQgen 
neuer  Panktgruppen  erweitert  werden.  Die  dem  „Körper**  der  A  zu- 
gefügten Punkte  iS^i ,  T| . . .  sind  mit  den  A  in  gleicher  Zeile  j  links  oben 
in  der  Matrix  zu  finden.  Die  Punktgruppen  werden  so  gewählt,  dass  die 
erweiterten  Körper  immer  noch  so  affin  einander  zugeordnet  bleiben,  wie 
die  Colonnen  es  andeuten. 

Bechts  unten  in  der  Matrix  steht  eine  Panktreihe  X,  7, ...  TT.  Davon 
stellt  in  unseren  Anwendungen  jeder  den  Resultantenpunkt  eines  Additions- 
körpers vor,  der  entsteht,  wenn  man  von  dem  (rechts  vom  Doppelstrich 
der  Matrix  verzeichneten)  Punkt  q  als  Haupt  die  Summe  der  Strecken,  die 
in  einer  Colonne  stehen ,  bildet.  Eigentlich  stehen  in  der  jeweils  gewählten 
Colonne  nur  die  Endbuchstaben  der  Strecken ,  die  Anfangsbuchstaben  stehen 
—  weil  allen  Colonnen  gemeinsam  —  rechts  ausserhalb  des  Doppelstriches 
der  Matrix.    Wir  haben  also  z.  B.: 

qX=  äAt+  fe^iH +mMi, 


qW=-  aAn+  hBn+  ' "  +  mMn. 

Im  Falle  wir  ein  noch  weiter  nach  unten  gerändertes  Schema  be- 
nützen oder  aufstellen  wollten,  hätten  wir  nur  die  Summanden  mit  Factoren 
%iXi(ii...  zu  versehen.    Für  jedes  t  folgt  eine  Zeile. 

Links  unten  in  der  Matrix  steht  eine  Pnnktreihe  S^  ^9  •  •  •  i  welche  wir 
kurz  als    den  Lehrsatz  bezeichnen  können.     Zu  diesen  Punkten  kann  man 

Digitized  by  VjOOQ IC 


Von  Johann  Klnibbr. 


183 


uuf  zweierlei  Art  gelangen.  Einmal,  indem  man  die  Punktreihe  oder  den 
.Körper"  {XT.  .  .TT)  durch  die  Punkte  8,  T erweitert,  die  den  Punkten 
5|!r<  der  anderen  Körper  affin  entsprechen;  oder,  indem  man  die  Besultanten- 
ponkte  der  Additionskörper  zu  den  Colonnen  der  8i  bez.  Ti  etc.  bildet.  Dass 
man  in  beiden  Fällen  auf  dieselben  Punkte  kommt,  bildet  den  Lehrsatz. 
Beweis  des  Lehrsatzes.  Wir  erweisen  die  Bichtigkeit  des  Satzes 
für  Punkt  8;  analog  gestaltet  er  sich  fdr  T  u.  s.  w.  Da  8^  im  \,Körper" 
der  A  eine  bestimmte  (affin  unveränderliche)  Lage  haben  soll,  ferner 
8^j  8^,..8jt  zu  8^  affin  homolog  sein  sollen  in  den  anderen  Körpern |  so 
besteht  diese  Reihe  von  Gleichungen: 

S,  =  Xj  üli  +  X,  ilj  + k-ftnAn 


i^fH^iy 


&=  XiJM,  +  xjüf,  H +  x«J!f, 

Nehmen   wir  nun  an,  8  sei  der  Besultantenpunkt  zu  den  8i^  so  be- 
steht doch  die  fernere  Gleichung: 

'^^oSi  +  hS^  +  ^'^  +  mFn 

Nun  ist  aber  ^  {S,^a)  +  {8,^h)+...  +  8,^m). 

(Äi-  a)  =  (xjili  +  x,il,  H +  XnÄn)  —  a 

=  {9tyAt  +  xjii,  H h  x„i4,)  —  ('«1+  «»H i'^)(i 

=  xi(-äi  —  a)  +  x,(-ä^—  a)  + h  Xu{An  -  a) 

=  xj  ttülj  +  X,  a-4,H h  X,  aül«. 

Substituirt  man  diesen  und  die  entsprechenden  Werthe  von 

in  der  Gleichung  fGlr  q8,  so  ergiebt  sich: 

^fif  =  (x^  a  Jj  +  X« « -^t  H +  ^aA„) 


+  (XiWJM,  +  X,lllJlfg+  ...  +  %nmMn). 
Addirt  man  colonnenweise ,  so  folgt: 

7»  =  Hi(aii  +  ft^,  + .. .  +  rnlSj) 

Benfitzt  man  nun  die  bereits  oben  für  die  Besultantenpunkte  Z,  Y 
aufgestellten  Gleichungen^  so  folgt  zunächst: 
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68  bleibt: 


Löst  man  die  Strecken  in  Punktdifferenzen  aaf,  60  folgt: 

=  (xiZ+  xj  r+  . . .  +x„T7)-  K  +  X8  +  . ..  +  x«)^. 

Da  nun  (x,  +  Xg  + 1-  x«)  =  1  is^i   ^^bt  sieb  beiderseits  q  weg  nnd 

5=XiX  +  x,r  +  ...+  x„Tr, 

das  heisst,  der  Punkt  8  liegt  im  j^Eörper^  der  2,  T,. .  .TT  genau  so,  wie 
die  affin  homologen  8i  in  den  ihnen  entsprechenden  gEörpern**  (Horizontal- 
reihen). 

Die  symbolische  Oleicbung.  Wir  haben  das  Schema  der  Panta- 
graphen  gleich  Null  gesetzt.  Dies  ist  zunächst  symbolisch  zu  nehmen. 
Bilden  wir  die  Matrix  aber  dadurch  um,  dass  wir  statt  der  Buchstaben 
der  Colonnen  die  Strecken  setzen,  deren  Endbuchstaben  sie  bilden  (die 
Anfangsbuchstaben  finden  sich  rechts  vom  Doppelstrich  der  Matrix),  so  muss 
—  unter  den  oben  gemachten  Annahmen  —  jede  Unterdeterminante  Ter- 
schwinden,  welche  wenigstens  um  eine  Zeile  oder  Colonne  weiter  ist,  ahi 
das  Schema  der  Grundpunkte,  das  heisst: 


=  0. 


...aT, 

aSi 

bBn 

...aT^ 

aS» 

mMi    mJf, . 

. .  tnZfn 

...qT 

98 

9X      qT.. 

..(fW 

Dies  erkennt  man  leicht,  wenn  man  berücksichtigt,  dass  die  Summe 
der  X  Zeilen  der  letzten  gleich  ist,  bez.  dass  die  mit  bestimmten 
Factoren  x<  multiplicirten  letzten  n  Colonnen  die  vor  diesen  stehenden  er- 
zeugen. 

Der  Eoppelpunkt.  Findet  sich  in  den  Punktreihen,  welche  zwei 
der  I, Körper''  charakterisiren,  ein  gleich  bezeichneter  Punkt,  so  ist  dieser 
ein  gemeinsamer  oder  Eoppelpunkt  der  EOrper.  Findet  sich  der  Name 
desselben  in  derjenigen  Ecke  der  Matrix ,  welche  die  Grundpunkte  enthält, 
so  ist  er  affin  auf  andere  Punkte  bezogen;  kommt  er  aber  in  der  Matrix 
überhaupt  nicht  vor,  so  ist  er  meist  willkürlich  wählbar. 

Inyarianzeigenschaft.  Aus  dem  Beweise  des  zum  Schema  des 
Pantagraphen  gehörigen  Lehrsatzes  kann  man  entnehmen,  dass  derselbe 
von  der  Wahl  derjenigen  Punkte  unabhängig  ist,  welche  rechts  von  der 
Matrix  stehen.  Dieselben  können  also  bei  der  Construction  von  Apparat-en 
beliebig  gewählt  werden,  zuweilen  fallen  sie  in  einen  Punkt  zusammen,  der 
dann  meist  auch  Eoppelpunkt  der  ,, Körper^  ist.  Aus  dieser  Inyarianz- 
eigenschaft könnten  wieder  Schlüsse  bezüglich  der  symbolischen  Gleichung 
gezogen  werden,  doch  führt  dies  von  unserer  eigentlichen  Aufgabe  ab. 
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Nach  diesen  Vorbereitungen  wollen  wir  nnn  zar  Beschreibung  einzelner 
Tji>en  von  Pantagraphen  ttbergehen. 

Pantagraph  a)  entspricht  dem  Schema: 


(^)  =  0  (Fig.  3). 


Ä. 

A    ^1 

s, 

A    A 

s. 

A    A 

s. 

A,    ... 

8„ 

A„-iA„ 

8 

A    A„ 

(A-l) 
(A) 


Erklärung.  Wir  haben  eine  Kette  von  Stäben,  wie  ans  dem  Schema 
der  Grundpunkte  (Afatrix,  rechts  oben)  zu  entnehmen  ist.  Die  Ketten- 
stäbe sind  cjklisch  affin  bezogen  und  auf  ihnen  je  ein  homolog  affiner 
Punkt  Si  fixirt.  An  die  Kette  ist,  vom  Haupte  Äq  ausgehend,  ein  Netz 
von  Parallelogrammen  gelegt,  welches  den  Additionskörper  versinnlicht.  Der 
Endpunkt  des  letzteren  ist  ein  Punkt  8^  der  auf  der  Verbindungslinie  AqÄu 
ebenso  liegt,  wie  irgend  ein  Si  auf  dem  zugehörigen  Stabe  Si^iSt. 

Diese  räumlich  bewegliche  Kette  (Parallelogramme  müssen  erhalten 
bleiben!)  stellt  einen  einfachen  Multiplicator  dar.  Dieselbe  wurde  bereits 
—  allerdings  in  anderer  Form  in  meiner  ersten  Mittheilung  zum  Schluss 
von  §6  --  besprochen.  Von  diesem  Pantagraphen  dürfte  besonders  der 
Specialfall  der  dreigliedrigen  Kette  interessiren. 

Pantagraph  b)  entspricht  dem  Schema: 


Ä, 

AFP 

s» 

P    B    P 

Ss 

PPC 

8 

ABC 

ip). 
ip) 


0  (Fig.  4). 


(P) 


Die  Erklärung  des  Schemas  der  (rechts  oben)  stehenden  Grnndpunkte 
besagt,  dass  wir  drei  vom  Koppelpnnkt  P  auslaufende  Stäbe  haben:  PÄ^ 
PB,  PC.  Auf  jedem  dieser  Stäbe  ist  ein  Punkt  S^  bez.  8^  bez.  8^  markirt, 
welche  homolog  affin  entsprechend  sind,  aber  nicht  in  der  Weise,  dass 
jeder  Stab  vom  Punkte  im  gleichbleibenden  Verhältniss  getheilt  wird,  denn 

""*J*  8,=  .A  +  (X  +  ,)P. 

S,=  A£  +  (x  +  ^)P, 
8,=  tiC  +  {,K  +  i)P, 
(l  =  *  +  i  +  ft). 
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Sx 

Ä   p  p  p 

iP) 

s. 

P    B    P    P 

iP) 

s. 

P    P    C     P 

(.P) 

s 

P    P    P    D 

(P) 

Ä    B     C    D 

iP) 

Von  P  ans  ist  ans  den  drei  Strecken  PS^y  F8^,  P8^  das  Additions- 
parallelepiped  constmirt,  dessen  Resnltantenpnnkt  S  nach  unserem  Lehrsatse 
homolog  affin  veränderlich  mit  dem  Dreieck  ABC  ist,   das  heisst 

8^kA  +  XB  +  (iC. 

Wir  haben  es  also  mit  einem  Pantagraphen  zu  thun ,  der  zum  yerftnder- 
lichen  Dreieck  ABC  den  Theilungspunkt 

constrnirt.  ^ 

Pantagraph  c)  entspricht  dem  Schema: 


0(Pig.5). 


Erklärung :    Vom  Punkt  P  gehen    yier  Stäbe  aus-  nach  den  Punkten 
eines  yeränderlichen  Tetraeders  Af  B,  C,  D,     Auf  ihnen  sind  in  gewisser 
Weise  [vergl.  oben  Fall  b)]  Punkte  St  markirt  und  schliesslich  aus  den  yön 
P  nach  den  8i  liegenden  Theilstrecken   mit  dem  Haupte  P  der  Additions- 
körper constrnirt,   der  hier  ein   parallelogrammflächiges  Dodekaeder  wird. 
Der  Besnltantenpunkt  S  desselben  genügt  der  Formel: 
8=-%A  +  lB  +  ^C+vD 
(1  =  X  +  A  +  ^  +  v). 
Die  Grössen   k,  A,  ^,  v    sind    bestimmte,    wenn   die   8i    richtig   be- 
stimmt sind. 

Satz  zu  den  Pantagraphen  b)  und  c).    Ist  der  Besnltantenpunkt  8 
im   nicht  degenerirten  Dreieck   ABC  bez.  Tetraeder  AB  CD  einmal   ge- 
wählt,   so   gehört   dazu    ein    ganz  bestimmtes   System  der  8i*     Dann  ist 
nämlich  die  Beihe  x,  X,  ft,  bez.  x,  A,  ft,  v  fest  bestimmt,  folglich  auch  die  8i. 
5i  =  x-ä  +  (A  +  f*)P  etc.  für  den  Pantagraph  b), 
6^1  =  x-4  +  (A  +  f4  +  v)P  etc.  für  den  Pantagraph  c). 
Dieser  Satz    wird    uns   später   bei    Ableitnng   yon   ttbergeschlossenen 
Banmfiguren  nützlich  sein. 

Pantagraph  d)  entspricht  dem  Schema: 


s. 

A 

B, 

G, 

(P) 

A, 

B, 

0, 

(P)  > 

A 

B> 

C, 

(P) 

0  (Fig.  6). 


Erklärung:  Wir  haben  zwei  Tetraeder,  die  in  einem  Eckpunkt  P  ge- 
koppelt  sind  und  deren  Basisflächen  affin  einander  zugeordnet  erscheinen. 
In  denselben  befinden   sich  die  homolog  affinen  Punkte  S|  und  8^.    Aus 
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den  von  P  auslaufenden  paarweis  zugeordneten  Tetraederkanten  werden 
Parallelogramme  constrnirt  mit  den  Besnltantenpunkten  Ä^B^O^ 

Constrnirt  man  in  analoger  Weise  aus  den  von  P  nach  den  Punkten 
Si  und  8^  gehenden  Strecken  das  Parallelogramm,  so  ist  dessen  ßesultanten- 
pankt  S  invariabler  Theilpunkt  der  yerftnderlichen  Ebene  A^B^O^  der  erst 
erhaltenen  Resnltantenpunkte. 

Ans  dem  allgemeinen  Pantagraph  d)  ergiebt  sich  folgender  specieliere 
Pantagraph  d'): 

'  (p) 

(P)  =0  (Fig.  7). 


p 

s 

A    B,    C, 
Ag    -B»    <7j 

8 

A,    B,    C, 

{P) 


Erklärung:     Der  Eoppelpunkt  P  wird   beliebig  in  der  DreiecksflSche 


A^B^Cy  gewählt.  Wir  haben  also  nur  noch  ein  Tetraeder,  das  mit  seiner 
Spitze  P  um  einen  Punkt  P  einer  Dreiecksfläche  drehbar  erscheint. 
A^^  B^j  C3  werden  wie  oben  construirt.  Der  dem  Punkt  P  von  A^B^Ci 
entsprechende  Punkt  iS  in  der  affin  zugeordneten  Deckfläche  A^B^C^  des 
Tetraeders  ist  dann  auch  der  feste  Theilpunkt  des  veränderlichen  Dreiecks 
der  Resnltantenpunkte  A^^  B^^  0^,  —  Aus  dem  eben  beschriebenen  Panta- 
graphen  d)  kann  durch  fortgesetzte  Combination  desselben  Typus  ein  neuer 
Pantagraph  d")  entwickelt  werden,  der  eine  beliebig  hohe  Beweglichkeit 
erhalten  kann  (Fig.  8).  Man  setze  nämlich  auf  den  Pantagraph  d')  einen 
zweiten  von  derselben  Art,  so  dass  fQr  letzteren  das  Deckdreieck  A^B^Oj^ 
des  ersten  Apparates  zugleich  als  Grunddreieck  erscheint  und  der  Punkt  8 
im  Deckdreieck  A^B^C^  zur  Tetraederspitze  des  zweiten  Apparates  wird. 
Durch  gehöriges  Anfügen  von  Parallelogrammen  erreicht  man  dann  die 
Deckfläche  des  neuen  Apparates  A^B^C^i 


s 

A 

Bs 

c. 

T 

A 

*4 

Gl 

T 

A 

«8 

^6 

Der  Punkt  T  der  Tetraederfläche  A^B^C^  theilt  nun  wieder  das  ver- 
änderliche Dreieck  A^B^O^  ebenso  wie  8  die  Tetraederfläche  ^^^a^s  ^^^ 
P  die  Dreiecksfläche  A^B^C^. 

Auf  den  gewonnenen  Apparat  werde  nun  der  folgende 


T 

A 

^ 

c. 

(T) 

U 

A 

5. 

c. 

(20 

ü 

A 

B, 

0, 

(20 
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gesetzt  u.  8.  f.  Auf  die  bezeichnete  Art  kann  man  beliebig  viele  Tetraeder 
auf  einander  bauen;  immer  gilt  der  Satz,  der  ftlr  den  einflAchen  Panta* 
grahhen  d'^)  Geltung  hat. 

Pantagraph  e)  entspricht  dem  Schema: 


=  0    (Fig.  9). 


p 
p 

p 

■An      Bn      Cn 

iP) 

p 

ABC 

(.P) 

Erklftrnng:  Wir  haben  n  Dreiecke,  welche  in  einem  Punkte  P  ge- 
koppelt sind,  der  in  allen  Dreiecken  homolog  affin  entsprechend  liegt.  Zq 
den  von  P  ausgehenden  Systemen  von  n  E[anten 

PI,      PA,...PÄn, 
PB,       PB,...PBn, 

PC,     PC^...PCn 

werden  die  Additionskörper  construirt,  welche  die  Resultantenpunkte  A,  By  C 
ergeben.  Das  Dreieck  derselben  wird  dann  durch  den  Punkt  P  nach  festem 
Verhältniss  getheilt.  Im  Falle  wir  zwei,  drei  oder  vier  Dreiecke  gekoppelt 
haben,  ist  der  Additionskörper  ein  Parallelogramm,  ein  Parelleleplped  oder 
ein  Dodekaeder. 

Pantagraph  f)  entspricht  dem  Schema: 

|^^  =  0  (Fig.  10). 

Erklärung:  Wir  haben  drei  affin  bezogene  Tetraeder  AiBiCiDiy  welche 
in  einem  allen  „Körpern**  affin  homologen  Punkt  P  gekoppelt  sind.  Aas 
den  Kantentripeln  p^^  ^  p^^  ^  p^^^ 


p 

A 

B, 

c. 

A 

p 

A 

Pt 

0, 

A 

p 

A 

Ps 

c. 

p. 

p 

A 

B 

c 

D 

PD,  +  PD^  +  PD, 

werden,  von  P  ausgehend,  die  Additionskörper  mit  den  Besultantenpunkten 
A^  B^  C,  D  gebildet.  Der  Lehrsatz  besagt,  dass  der  Punkt  P  den  «Körper'' 
ABCD  nach  demselben  Verhftltnisse  theilt,  wie  irgend  eines  der  gegebenen 
Tetraeder  AtBiCiDi. 
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Pantagraph  g)  entspricht  dem  Schema: 


St 

Ai    JBi     Ci     P 

(P) 

s. 

At    Bt   P    n. 

(P) 

s> 

A,    P    Ct     D, 

(P) 

s. 

P     Bi    Ci    D^ 

(P) 

s 

A    B      C    D 

(P) 

(P)  =  0(Pig.ll). 


Erklfirnng:  Wir  haben  vier  affin  bezogene ,  cykliscb  gekoppelte  Tetra- 
eder.    Die  Besnltantenpunkte  A,  B,  0,  D^  welche  za  den  Additionskörpem : 
PA,  +  PA,  +  PA,+  \ 
PB,  +  PBt+   *    +PB„ 
PC.  +    ♦    +PO,  +  PC^, 
*    +PD,  +  PDs  +  PDt 
gehören  (Parallelepipede),  enthalten  als  festen  Theilpunkt  S,  den  Besnltanten- 
Punkt  des  «r  Summe     ps,_  + PS,  +  PS,+ PS, 

gehörigen  Dodekaeders. 

Einen    Pantagraphen  g')   derselben   Art   haben    wir    bei  anderen  Er- 
Ortemngen  kennen  gelernt.    Derselbe  entspricht  dem  Schema: 

ip) 

^^^  =  0  (Pig.2). 

(P) 
(VergL  auch  §  1  Schluss.) 

Kflrzt  man  das  Schema  noch  weiter  ab: 

(P) 

(^  =  0   (Fig.  12), 

iP). 

SO  gelangt  man  anf  den  einfachsten  aller   Mnltiplicatoren,  aaf  den  Syl- 
vester'sehen  Storchschnabel.     Derselbe  geht  gleichseitig  anch  als  Special- 
fall  des  Pantagraphen  a)  [Kette  mit  zwei  Gliedern]  hervor. 
Pantagraph  h)  entspricht  dem  Schema: 


Si 

A,     A,     P 

s» 

B,    P     B, 

s. 

P     c,    C, 

s 

C     B      A 

St 

A 

P 

s. 

P 

B 

8 

A 

B 

Ä, 

A 

Br 

P 

(P) 

St 

A 

P 

0, 

ip) 

s. 

p 

Bt 

c. 

(P)= 

-  0  (Pig.  13). 

P 

^4 

B, 

c. 

ip) 
ip) 

8 

A 

B 

c 
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A 

AAP 

^i 

B    P    B 

c. 

P     C     C 

p 

U    V    W 

s 

X     T    Z 

Erklärung:  Wir  haben  vier  affin  bezogene  Ebenen,  in  jeder  derselbe! 
▼ier  Punkte  festgelegt  und  schliesslich  die  ebenen  Vierecke  cjklisch  g& 
koppelt.    Die  Resultantenpunkte  8^  A,  B,  C  der  zu  den  Summen 

PS,+  PS,+  PS,+  *, 

PA,+PÄ,+   ♦    +PÄ^, 

PB,+   *    +PB,  +  PB,, 

*    +PC,  +  PG,  +  PC, 

gehörigen,  von  P  auslaufenden  Additionskörpern  (hier  Parallelepipede)  liegei 
in  einer  Ebene  und  theilt  in  dieser  der  Punkt  S  das  Dreieck  der  ÄB( 
nach  festem  YerhSltniss,  wie  aus  dem  Schema  ersichtlich. 

Lassen  wir  den  ,,  Körper^  der  vierten  Zeile  in  einen  Punkt  zusammen 
schrumpfen,  so  haben  wir  den  Typus  des  Pantagraphen  g)  [Fig. 2]. 

Als  Specialfall  wftre  noch  erwähnenswerth: 

(P)  =  0. 

(^ 
(P) 

Pantagraph  i)  entspricht  dem  Schema: 

(p) 
(p) 

(P)  =  0  (Fig.  14). 

Erklärung:    Wir  haben  ein  Dreieck  UVW  und  in  dessen  Ebene  eioei 

Punkt  P.     Von  diesem  laufen  drei  Strecken  PX,  PY^  PZ  aus,  auf  denei 

in  bestimmter  Weise   die    Punkte    X'Y'Z'   markirt  sind.     Aus    den  dre 

Theilstrecken  — ,      — .      — , 

PX\    PY\     PZ' 

wird  der  Additionskörper  (hier  Parallelepiped)  gebildet,  dessen  Besnltaoten 
punkt  8  ist.    Derselbe  theilt  das  Dreieck  der  aus  den  Parallelogrammen  n 

PD'+PZ=PJ, 

py+PY=^PBj 

PW+PZ^¥C 

gehörigen  Resultantenpunkte  A^  B^  O  in  festem  Verhältniss.  Dabei  spiell 
8  für  das  Dreieck  ABC  dieselbe  Bolle,   wie  P  fClr  das  Dreieck  W^ 
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X' 

X 

P 

P 

r 

P 

T 

P 

Z' 

P 
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Die  drei  Sirecken  PZ,  PF,  FZ  sind  nicht  im  gleichen  Yerhältniss 
zn  theilen;  denn  es  ist  ja: 

X'=xX  +  (;i  +  fi)P 

r=Ar  +  (K  +  ^)p 

Z'=f»Z+(x  +  A)P 

(l=X  +  A  +  fl). 

Statt  die  Strecke  PX  za  theilen,  kann  man  anch  die  im  Parallelo- 
gramm gegenüberliegende  Strecke  UA  in  gleicher  Weise  darch  einen  Panktii' 
theilen.  Dann  kann  man  auch  statt  des  grösseren  Parallelogramms  (PX  UA) 
das  kleinere  {PX'UA')  benutzen^  wie  in  Fig.  14  geschehen, 

Pantagraph  j)  entspricht  dem  Schema: 

'^^^  =  0  (Fig.  15). 

(^ 
(P) 

Erklftmng.  Von  einem  Punkt  P  eines  Tetraederkörpers  ü  V  WM 
laufen  Tier  Strecken  nach  den  Punkten  X,  T,  Z,  B.  Auf  diesen  Strecken 
sind  in  bestimmter  Weise  Punkte  X\  Y\  Z\  B'  markirt  und  aus  den 
Theilstrecken  von  P  nach  diesen  Punkten  der  Additionskörper  (Dodekaeder) 
construirt,  dessen  Oegenpunkt  8  ist.  Dieser  theilt  in  fester  Weise  das  Tetra- 
eder   der   Besultantenpunkte  A^   P,    C7,    2)    von   vier    Parallelogrammen, 

welche  zu  den  Summen;        ^^r  ,  -z^^      -—-- 

irU  -f-  Jr  A.  =  JtrAy 

¥v  +  Ty==pb, 


p 

U    V    W    M 

r 

X    P     P     P 

r 

P     Y     P     P 

Z' 

P     P     Z     P 

8 

P     P     P     B 

Ä    B     C     D 

PW+  PZ  =  PC, 


PM+PB  =  PD 


gehören.  8  hat  im  Tetraeder  AB  CD  dieselbe  Lage,  wie  P  im  Tetraeder 
UV  WM.  Die  Theilung  anf  den  Strecken  PX,  FT,  PZ,  PB  erfolgt  in 
der  Weise,  dass  r=  h Z  +  (i  +  ^  +  v)P 

r'=Ar+(«  +  ^  +  v)P 
^=  ^Z  +  (h  +  i  +  v)P 
i?'=vÄ  +  (ic  +  l  +f»)P 
(1  =  X  +  i  +  ^  +  v). 
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Man  ersieht  hieraus,  dass  die  Theilpnnkte  auf  drei  der  Strecken  be- 
reits jenen  anf  der  vierten  von  selbst  bestimmen;  dadurch  ist  dann  auch 
der  Theilpunkt  P  des  Tetraeders  TJVWM^  wie  der  Theilpunkt  8  des 
Tetraeders  AB  OD  festgelegt  

Zu  jedem  Punkt  des  Tetraeders  ABCDy  das  man  sich  festgelegt 
denken  kann,  gehört  ein  bestimmtes  System  [x,  A,  |u,  v],  also  aach  eine 
ganz  bestimmte  Theilang  der  von  P  ausgehenden  Stftbe  PX,  P  7,  PZ,  PH 
und  ein  bestimmter  Punkt  P  des  Tetraeders  UV  WM. 

Ein  Specialfall  j')  des  vorhergehenden  Pantagraphen  wird  erzielt,  wenn 
das  Tetraeder  U  V  WM  in  ein  ebenes  ausartet.  In  diesem  Falle  entspricht 
einem  in  der  Ebene  UV  WM  gewählten  Punkte  P  nicht  blos  ein  System 
von  Werthen  [x,  k,  f^,  v],  sondern  ein  ganzes  lineares  Gebiet  S  von 
solchen  Quadrupeln.  Dies  zieht  nach  sich,  dass  einem  Punkte  P  von 
UV  WM  nicht  blos  ein  Punkt  von  ÄBCD,  sondern  eine  geradlinige 
Pnnktreihe  von  Punkten  S  correspondirt.  Allerdings  werden  die  Anschluss- 
punkte X\  Y\  Z\  B'  andere,  aber  die  sftmmtlichen  Additionskörper  (Dode- 
kaeder) haben  dieselbe  gemeinsame  Ecke,  unter  Ecke  ist  dabei  nicht  blos 
der  Punkt  P,  sondern  gleichzeitig  die  von  Flächen  begrenzte  körperliche 
Ecke  zu  verstehen.     Diese  Thatsache  soll  später  Verwendung  finden. 

Weitere  Pantagraphe  könnten  noch  in  grosser  Zahl  entwickelt 
werden.  Einmal  dadurch,  dass  man  zu  einer  ersten  symbolischen  Gleich- 
ung noch  eine  oder  eine  Reihe  weiterer  hinzufügt,  oder  auch  dadurch, 
dass  man  Specialisirungen  bei  den  bereits  aufgezählten  und  analogen  ein- 
treten lässt    Solche  Specialisirungen  sind  z.  B. : 

1.  Man  lässt  den  einem  „Körper*'  affin  zugeordneten  Punkt  in  einen 
Eckpunkt,  Eoppelpunkt  fallen. 

2.  Man  lässt  den  j,Eörper^  nach  und  nach  degeneriren  in  ein  Punkt- 
system einer  Ebene  bez.  einer  Geraden,  oder,  man  lässt  den 
„Körper**  in  einen  Punkt  zusammenschrumpfen. 

Treten  mehrere  „Körper**  gleichzeitig  auf,  so  kaon  man  die  De- 
generation in  verschiedenen  Stufen  auf  einige  derselben  oder  gleichzeitig 
auf  alle  anwenden.  Doch  soll  auf  die  Ausführung  dieses  Gedankens  nicht 
weiter  eingegangen  werden. 

§  3.  Mehrfache  Erseugung  von  Gebilden. 
Mehrfache  Erzeugung  von  Kreisen.  Man  hat  zuweilen  beim 
Studium  ebener  kinematischer  Stabgebilde  Gelegenheit,  zu  bemerken,  dass 
Punkte  des  Mechanismus  zwangläufig  Kreise  beschreiben,  ohne  dass  dabei 
deren  Mittelpunkt  und  Badius  als  solche  schon  vorbedacht  angenommen 
worden  waren.  Hat  man  zwei  Mechanismen  Sl^  und  Sl^y  deren  zugehörigen 
Punkte  Pj  bez.  P^  Kreise  von  gleicher  Grösse  beschreiben,  so  kann  man 
die  Fixpunkte  beider  Apparate  (hier  zuftUig  auf  oo  viele  Arten)  so  anordnen, 
dass  die  von  den  P  beschriebenen  Peripherien  sich  decken^   das  heisst  diese 
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Ponkte  P  za  einem  gekoppelt  werden  können.  Hat  man  zwei  oder  mehr 
Apparate  Sit  solchergestalt  gegen  einander  orientirt  und  im  kreiserzeugen- 
den Punkt  gekoppelt,  so  spricht  man  von  einer  simultan  mehrfachen  Kreis- 
erzeugung.  Dieselbe  giebt  zu  übergeschlossenen  Mechanismen  in  vielfacher 
Art  Anlass.  Statt  z.  B.  direct  die  Punkte  dreier  orieutirter  Mechanismen 
zu  koppeln ,  kann  man  sie  an  die  Eckpunkte  eines  festen  Dreiecks  koppeln, 
das  nur  der  einen  Bedingung  unterworfen  ist,  dass  sein  umschriebener 
Kreis  der  yon  den  Mechanismen  erzeugte  ist  u.  s.  f.  u.  s.  f. 

Mehrfache  Erzeugung  der  sogenannten  Koppelcurve  (Fig.  1 
and  2).  Roberts  zeigte  zuerst,  dass  man  nuch  die  sogenannte  Koppel- 
curre  bei  der  erweiterten  three  bar  motion  mehrfach  erzeugen  kann.  Die 
drei  möglichen  Mechanismen  Sli^  von  denen  je  zwei  einen  Fixpunkt  ge- 
meinsam haben ,  geben  in  ihrer  Zusammensetzung  (Orientirung  und  Koppel- 
ang)  den  Anblick  der  Figur  1.  Bisher  glaubte  man,  dass  diese  drei 
Mechanismen  die  einzigen  sind,  durch  welche  die  Koppelcurve  erzeugt 
werden  kann.  In  meiner  ersten  Mittheilung  habe  ich  aber  gezeigt,  dass 
dem  nicht  so  ist.  Nach  zwei  Richtungen  hin  wurde  der  Beweis  für  diese 
Behauptung  erbracht.  An  erster  Stelle  kann  man  das  dort  entwickelte 
Princip  vom  Austausch  von  Dreiecken  und  Parallelogrammen 
zur  Anwendung  bringen,  wodurch  der  Aspect  der  Figur  1  verändert  werden 
kann.  An  zweiter  Stelle  wurde  gezeigt,  dass  zum  Mechanismus  Roberts 
nach  Art  der  Figur  2  noch  co*  Fixpunkten  nachgewiesen  werden  können, 
welche  gleichberechtigt  neben  den  Fixpunkten  des  Roberts'schen  Mechanis- 
mus stehen;  die  letzteren  sind  nur  sozusagen  ümrisspunkte  zum  Oebiet  der 
andern,  indem  sie  als  Resultantenpunkte  von  zu  Parallelogrammen  degenerirten 
Parallelepipeden  aufzufassen  sind.  Da  aber  nur  zwei  Fixpunkte  zur  Führ- 
ung der  Koppelcurve  noth wendig  sind ,  so  würden  damit  gerade  oo^  simultan 
gleichberechtigte  Erzeugungsarten  der  Rober ts'schen  parallel  laufen. 

Der  Nachweis  für  die  Existenz  dieser  Erzeugungsarten  konnte  dort 
mit  den  einfachen  Mitteln  der  Pnnktaddition  geführt  werden,  gehört  also 
in  das  Gebiet,  welches  wir  soeben  mit  der  Besprechung  der  Pantagraphen 
betreten  haben.  In  der  That  gelingt  es  hier,  den  dort  aufgestellten  Be- 
weis bedeutend  zu  verallgemeinern  und  ihn  als  Specialfall  eines  umfassenderen 
Gebietes  zu  erkennen.  Dazu  wird  uns  wieder  das  Schema  der  Pantagraphen 
vorzügliche  Dienste  leisten. 

Nachweis  eines  Lehrsatzes.  Der  Lehrsatz,  den  wir  hier  nach- 
weisen wollen,  hat  folgenden  Wortlaut: 

„Jeder  Mechanismus,  der  sich  durch  das  Schema 
eines  Pantagraphen  darstellen  Iftsst,  hat  unendlich 
viele  Erzeugungsarten  für  das  von  dem  Koppelpuukte 
desselben   beschriebenen  Baumgebilde." 

Wir  wollen  sofort  das  verallgemeinerte  Schema,  wie  wir  es  gelegentlich 
der  Betrachtung   der  Pantagraphen   entwickelt  haben,   zu  Grunde   legen. 

Zeitochrift  f.  Mathematik  n. Physik.  41.  Jahrg.  1896.  4.  Heft.  18  r^r^r^r-i]r> 

Digitized  by  VjOOQIc 


i 


194       Beitrag  zur  kinematischen  Theorie  der  Oelenkmechanismen. 


Dieses  lantet: 

(«) 

;  =0. 

H 

(?) 

Wir  nehmen  der  Einfachheit  halber  an,  dass  die  Fizpnnkte  des 
Mechanismus  die  Pankte  Z,  T,.,W  seien,  nnd  dass  sich  der  Koppel- 
pankt  in  der  Reihe  der  (a)(() . . .  (m)(^)  befinde.  Sollten  diese  Annahmen 
nicht  zutreffen,  so  mtlsste  der  Beweis  einige  Modificationen  erfahren  und 
eventuell  ein  Schema  benutzt  werden ,  das  unter  dem  Horizontalstrich  mehr 
als  eine  Zeile  angesetzt  hat.    . 

Der  Erklärung  gemftss,  welche  wir  früher  vom  Schema  gegeben  haben, 


...U,     T,     8, 

Ä,     A,.. 

■  Ä, 

•             •                • 

B,     B,.. 

.B, 

...17,   r«   & 

i£^     JSf^ . . 

.M, 

...U     T      S 

X    r.. 

.  w 

bedeuten  die  Punktreihen: 


Si 


Punkte  im  „Körper **  derselben  Horizontalreihe,  welche  so  homolog  affin  in 
den  zugeordneten  Körpern  liegen,  wie  sie  in  Colonnen  unter  einander  stehen. 
Es  ist  durch  den  sogenannten  Lehrsatz  dann  nachgewiesen  worden,  dass 
die  Besultantenpunkte  U     T     8 

der  colonnenweis  zu  bildenden  Additionskörper  im  , Körper'  X  F.  ..  TT  die 
homologe  Lage   einnehmen.    Da  nun  angenommen  wird,  dass  die  Punkte 

. . .  üi,     Ti,    8i 

durch  ein  System  von  festen  Werthen  %i  aus  dem  System  der  Grund- 
punkte (rechts  oben)  entwickelt  werden: 


U.  6.  f. 
U.8.  f. 
U.S.  f., 


SO  folgt  auch  für  die  U     T     S' 


das    heisst,   dass    die   Punkte   8,    T,   17,...    dann   Fixpunkte  sind,    wenn 
X,  T^»..W  diese  Eigenschaft  haben. 

Verschwindet  die  Determinante  der   |  k  |    nicht,    bez.  deren  Minoren, 
dann  können   wir  die  Punkte   8,  T,  CT. . .   als  Fixpunkte   auf&ssen ,   die 
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mit  den  Fizpunkten  des  ,» Körpers"  Z  F. ..  TT  gleichberechtigt  sind.  Oeo- 
metrisch  gesprochen,  würde  das  besagen:  Zerlegt  man  die  im  System 
der  Grnndpnnkte  stehenden  „Körper '  in  Partialkörper ,  so  dürfen  im  links 
des  Verticalstriches  stehenden  Schema  nur  so  viele  Punkte  diesem  speciellen 
Baume  angehören,  als  im  System  der  Orundpunkte  yorgesehen  u.  s.  w. 

Im  Torliegenden  Falle  giebt  es  oo*^'^  solcher  Punkte  5,  T^  17.  • . 
Aas  ihnen  kann  man  oo"C»-i)  Systeme  yon  Fixpunkten  wählen,  welche  die 
Fixpunkta  Z  F. . .  TT  ersetzen.  Jede  solche  Wahl  bedeutet  für  unsere  Zwecke 
eine  neue  Erzeugungsari 

Beispiel  a).  Wir  wollen  dies  zuerst  an  dem  uns  bekanntesten  Fall 
der  Boberts*schen  Erzeugung  der  Koppelcurve  illustriren.  Der  Mechanis- 
mus derselben  lautet  einfach  so: 


^1 

A, 

P 

(P) 

Ä. 

F 

B, 

{P) 

p 

ö. 

c» 

iP) 

c 

B 

A 

(.Pj 

=:0(Pig.l). 


Wir  können  das  Schema  erweitem  durch  Zufügen  eines  Schemas  von 
affin  entsprechenden  Punkten: 


...U,    T,    8, 

^i 

A,    P 

...17,    T,    8, 

B, 

P    Ps 

...17,     T,    8, 

P 

c,   c, 

...U     T     8 

C 

B     A 

ip) 
(P) 
{PI 

(P) 


0. 


Sind  die  ...  U,  T,  8  anabhBngig  von  einander  gewftblt,  so  bilden 
sie  eine  Beihe  von  Fixpunkten,  die  der  Reihe  nach  tOi  C,  B,  A  gesetzt 
werden  kOnnen.    Eliminiren  wir  die  letzteren  Fizpunkte  ganz,  so  erscheint 


=  0 


u. 

y.  s. 

iP) 

u. 

T,    8, 

(P) 

ü» 

T,   8, 

(P) 

u 

T    8 

(P) 

als  eine  simultan  dreifache  Erzeugung  der  Koppelcurve,  die  gleichberechtigt 
neben  derjenigen  Roberts  steht. 

Beispiel  b).  Wenn  ein  Tetraeder  gezwungen  ist,  sich  so  zu  be- 
wegen, dass  jede  Ecke  desselben  eine  Kugelflftche  beschreibt,  so  beschreibt 
jeder  mit  dem  Körper  des  Tetraeders  fest  verbundene  Punkt  P  ein  Stück 
einer  FlSche  O,  Wir  können  dieser  ersten  Erzeugungsart  der  Fläche  O 
das  folgende  Pantagraphenschema  zuordnen: 

Digitized  by  LjOOQIC 


196        Beitrag  zur  kinematischen  Theorie  der  Gelenkmechanismen. 


u  r  w  M 

(P) 

X    P    P    P 

iP) 

P     T    P    P 
P    P     Z    P 

(P) 

P    P    P    B 

(P) 

A     B     C    D 

Wie  man  demselben  entnehmen  kann,  stellt  UV  WM  das  Tetraeder 
P  den  Pankt  yor,  der  im  Tetraeder  die  fragliche  Fläche  O  beschreibe! 
soll.  Von  P  gehen  die  vier  Stäbe  PX,  PY,  PZ,  P^ans,  welche  mi 
den  zugeordneten  yier  Stäben  PH,  PF,  PW,  PM  za  Parallelegram mei 
mit  den  Besnltantenpankten  Äy  B^  C^  D  veryollständigt  werden: 

PX  +  PÜ^PÄ, 
Pf+Pf  =PP, 
PZ  +  PW^  PC , 
PB+PM=¥3. 

Daraus  erkennt  man,  dass  bei  festgehaltenen  Resiiltantenpnnkten  di( 
Ecke  U  des  Tetraeders  eine  Eugelfläche  zum  Mittelpunkt  Ä  und  den 
Radius  PX,  die  Ecke  V  eine  solche  zum  Mittelpunkt  B  und  dem  Radim 
PT,  die  Ecke  W  eine  solche  mit  Mittelpunkt  C  und  dem  Radius  PZ 
schliesslich  M  die  Eugelfläche  zum  Mittelpunkt  D  und  Radius  PB  be 
schreibt. 

Ergänzen  wir  das  Schema  zunächst  in  allgemeinster  Weise  dadorcfa 
dass  wir  im  Tetraeder  UV  WM  neben  P  noch  weitere  yier  nicht  in  einei 
Ebene  liegende  Ponkte  annehmen:  8\  8"j  8"\  8""  und  suchen  zu  diesei 
auf  den  „Körpern**  XPPP,  PYPP  u.  s.  f.  die  entsprechenden  Beihei 
X\  T\  X"\  Z"";  Y\  Y\Y'\  F""  u.  s.  f.  wie  folgt: 


=  0, 


so  bilden  die  Resultantenpunkte  8^,  8^j  8^^  8^  der  Additionskörper  % 
^a»  %>  ^1  ^"^  Tetraeder  der  Fixpunkte  ^,  ^^  0,  1>  ein  System  von 
festbleibenden  Theilpunkten  des  letzteren  Tetraeders,  das  homolog  affin  dem 
System  8',  8",  8"\  S""  im  Tetraeder  UVWM  ist. 
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8""  8'"   8"    8' 

UVWM 

(P) 

X""  X'"  X"  X' 

X    P     P     P 

iP) 

Y**"  y"  y"    Y* 

P     P     P     P 

(P) 

Z""  Z'"  Z"   Z' 

P     P     Z     P 

(.P) 

p    B'"  B"  b: 

P     P     P     B 

iP) 

Si    5,     8,    8, 

A     B     C     B 

(P) 
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Wir  können  demnach  die  Fixpunkte  Ä^  B^  C^  D  durch  die  all- 
gemeineren 8^,  iSj,  8q,  8^  ersetzen  und  erhalten  so  eine  neue  Erzengungs- 
iri  der  Fläche  <2>. 

Da  die  Wahl  der  Punkte  S',  8'\  Ä'"  8""  beUebig  war,  so  können 
rir  speciellere  Annahmen  treffen. 

Wir  können  die  Punkte  auf  den  Seitenflächen  des  Tetraeders  annehmen 
md  erhalten  folgendes  Schema: 

ip) 

(p) 

(.p) 

(p)' 

(p) 


8""  8"'   8"   8' 

U 

y 

W 

M 

X""  X"-  r'  p 

X 

p 

P 

P 

T'"  T"  p  r 

P 

Y 

P 

P 

Z""  P     Z"  Z' 

P 

P 

Z 

P 

P      B"'  B"  B' 

P 

P 

P 

B 

8i     5,     5,     Sj 

A 

B 

c 

D 

0. 


(P) 

Die  Additionskörper  sind  in  diesem  Falle  Dodekaeder.  Oder,  wir 
ehmen  die  Reihe  der  Punkte  8',  ä",  8''\  8""  auf  vier  Kanten  des 
'etraeders  ZZFTFiKf  an,  die  einen  Linienzug  bilden ,  dann  ergiebt  sich: 

{p) 
(p) 
(p) 
(p) 
(p) 


8"'   8'"   8"   8' 

U    7 

W   M 

p    r"  X"  p 

X    P 

P    P 

r'"  r"  p  p 

p  r 

P     P 

Z""  P     P     Z' 

p  p 

Z     P 

P      P      B"  B' 

p  p 

P     B 

8,     8,    8,    8, 

Ä    B 

C     B 

=  0. 


(^) 

_  Liegen  8\  S",  S'",  8""  der  Reihe  nach  auf  den  Kanten  WM,  MUy 
^F;  VW  des  Tetraeders  UV  WM,  so  liegen  die  Punkte  S,,  Sj,  Ä»,  8^ 
ir  Reihe  nach  auf  den  Kanten  ÜB,  DA,  AB^  BCdes  Tetraeders  AB  CD 
)T  früheren  Fixpunkte.  Die  Additionskörper  sind  nun  Parallelepipede. 
'^ürde  man  auf  zwei  Gegenkanten  des  Tetraeders  je  ein  Paar  der  8\ .  . 
Sblen,  so  käme  man  zu  folgendem  Anblick: 


Ä""  Ä'"  ä"  8' 

Y*"'   y"'  P  P 

P     P      Z"  Z' 

P     P      S'  B' 


fif,     S,     Sj     Äj 


V 
X 

p 
p 
p 


V 

p 

Y 
P 
P 


Ä     B 


w 

M 

iP) 

p 

P 

(P) 

p 

P 

(P) 

Z 

P 

(P) 

p 

B 

(P) 

c 

B 

(P) 

=  0. 


Es  liegen  dieser  Annahme  gemäss  8'  und  8'*  auf  der  Kante  WM. 
"8'"'  auf  der  Kante  177;  analog  befinden  sich  dann  8i  und  8^  auf  der 
mte  CDj  8s  und  8^  auf  der  Kante  AB. 
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unter  allen  Fixpnnkten  ist   aber  ein  einziger  aasgezeichnet ,  nftmlich 


jener,  welcher  dem  Schema  genügt: 


p 

U 

V    W    M 

X' 

X 

P     P     P 

r 

P 

T    P     P 

Z' 

P 

P     Z     P 

B' 

P 

P     P     B 

8 

Ä 

B     C     D 

(P) 
(P) 
(P) 
ip) 


=  0. 


(P) 

Artet  das  Tetraeder  in  ein  ebenes  Viereck  ans,  so  giebt  es  oo^  solcher 
Fizpankte  8;  aus  ihrer  Beihe  können  alsdann  zwei  anabhängige  gewählt 
werden. 

Die  gegebenen  beiden  Beispiele  mOgen  genügen,  am  das  Wesen  der 
hier  zar  Betrachtang  gestellten  mehrfachen  Erzeagangen  yon  Gebilden  za 
charakterisiren.  Der  Nachweis  stützte  sich  hierbei  wesentlich  aaf  lineare 
Aasdrücke.  Man  könnte  also  die  yorangehenden  Betrachtangen  auch  als 
ein  Studiam  der  linearen  ümformangen  von  Erzeagangen  bezeichnen.  Dann 
würde  sich  als  Gegenstück  gegenüberstellen  das  Stadiam  von  der  Um- 
formung der  Erzeagangen  auf  Grand  nicht  linearer  Beziehungen. 


(Fortsetzung  folgt.) 
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Die  elementaren  symmetrischen  Functionen  und 

die  Potenzsummen  einer  oder  mehrerer  Beihen 

von  Veränderlichen. 

Von 

Dr.  Pb.  Junker 

in  Urach. 


I.  Einleitung. 
Bekanntlich  lassen  sich  die  Potenzsmnmen  s^  —  £x^^  8^ "-  ^^^ 
s^'^Sa^j...  als  ganze  Functionen  der  rElementarfonctionen  Sx^^Qi, 
£x^x^  —  o,,  Hx^x^x^  —  ^ )  •  •  •  I  ^x^x^ ..,Xr^ar  von  r  VerÄnderlichen 
x^x^,..Xr  nnd  nmgekehrt  darstellen,  eine  Aufgabe,  die  schon  Newton 
gelöst  hat.  Die  hierauf  bezüglichen  Becnrsionsformeln  heissen  deshalb 
anch  die  „Newton'schen  Formeln"  nnd  sind  aasgedrückt  durch: 


1) 


2) 


«,-aJ-2a, 

»8  —  «'-  3a,a,+  3(i, 


«»8- 6  (4-3*1  «1+2«,) 


Wichtiger  als  diese  sind  die  Endformeln,  welche  spftter  Warin  g  in 
seinen  Heditaüones  algebraicae  (Editio  tertia,  pag.  13)  entwickelt  hat 
Durch  dieselben  ist  es  mOglich,  die  Coeffidenten  a,  ß,  y,..;  bezw. 
«/j  /J*,  /, ...  der  in 

Sp  —  aa^+  ßaf  -*a,  +  yaf-»«,  +  •  •  • 

«ip -«/«?+ ^sf -»«,+ /»r '»8 +  •  ■ 
auftretenden    isobaren   (vom   gleichen   Gewichte  p)  Frodncte  af,  af'^Off 
af~*a,,...,  bexw.  «5,  «?~*Sjt  'f~**8>-  •  direot  allgemein  zu  be8tinunen.T{^ 
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Was  nun  die  praktische  Anwendung  und  die  Einfachheit  des  Ve^ 
fabrens  betrifft^  so  glaube  ich,  dass  auch  die  in  Nr.  II  u.  flg.  enthaltene 
Methode,  die  auf  dem  Wege  der  Differentiation  zum  gewünschten  Ziele 
f&brt  und  meines  Wissens  yollstSndig  neu  ist,  es  wohl  verdienen  dürfte, 
hier  mitgetheilt  zu  werden.  Dieselbe  beruht  in  der  Lösung  der  Aufigabe, 
auf  Grund  der  bekannten  Darstellung  £x^^'q>(a)  der  Summe  der 
p^^^  Potenzen  durch  Elementarfunctionen,  bezw.  der  jp-f9rmigen 
Elementarfunction  dp^fi/)  durch  Potenzsummen  die  Summe 
der  (i?  +  l)*®"*  Potenzen,  bezw.  die  (i>+l)f6rmige  Elementar- 
function herzuleiten.  Ausgehend  von  der  niedrigsten  Potens- 
summe  $i  — a^,  bezw.  Elementarfunction  a^— 5^,  führt  diese 
Methode  vermittelst  eines  gewissen  Differentiationsprocesses 
successive  zur  Darstellung  aller  folgenden  Potenzsummen,  bezw. 
Elementarfunctionen. 

Sie  liefert  gleichzeitig  auch  ein  Mittel,  die  identischen  Relationen 
aufzustellen,  welche  zwischen  den  Potenzsummen  vorhanden  sind. 

Treten  an  Stelle  der  r Veränderlichen  x^x^.^.Xr  des  binären  Gebiets 
r Paare  von  solchen  x^y^y  ^^s)*-*«  ^rtfry  wie  dies  im  temären  Gebiet  der 

Fall  ist,  80  hSngen  die  letzteren  bekanntlich  dorch  «  —  ^(r  4-  3)  Elementv- 
functionen: 

Zx^x^  -  an,         ÜXiV,  -  «lg,        -Ty^yg  -  a„ , 
2;iri«,a:j  -  Oj,„     -S*,«:,»,- ajjg,    2;«iy,y,  — a,„,    üyiViVt" 'ha 


3) 


untereinander  zusammen,  wo  die  Reihen  x  und  y  bezw.  durch  die  In- 
dices  1  und  2  bezeichnet  werden  mögen.  Den  Potenzsummen  des  binftren 
Gebiets  entsprechen  hier  diejenigen  symmetrischen  Functionen,  welche  in 
jedem  Gliede  nur  die  Elemente  eines  Yariablenpaares  enthalten.  Wir 
nennen  dieselben  nach  bekannten  Vorgängen  einförmige  symmetrische 
Functionen  oder  kurz  einförmige  Functionen  und  bezeichnen  sie  ent- 
sprechend den  Elementarfunctionen  mit  dem  deutschen  Buchstaben  a: 


4) 


Sxf  -  ttii,      ^x^y^  -  a^a ,         2yl  -  o,, , 

Olli  >   ^^lyi  —  «112 1   ^^1  yl  —  öiM , 


2;xj 


^yl-(hn 


Höhere  Functionen  dieser  Art,  z.  B.  Sx^y^,  mögen  auch  durch  o«,,^ 
angegeben  werden,  wo  wir  unter  jp  —  a  +  jS  das  Gewicht  der  Func- 
tion 2x1^  y^  und  unter  a  bezw.  ß  die  Gewichtszahlen  derselben  hinsichtlich 
der  Reihe  XiX^ . . .  ov,  bezw.  y^y^ .  • .  ^r i  verstehen.  Wie  nun  im  binären  Ge- 
biet jede   Potenzsumme   als   ganze   Functicm^  der  rSementaren  Fonetionen 
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tind  umgekehrt  dargesteUt  werden  kann,  so  gilt  dasselbe  auch  in  gleicher 
Weise  Air  die  einförmigen  und  elementaren  Functionen  des  temären  Ge- 
biets. Wir  werden  in  III.  zeigen ,  wie  sich  mit  Hilfe  weiterer  Differentiations- 
processe  die  hierher  gehörigen  Formeln  direct  aus  den  entsprechenden  des 
binSren  Gebiets  herleiten  lassen, 

n.  Heue  Darstellung  der  Potenzsummen  durch  Elementarfimotionen 

und  umgekelirt. 

a)  Darstellung  der  Potenzsummen  Sp^t  mit  Hilfe  der  Potenz- 
summe  Sp, 

Nehmen  wir  an,  es  sei  auf  irgend  eine  Weise  die  Summe  der  jp*^° 
Potenzen  Sp'^^x^  der  Veränderlichen  x^x^.i.Xr  (wo  r  eine  endliche  Zahl 
sein  soU)  durch  die  Elementarfnnctionen  OiC^.^.Or  derselben  ausgedrückt 
worden  und  bezeichnen  wir  diese  Darstellung  mit: 

so  gelten  offenbar  die  Gleichungen: 

dsp  „    -       dq> 

dx^      ^^  dx^ 


5) 


dSp  ^_-       dqf 

dx^      ^  *  dx^ 


dSp  p_j       dq> 

dXr  dXr 


Multiplieirt  man   dieselben   der   Reihe   nach   mit  o^,  ^9-**i  ^r  and 
addirt  man  die  erhaltenen  Producte,  so  ergiebt  sich  die  Gleichung: 


1  * 


Die  Summe  der  (p  + 1)^°  Potenzen  ist  somit  dargestellt  durch: 

Da  nun   q>    nach   der   Voraussetzung   eine   Function   der  Elementar- 
fnnctionen <iia^...(Hr  ist,  so  ist: 

dx^   *      da^     dXi   ^      da^     dx^   *  ^  dar     dx^  ^ 

Ohne  Schwierigkeiten  ist  nun  hierin  zu  erkennen,  dass 

ist.  Die  hier  auftretenden  symmetrischen  Functionen  lassen  sich  sehr  einfach 
durch  Elementarfnnctionen  ausdrücken.  Werden  nämlich  die  beiden 
Functionen  ai  und  Oj  mit  einander  multiplieirt,  so  folgt:  Digitized  by  vjOOQ IC 
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Hx^Sx^x^  ...Xi'^  Sx\x^ . . .  05.-  +  (♦  +  V)Ex^x^ . . .  XiXi^i , 
oder:  a^.Oi^  Ex\x^ ...«.  +  («  +  l)a<4 1- 

Hieraus  ergiebt  sich  direct  die  Function: 
8)  2:x\x^...Xi-^a^ai  —  {i-\'\)ai+i, 

welche  fär  t»l,  2,  3,...  die  Gestalt  annimmt: 

2:xJ-aJ-2aj 


9) 


Mit  Hilfe  dieser  Functionen  geht  demnach  die  Gleichung  6)  über  in: 


10) 


l*^--^lls(-?-^'^)+l^(»^'^-3«»)+- 


+  |j[oi«r-(r  +  l)ar+i]), 


1  ^t99> 


die  wir  auch  in  der  Form  schreiben  können: 

1  f-r, 
11) 

Durch  diese  allgemeine  Formel  ist  die  Kenntniss  der  Potenz- 
summe Sp^i  auf  die  Kenntniss  der  nächst  niedrigeren  Samme 
8p '^  q)  zurückgeführt. 

Beispielsweise  ist  die  Summe  der  vierten  Potenzen  s^  yon  x^x^^^-Xr 
ausgedrückt  durch: 

^4  ==  aj  —  4af  Og  +  2aJ  +  4aia,  —  Aa^ . 

Bildet  man  hieraus  die  partiellen  Ableitungen: 

dtp 


da^ 


=-4o;— 8aiaj-4ci8, 


und  setzt  dieselben  in: 


"-'l{^  W-  H)+|^(".",-  3-.)  +|5(....-  4..) 


+  IfZ-'-'-H)) 


ein,  so  folgt  direct: 

5ß—  aj-  5ajaj+  5aia|+  öajoj—  50,03-60104+  So^, 
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Ebenso  erhalten  wir  ans  ^i  *■  9i  —  o^  direct: 


and  hieraas: 


^^- |{2fl,(af- 2a,)  -  2(0^0,  -  3a,)} 
—  aj  —  3aia^+  Sa^     n.  s.  w. 

Auf  diese  Weise  lassen  sich  somit^  wie  diese  Beispiele  be- 
weisen^  yon  der  niedrigsten  Potenzsnmme  ^i "- Oi  ausgehend 
sämmtliche  höheren  Potenzsnmmen  s^s^,..  der  Reihe  nach  durch 
die  Elementarfunctionen  (i^a^a^..,  darstellen. 

b)  Darstellung  der  Elementarfunction  Op^i  mit  Hilfe  der 
nächst  niedrigeren  Function  Op. 

Nehmen  wir  wie  in  a)  an,  die  Elementarfunction  Op  sei  auf  irgend 
eine  Weise  durch  die  Fotenzsummen  s^s^s^...  ausgedrückt  und  bezeichnen 
wir  diese  Darstellung  mit  ^.  ^ 

Bo  gelten  offenbar  wie  dort  die  Gleichungen: 
d(ip 


12) 


df 


dOp      „  df 


a^__ 


2XiXf.,.Xp' 


dl 

Dnrch  Multiplication  derselben  mit  a^,  «1, ...,a^  nnd  Addition  ergiebt 
sich  hieiaos  die  eymmetrische  Function: 

1  *  1  * 

vf eiche  nach  8)  angegeben  ist  dnrch: 

2a\x^x^ . .  .ai,—  ajOp—  (i>  +  l)ap+i. 

Setzt   man   diesen  Werth   in    13)  ein   und  gleichzeitig  der  Annahme 
g;em&8S  aj— «i,  <%>— /"(O;  ^^  folgt: 


14) 


'^+^'^i{'^f(^')-^a4 


Da  nun  f  eine  Function  der  Potenzsummen  s  ist,  so  folgt 

df 


a«!^    a«,    dxi^^ds^   dxi  ^^ 


^?^x?. 


dSp^t         dx^ 
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Hierin  ist,  wie  ohne  Weiteres  einleachtet, 

womit  die  Gleichung  14)  übergeht  in: 

die  auch  in  der  Form  geschrieben  werden  kann: 

Durch  diese  Formel  ist  die  Darstellung  der  Elementar- 
function  Op+i  durch  die  Fotenzsummen  s^s^s^.,.  zurückgeführt 
auf   die   Kenntniss    der    nftchst  niedrigeren  Elementarfunction 

Die  Elementarfunction  Vom  Gewicht  3  ist  beispielsweise  angegeben 
durch:  1 

Bildet  man  die  partiellen  Ableitungen  derselben: 
nach  5,,  $f  und  s,  und  setzt  dieselben  in 

ein,  so  ergiebt  sich: 

«4-  24^^ ""  ^^1**  "^  ^***»  "'■  ^^  ^  ^^^' 
wie  es  sein  soll. 

Die  Function  a^  giebt  wieder  Gelegenheit  zur  Bildung  der  Function  Oi, 
diese  Gelegenheit  zur  Bildung  yon  a^  u.  s.  w.  Wir  sehen  somit,  dass 
die  Operation  15)  ein  Mittel  darbietet,  successive  sftmmtlicbe 
Elementarfunctionen  vom  Gewicht  1,  2,  3,...  durch  die  Fotenz- 
summen s^s^s^,..  auszudrücken. 

m.  Die  einförmigen  und  die  elementaren  Functionen  iweier 
oder  mehrerer  Beihen  von  Verftnderliolien. 

Hat  man  nach  der  Methode  in  Nr.  11  die  Summen  der  Potenzen  der 
Elemente  x^x^,.,Xr  durch  die  Elementarfunctionen  der  letzteren  und  um- 
gekehrt dargestellt,  so  lassen  sich  hieraus  direct  die  entsprechenden  Func- 
tionen des  temäreu;  quaternären  u.  s.  w.  Gebiets  mit  Hufe  gewisser 
Differentialprocesse  bilden,  die  im  Folgenden  entwickelt  werden  sollen.   Zu 
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diesem  Zweck   wfthlen  wir   ans  naheliegenden  Ghrttnden  die  in  3)  und  4) 
angegebene  Bezeichnung  der  elementaren  bezw.  einförmigen  Functionen. 

um  sofort  die   allgemeinsten  Formeln  zu  erhalten,  nehmen  wir  an, 
es  sei  die  einförmige  Function 

als  ganze  Function  g>(a)   der    Elementarfanctionen   0102^11^9^22  ••  •  ^^^' 
gedrückt:  «..,-.p(«), 

dann  gelten  wie  oben  die  Qleichnngen: 

du  ,   1,       dm 


16) 


dXr  '       ^'-        dXr 


Werden  dieselben  bezw.  mit  den  Elementen  ViytVf'Vr  multiplioirt 
and  hierauf  addirt,  so  erhalten  wir  eine  neue  einförmige  symmetrische 
Fanction:  r 

17)  «^-;-Vx+'-2'gy- 

deren  Gewicht  hinsichtlich  o?  um  1  kleiner^  hinsichtlich  ^  um  1  grosser  ist 
als  das  der  Function  aa,ß-  Da  nnn  q)  eine  Function  der  Elementar- 
functionen  aia^ai^a^g ...  ist^  so  kann  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung 
auch  in  der  Form  geschrieben  werden; 

wo  sich  das  erste  Summenzeichen  auf  alle  Elementarfunctionen  in  tp  be- 
zieht,  in   denen   die   Reihe  x^x^..»   enthalten   ist.     Wendet   man  nun  die 

Operation  ^ ^—  tfi  auf  eine  temttre  Elementarfunction  Oxi  Ton  den  Beihen- 

1       * 
gewichtszahlen  %  und  X  hinsichtlich  x  und  ^   an^   so   geht   dieselbe,    wie 
leicht    zu    sehen,    abgesehen    von    einem  Zahlenfactor,    in    eine     andere 
Elementarfunction  0^1—1,24.1  Ton   den  Gewichtszahlen   x^l  bezw.  A  +  1 
über.     Ctonau  ausgeführt  erhalten  wir: 
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Mit  Hilfe  dieser  Fanction  nimmt  die  Gleichung  17)  die  Gestalt  an: 

19)  *|;-0„_,.^+i-i2;^(l  +  A)a,_,,i  +  i, 

oder  auch,  wenn  die  einzelnen  Elementarfunctionen  eingefährt  werden: 
1  f  dw  dip  dcp 

womit   die    einförmige   Function  Oa-i^ß-^i  durch  die  Elementarfunctionen 
ausgedrückt  ist 

Vertauscht  man  hierin  x  mit  y,  so  folgt  der  analoge  Prooess: 

20)  ö^_aa+i.^-i-ii:^(H-«)a,+,.,_,, 
dem  auch  die  specielle  Gestalt  entspricht: 

20') 


.ito       *  l\d(p       .    dtp         .    dif         . 


ß\da,  "  da„  »     da^ 

Mit  Hilfe  dieser  Processe  lässt  sich  jede  einförmige  Func- 
tion Uff,/}  Tom  Gewicht  a  +  ß  direct  in  eine  andere  derartige 
Function  vom  gleichen  Totalgewicht  aber  yerschiedenen 
Beihengewichten  überführen.  Dabei  ist  nicht  nothwendig^  dass 
q>  die  beiden  Reihen  XiX^..,Xr^  ViV^^'^Vr  zugleich  enth&lt.  Es 
genügt,  wenn  die  Darstellung  der  binären  Potenzsumme 
£xl=tp{a)  bekannt  ist,  um  nach  wiederholten  Anwendungen 
der  Operation  19)  auf  dieselbe  direct  zur  Darstellung  aller 
übrigen  einförmigen  Functionen  Zx^^'^^y^^  ZaJ^^^yJ,  ...,  2y\  vom 
gleichen  Gewicht  zu  gelangen. 

Beispielsweise  erhalten  wir,  yon  der  Function 

-^«1  "=  «1  -  4ajan  +  2af,  +  ^<h(hn  -  4«iiii 
ausgehend,  die  weiteren  einförmigen  Functionen  vom  Gewicht  4: 

l  +  2aiia„  +  2aiai„  +  2c^a^^^  —  2c^^^)    u.  s.  w. 

Ist  umgekehrt  die  Elementarfunction  atx  durch  einförmige  Functionen  a 
ansgedrackt:  ««.a- /•(«), 

so  erhalten  wir  auf  ähnlichem  Wege  die  Processe: 
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22)  qi,_a,_i,a+i-jj-;^i'g^«Ca-,.^+i, 

23)  5r..a,^^,_,.__2__^aa+,,^-x, 

die,  wenn  man  die    einzelnen  einförmigen  Fonotionen  einfahrt,  anch  die 
specielle  Gestalt  annehmen: 


22») 


23') 


,T«  1     (df       ,    df        ,     df 

Die  Anwendung  dieser  Operationen  auf  die  Function  ax2»/*(a) 
gestattet  direct,  alle  möglichen  zweireihigen  Elementar- 
funetionen  vom  gleichen  Gewicht  durch  einförmige  Functionen 
auszudrücken. 

Beispielsweise  geht  durch  einmalige  Anwendung  der  Operation  22) 
auf  die  Function  -t 

direct  die  weitere  dreif5rmige  Elementarfunction  hervor: 
«112-  2  ^^^^"^  ^^"  ""  2öiau+  2cn2). 


IV.  Die  identisclien  Belationen  swisohen  den  Potenzsummen 
der  Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung. 

Hat  man  eine  endliche  Anzahl  r  yon  Elementen  XiX^...Xr^  wie  dies 
zum  Beispiel  inmier  der  Fall  ist,  wenn  dieselben  die  Wurzeln  einer  algebra- 
ischen Gleichung  darstellen,  so  ist  bekanntlich  die  Anzahl  der  Elementar- 
fnnetionen  a^,  a^^  a^^  •..,  ar  derselben  ebenfalls  gleich  r,  während  die  der 
Potenzsummen  s^s^  ...Sr  ^+ 1 . . .  unendlich  gross  ist.  Daraus  schliessen 
wir,  dass  die  letzteren  nicht  unabhängig  von  einander  sein 
können,  sondern  durch  unendlich  viele  identische  Belationen 
untereinander  zusammenhängen  müssen,  um  die  einfachsten  dieser 
Belationen  zu  erhalten,  mögen  zunächst  nach  Nr.  11  die  Elementar- 
funetionen  a^ct^a^^..,  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Anzahl  der  Ele- 
mente x^x^x^...  beliebig  gross  oder  unendlich  ist,  durch  die  Potenz- 
summen Si8^8^,..  ausgedrückt  werden. 
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Wir  wollen  diese  Darstelltingen  durch: 

«r— ^,       Or^-i  — /r+l,       Or+J  — /r  +  2,  ••  • 

bezeichnen.  Gehen  wir  nun,  nachdem  dies  geschehen  ist,  wieder  auf  eine 
endliche  Anzahl  von  Elementen  Xia^...Xr  zarüok,  so  müssen,  wie  schon 
oben  erwähnt  wurde,  Yon  der  r*^  Elementarfimclion  ab  s&mmtliche  folgen- 
den Functionen  Or+i,  Or+tf---  identisch  verschwinden.  Ist  dies  aber 
für  die  Elementarfdnctionen  der  Fall,  so  müssen  offenbar  auch  die  ent- 
sprechenden Ausdrücke  derselben  in  den  Potenzsummen  /r+it  /r+ti  ••- 
Null  werden.  Die  identischen  Relationen  zwischen  den  Potenz- 
sammen SiS^s^...  der  rWurzeln  einer  algebraischen  Gleichung 
r**^  Grades  sind  demnach  angegeben  durch: 

/r  +  l=0 
/r-l-t-O 
/r+8-0 


24) 


Dieselben  sind  hinsichtlich  der  Wurzeln  x^x^.^.Xr  bezw.  yom  Oe* 
wicht  r  +  1,  r  +  2, ... 

Die  niedrigste  Relation  zwischen  den  Potenzsummen  ist  vom 
Gewicht  r  -f  1. 

Da  nun  die  Eiementarfunctionen  ar-^-u  ^ir^.«, . . .  auch  für  weniger  als 
r Verftnderliche  verschwinden ,  so  repräsentiren  die  Ausdrücke  fr-^i^  /r+2,... 
nicht  nur  identische  Relationen  für  r,  sondern  auch  solche  für  r  —  1, 
r  — 2,  ...,  3,  2,  1  Veränderliche. 

Für  die  Eiementarfunctionen  ff,,  (r,,  04,  1I5  erhalten  wir  die  Dar- 
stellungen: 

«4-  ^(4-  6^^2+  85,5i,-f  34-  65J, 

%-  ^(A  -  lOsJfi,  -f  20«j5,  +  \b8,4  -  30^154  -  205iSj  +  2455). 

Daher  ist: 

/ß  -  «;  -  lOfiJsg  +  2O5J5,  +  155i4  -  305i54  -  205,5j  -f  245^  —  0 
eine  identische  Relation  zwischen   den   Potenzsammen  der  Wurzeln  einer 
Gleichung  vierten,  dritten,  zweiten  und  ersten  Grades, 

/*-  ^-  esjsg  -f  8S1S3  +  35J  -  6«4-  0 
eine  solche  für   die  Potenzsummen  einer  Gleichung   dritten,  zweiten  und 
ersten  (Jrades  n.  s.  w.  (^  \ 
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Bei  dieser  Gelegenheit  sei  auch  erw&hnt,  dass  sich  die  identischen 
Relationen  zwischen  den  einförmigen  Fonctionen  zweier  oder  mehrerer 
Beihen  yon  Ver&nderlichen  unmittelbar  mit  Hilfe  der  Operationen  22) 
und  23)  aus  denen  der  Potenzsnmmen  herleiten  lassen. 

Schreiben  wir  zu  diesem  Zweck  beispielsweise  die  niedrigste  Relation 
zwischen  den  Potenzsommen  einer  Gleichang  dritten  Grades  /*4 ""  0  nach 
der  Bezeichnong  4): 

/;-  0}  -  6afa„  +  Sa,a,,,  +  3aJ,  +  6a,,,,  -  0, 

so  ergeben  sich  hieraus  direct  mit  Hilfe  der  Operation  22)  die  Relationen 
zwischen  den  einförmigen  Panctionen  zweier  Reihen  yon  Ver&nderlichen: 

/s.  1=  ajo,  -  SaiO^tta  -  Sojai,  +  2a^a„,  +  6a,a„^ 
+  ^a„ai^-  601112=- 0, 

A.  2 -  ajof -  ajo,,  -  ala„  -  4ca,a^a,^  +  4ca,a,^  +  4:a^a„i  +  2a^^^ 
+  ftnO«~6öuM-0. 

Die  übrigen  Relationen  fi^s^  fo^^  erhält  man  hierans  darch  Ver- 
tanschung  der  Indices  1  und  2. 


I 
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Ueber  Kreise,  welche  einen  Kegelsohnitt 
doppelt  berühren. 

Von 

Benedikt  Spobeb 

In  CftniutAtt 


I. 

1.  An  irgend  eine  Hyperbel  H^  seien  zwei  zur  Nebenachse  symmetrische 
Tangenten  hh^  nnd  cc^  gezogen,  welche  also  anf  den  Asymptoten  von  H*, 
von  dem  Schnittpunkt  o  der  letzteren  gerechnet,  gleiche  Stfloke  oh  ^ss  oe  nnd 
o&i  =  0C|  abschneiden  (siehe  die  Flgar).    Die  Endpunkte  &,  \  nnd  c,  C|  dieser 

Tangenten  liegen  dann 
immer  auf  einem  Kreise 
Ä^^  der  auch  durch  die 
beiden  Brennpunkte  von 
H^  geht.  Sind  diese  f 
und  f^^  so  ist  nftmlich 
immer 

o/',o/',=oft.oC|=o6,.{)c, 
und  die  Mitten  d,  d^ 
der  Sehnen  hh^  und  ec^ 
dieses  Kreises  Ä^  liegen 
mit  den  Mitten  e  und  e^ 
der  Sehnen  hc^  und  \c 
desselben  Kreises  auf 
einer  Geraden  parallel 
zur  Hauptachse  der 
Hyperbel.  Ziehen  wir 
weiter  mit  dieser  Haupt- 
achse irgend  eine  Paral- 
lele, so  hat  diese  mit 
der  Hyperbel  und  den  Asymptoten  derselben  vier  solche  Punkte  gemein, 
dass  das  Product  aus  den  Abschnitten  dieser  Parallelen  zwischen  einer 
Asymptote  und  der  Hyperbel  einen  constanten  Werth  hat,  es  ist  n&mlich 
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dem  Quadrat  der  halben  Hauptachse  er,  also  a*  gleich.  Die  Punkte  d 
und  dj  liegen  aber  als  Berührungspunkte  obiger  Tangenten  auf  der  Hyperbel 
und  «8  ist  also  auch :       ed.eä^^^  e^d.e^d,  =  «». 

Beschreiben  wir  aber  um  den  Mittelpunkt  a  des  Kreises  Ai^  einen 
Kreis  Ä\  der  durch  d  und  d^  geht,  oder  der  die  Hyperbel  H^  in  diesen 
Punkten  berührt,  so  wird  dieser  auf  den  Asymptoten  Sehnen  gPi  und  hhi 
ausschneiden ,  so  dass  stets  z.  B. 

ist,  das  heisst:    eg,eg^^  ed.ed^^  a\    oder    gg,^2a 

Berührt  ein  Kreis  il' eine  Hyperbel  doppelt  und  liegt  sein 
Mittelpunkt  auf  der  Nebenachse  der  Hyperbel,  so  schneidet 
er  auf  den  Asymptoten  derselben  Sehnen  gleich  deren  Haupt- 
achse 2a  aus  und  die  Berührungssehne  geht  durch  die  Mitten 
dieser  Sehnen. 

Liegt  der  Mittelpunkt  des  doppelt  berührenden  Kreises  dagegen  auf 
der  Hauptachse,  so  finden  wir  in  ganz  gleicher  Weise: 

Berührt  ein  Kreis  eine  Hyperbel  doppelt  und  liegt  sein 
Mittelpunkt  auf  der  Hauptachse  der  Hyperbel,  so  bestimmt 
die  Berührungssehne  auf  den  Asymptoten  derselben  zwei 
Punkte,  von  denen  an  den  Kreis  Tangenten  gleich  der  halben 
Kebenaehse  der  Hyperbel  gehen. 

2.  Ist  die  Entfernung  oa  des  Mittelpunkts  a  von  A^  vom  Mittel- 
punkt Yon  H*  gleich  X  und  bildet  eine  Asymptote  mit  der  Nebenachse  der 
Hyperbel  einen  Winkel  9>,  so  erhalten  wir  für  den  Halbmesser  q  des 
Kreises  A*: 

^»=  l«m«V  +  «»=  ^^,  +  «»=  -j^,(««+j5«+A«)  =  p(y*  +  i«), 

wo  Y  <^o  Entfernung  des  Brennpunktes  der  Hyperbel  von  ihrem  Mittel- 
punkt ist  Da  aber  y*  +  k^  das  Quadrat  der  Entfernung  des  Brenn- 
punktes f  vom  Mittelpunkt  a  ist ,  so  folgt  daraus : 

ö*  =  -5  •  a  A     das  heisst:      -^  «  — » 
oder:  y*  af      7 

Alle  Kreise,   welche  eine  Hyperbel  doppelt  berühren  und 

deren   Mittelpunkte  auf  der   Nebenachse   liegen,    werden  von 

jedem  Brennpunkt  unter  gleichem  Winkel  gesehen,    nSmlich 

unter  einem  Winkel  gleich  dem  der  Asymptoten.* 

3.  Schneidet  die  eine  Scheiteltangente  der  Hyperbel  die  Gerade  af  in  $\ 
so  ist  ai'.  af=i  a:  /,  das  heisst  ai  =  ^,  oder  jede  Scheiteltangente  schnei- 
det den  Kreis  in  denselben  Punkten  wie  die  Geraden  von  den  Brennpunkten 
der  Hyperbel  nach  dem  Kreismittelpunkt  a;  oder: 

*  Dieser  Satz  und  einzelne  der  folgenden  sind  bereits  von  Steiner  (ohne 
Beweis)  gegeben  worden.  ^  j 

Digjt|«d  by  VjOOQ IC 


212       üeber  Kreise,  welche  einen  Kegelschnitt  doppelt  berühren. 

Dem  Kreis  Ä^  Ittsst  sich  allemal  ein  Bechteck  ein- 
beschreiben, von  dem  zwei  Seiten  auf  die  Scheiteltangenten 
der  Hyperbel  fallen  and  dessen  Diagonalen  darch  die  Brenn- 
punkte der  Hyperbel  gehen. 

Die  Scheiteltangenten  bestimmen  zudem  noch  auf  dem  Kreise  A^  eine 
Sehne  ii^  gleich  der  Hauptachse  der  Hyperbel  und  es  ist  immer  der 
Winkel  iag^  gleich  dem  Winkel  oae^  oder  fg^  ist  Tangente  an  A*  in  ^j, 
somit: 

Die  Berührungspunkte  der  vier  Tangenten,  die  sich  ?on 
den  beiden  Brennpunkten  aus  an  den  Kreis  A*  ziehen  lassen, 
liegen  auf  den  Asymptoten  der  Hyperbel  oder  die  Endpunkte 
der  Sehnen,  die  ein  Kreis  ii' auf  den  Asymptoten  ausschneidet, 
sind  diese  yier  Berührungspunkte. 

4.  Auf  die  Ellipse  sind  die  obigen  Betrachtungen  nicht  übertragbar, 
jedoch  lassen  sich  auch  für  diese  entsprechende  Eigenschaften  doppelt  be- 
rührender Kreise  ableiten. 

F&llen  wir  zunSchst  yon  einem  Brennpunkt  auf  die  Tangenten  einei 
Ellipse  Lothe,  so  liegen  deren  Fusspunkte  auf  einem  Kreise,  der  die 
Hauptachsen  der  Ellipse  zum  Durchmesser  hat.  Daraus  folgt  unmittelbar, 
dass,  wenn  wir  von  einem  Brennpunkt  nach  den  Tangenten  der  Ellipse 
Strahlen  ziehen,  die  mit  ibnen  gleiche  Winkel  (p  bilden,  der  Ort  dei 
Schnittpunkte  dieser  Strahlen  mit  den  zugehörigen  Tangenten  ein  Kreist' 
ist*,  dessen  Mittelpunkt  auf  der  Nebenachse  der  Ellipse  liegt  und  zwai 
derart,  dass  die  Nebenachse  der  Ellipse  mit  dem  Strahl  vom  Brennpnnkl 
nach  seinem  Mittelpunkte  einen  Winkel  «p  bildet.  Dieser  Kreis  ^'berflhrl 
aber  die  Ellipse  in  zwei  Punkten,  nämlich  in  den  Punkten,  in  denen  die 
Brennstrahlen  nach  dem  Berührungspunkt  einer  Tangente  mit  dieser  dei 
Winkel  tp  bilden.  Da  wir  diese  Berührungskreise  auch  dadurch  entstandei 
uns  denken  können,  dass  der  Mittelpunkt  des  Kreises  über  der  Hauptachw 
als  Durchmesser  sich  auf  der  Nebenachse  bewegt  und  sein  Halbmessei 
mit  zugleich  proportinal  der  Entfernung  vom  Brennpunkt  ändert,  so  isi 
die  kleinste  Sehne  dieses  Kreises  durch  den  Brennpunkt  ebenfalls  pro 
portional  dem  Kreishalbmesser  und  der  Ort  der  Endpunkte  dieser  kleinstei 
Kreissehnen  durch  den  Brennpunkt  besteht  aus  zwei  Senkrechten  zur  Neben 
achse  der  Ellipse,  die,  wie  wir  für  den  speciellen  Fall  des  Kreises  übei 
der  Hauptachse  als  Durchmesser  finden ,  durch  die  Scheitel  der  Nebenachs< 
gehen.    Wir  erhalten  dadurch: 

Berührt  ein  Kreis  A^  eine  Ellipse  doppelt  und  liegt  seii 
Mittelpunkt  auf  der  kleinen  Achse  derselben,  so  ist  seil 
Halbmesser     der    Entfernung     seines    Mittelpunkts    Yon    dei 


*  Oder  vielmehr   der  Ort  besteht  aus  zwei  Kreisen,   die  zur  Hauptach« 
symmetrisch  sind. 
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Brennpankten  proportional  und  jedem  solchen  Kreis  iSsst 
sich  ein  Bechteok  einbeschreiben^  dessen  Diagonalen  durch 
die  Brennpunkte  gehen  und  von  dem  zwei  Seiten  auf  die 
Tangenten  der  Ellipse  in  den  Scheiteln  der  grossen  Achse 
zu  liegen  kommen.  Zieht  man  in  jedem  Kreis  Ä*  die  Sehnen, 
die  im  Brennpunkt  gehälftet  werden,  so  liegen  deren  End- 
punkte auf  den  Tangenten  in  den  anderen  Scheiteln  der  Ellipse 
and  jeder  Kreis  Ä^  schneidet  auf  den  letzteren  zwei  Sehnen 
aus,  deren  Summe  constant  ist,  nfimlich  gleich  der  doppelten 
Entfernung  der  Brennpunkte  und  der  Osculationskreis  der 
Ellipse  in  dem  einen  Scheitel  der  kleinen  Achse  schneidet 
also  auf  der  Tangente  im  anderen  Scheitel  der  Achse  eine 
Sehne  von  dieser  selben  Länge  aus,  oder  die  Brennstrahlen 
durch  den  ersten  Scheitel  schneiden  die  letztere  Scheitel- 
tangente in  zwei  Punkten  des  Osculationskreises. 

n. 

5.  Sind  weiter  zwei  Kreise  Ä^  und  B^  mit  den  Mittelpunkten  a  und  b 
gegeben  und  sollen  dieselben  von  irgend  einer  Geraden  O  gleiche  Sehnen 
ausschneiden,  oder  soll  Kreis  A^  mit  O  die  Punkte  o,  Ci  und  Kreis  B^ 
mit  derselben  Geraden  die  Punkte  d,  d^  gemein  haben  und  sollen  überdies 
die  Strecken  cd  und  C|d|  dieselbe  Mitte  n  haben,  so  liegt  diese  Mitte  auf 
der  Geraden  gleicher  Potenzen  L  für  beide  Kreise  A*  und  B^  und  das 
Loth  in  n  auf  Q  geht  durch  die  Mitte  m  von  ab.  Die  Endpunkte  der 
obigen  Sehnen  CC|  und  ddx  sind  also  vom  Punkte  m  gleichweit  entfernt, 
und  der  Ort  der  Geraden  0-  ist  eine  Parabel  P'  mit  m  als  Brennpunkt 
und  L  als  Scheiteltangente. 

Hieraus  und  aus  1.  folgt: 

Der  Ort  der  Geraden  (3f,  aus  der  zwei  feste  Kreise  A*  und 
B^  gleiche  Sehnen  ausschneiden,  ist  eine  Parabel  P^  welche 
die  Gerade  gleicher  Potenzen  beider  Kreise  zur  Scheitel- 
tangente hat  und  deren  Brennpunkt  die  Mitte  m  der  Ver- 
bindungslinie der  Kreismittelpunkte  ab  ist,  und  soll  eine 
Hyperbel  die  beiden  Kreise  doppelt  berühren  und  soll  die 
Centrale  beider  Kreise  Nebenachse  sein,  so  ist  der  Ort  der 
Asymptoten  dieser  Hyperbel  die  obige  Parabel  P^ 

6.  Beschreiben  wir  um  m  einen  beliebigen  Kreis  M\  so  hat  dieser 
mit  dem  Kreis  A*  zwei  Punkte  e  und  e^  und  mit  dem  Kreis  B^  zwei 
Punkte  g  und  g^  gemein.  Verbinden  wir  einen  der  Punkte  e  oder  e^  mit 
einem  der  Punkte  g  oder  g^^  so  hat  die  Verbindungslinie  ihre  Mitte  n 
auf  der  Geraden  L  und  die  Kreise  A  und  B  schneiden  nothwendig  auf 
dieser  Geraden  gleiche  Sehnen  aus,  oder,  die  auf  diese  Art  erhaltenen 
vier  Verbindungslinien  berühren  die  Parabel  P^    Die  vier  Punkte  e,  e^ 
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# 
und  g,  g^  haben  zudem  einen  festen  Schwerpunkt ,  nSmlich  den  Schnitt- 
punkt l  der  Linie  L  mit  der  Centi'ale  a&,  und  die  gemeinschaftlicbei 
Sehnen  der  Kreise  A^  und  B^  mit  dem  Kreise  Jtf'  stehen  von  L  gleicli 
weit  ah  und  die  Tangenten,  die  wir  von  e  oder  e,  an  Kreis  B^  ziehen  können, 
sind  gleich  den  Tangenten  von  g  oder  ^^  an  Kreis  A?.  Wie  wir  femei 
an  anderen  Orten  bereits  gezeigt  haben,  haben  die  vier  Punkte,  die  eii 
Kreis  mit  einem  Kegelschnitt  gemein  hat,  einen  festen  Punkt  zum  Schwer 
punkt»  wenn  wir  den  Halbmesser  des  Kreises  beliebig  yerSndem.  Be- 
schreiben wir  aber  um  m  einen  zweiten  Kreis  Jlf' ,  so  hat  dieser  mit  £ 
zwei  Punkte  h^  h^  mit  B^  zwei  Punkte  t,  t,  gemein.  Legen  wir  weitet 
durch  die  Punkte  e,  ej;  d,  d|;  ^,  ^  einen  Kegelschnitt,  so  muss  diesei 
mit  dem  zweiten  Kreise  noch  zwei  solche  Punkte  gemein  haben,  die  mil 
den  Punkten  h  und  h^  den  Punkt  l  zum  Schwerpunkt  haben,  das  faeissl 
der  Kegelschnitt  muss  nothwendig  durch  die  Punkte  %  und  t|  gehen 
Lassen  wir  die  Kreise  M^  in  einen  einzigen  zusammenfallen,  so  folg^ 
daraus: 

Soll  ein  Kegelschnitt  C^  zwei  Kreise  A^  und  B*  doppeli 
berühren  und  soll  eine  Achse  des  Kegelschnitts  auf  die  Cen 
trale  der  Kreise  fallen,  so  liegen  die  Berührungspunkte  au; 
einem  Kreise  um  die  Mitte  m  der  Centrale  ah  beider  Kreisi 
und  die  Berührungssehnen  sind  zu  der  Geraden  gleicher  Po 
tenzen  £  beider  Kreise  parallel  und  stehen  yon  ihr  gleich  weil 
ab;  die  Tangenten  von  den  Berührungspunkten  des  einei 
Kreises  mit  C  an  den  anderen  Kreis  sind  unter  sich  gleicl 
lang  und  jede  Verbindungslinie  eines  Berührungspunktes  dei 
ersten  Kreises  A?  mit  einem  solchen  des  zweiten  Kreises  B 
bestimmt  mit  beiden  Kreisen  gleiche  Sehnen  und  istTangent< 
an  die  obige  Parabel  P^  und  berühren  zwei  Kegelschnitte  G 
die  Kreise  Af  und  B^  auf  die  obige  Art  doppelt,  so  liegen  dii 
Berührungspunkte  beider  Kegelschnitte  C  mit  den  beidei 
Kreisen  auf  einem  neuen  Kegelschnitt  C|' und  legen  wir  durcl 
die  vier  Berührungspunkte  des  einen  der  beiden  Kegelschnitt 
C^  einen  weiteren  Kegelschnitt  C,^  so  bestimmt  derselbe  ao 
den  Kreisen  A?  und  B^  vier  weitere  Punkte,  die  gleiohfall 
Berührungspunkte  eines  solchen  Kegelschnitts  (7*  sind,  um 
namentlich  liegen  auch  die  Berührungspunkte  der  vier  ge 
meinsohaftlichen  Tangenten  zweier  Kreise  auf  einem  Kegel 
schnitt. 

Jeder  der  obigen  Kegelschnitte  C^  C^  oder  C^  hat  femer  mit  wenigsteD 
einem  der  Kreise  M^  vier  Punkte  gemein»  die  l  zum  Schwerpunkt  habei 
also  mit  allen.  Daraus  erhalten  wir  aber,  dass,  wenn  ein  Kreis  Jtf^  dare 
zwei  gemeinsame  Punkte  zweier  dieser  Kegelschnitte  geht,  er  nothwend^ 
auch  durch  die  beiden  übrigen  gehen  muss,  oder: 
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Irgend  ein  Kegelschnitt  (7^  gleiohgiltig  ob  er  die  beiden 
Kreise  in  der  oben  angegebenen  Weise  berührt  oder  durch 
die  acht  Berfihrungspnnkte  zweier  solcher  Kegelschnitte  geht, 
schneidet  einen  zweiten  Kegelschnitt  C  in  vier  Punkten  q 
eines  Kreises  M\  und  unter  den  Verbindungslinien  der  yier 
Punkte  q  sind  allemal  zwei  Paare  solcher,  die  ihre  Mitte  auf  X, 
der  Geraden  gleicher  Potenzen  der  beiden  Kreise  Ä*  und  B^ 
haben  und  die  Tangenten  der  obigen  Parabel  ^^  sowie  Asymp- 
toten Yon  Hyperbeln  C  sind,  die  die  Kreise  gleichfalls  doppelt 
berühren.  Durch  die  Punkte  g  selbst  ist  ein  Büschel  von  Kegel- 
schnitten bestimmt  und  jeder  Kegelschnitt  dieses  Büschels 
schneidet  auf  A*  und  B^  zusammen  acht  Punkte  aus,  die  zu  je 
▼ier  auf  zwei  Kreisen  Jtf'  liegen,  also  Berührungspunkte  yon 
neuen  doppelt  berührenden  Kegelschnitten  C^  sind. 

7.  Wie  wir  oben  sahen  (1.)  werden  die  Kreise  Ä^  und  JS'  für  den 
Fall,  dass  ihre  Mittelpunkte  auf  der  Nebenachse  einer  Hyperbel  liegen, 
▼OD  einem  Brennpunkt  der  letzteren  unter  demselben  Winkel  gesehen. 
Ebenso  war  für  die  Ellipse  das  VerhSltniss  des  Abstandes  vom  Mittelpunkt 
zum  Halbmesser  des  doppelt  berührenden  Kreises  constant.  Es  gestattet 
uns  dies  aber  folgenden  Satz  auszusprechen: 

Soll  ein  Kegelschnitt  zwei  Kreise  Ä^  und  B*  doppelt  be- 
rühren und  sollen  die  Mittelpunkte  dieser  Kreise  auf  der 
Nebenachse  des  Kegelschnitts  gelegen  sein^  so  ist  der  Ort 
der  Brennpunkte  dieser  Kegelschnitte  ein  Kreis  2f'^  der 
den  Abstand  der  Aehnlichkeitspunkte  beider  Kreise  zum 
Durchmesser  hat. 

Ziehen  wir  umgekehrt  yon  einem  beliebigen  Punkt  des  Aehnlichkeits- 
kreises  N*  an  die  Kreise  Ä*  und  f  Tangenten,  so  folgt  aus  3.,  dass  die 
Verbindungslinien  der  Berührungspunkte  dieser  Tangenten  Asymptoten  yon 
Hyperbeln  sind,  die  die  Kreise  A^  und  B*  doppelt  berühren,  dass  also  die 
Kreise  A^  und  B^  aus  diesen  Verbindungslinien  gleiche  Sehnen  ausschneiden, 
oder  dass  diese  Berührungspunkte  sich  zu  zwei  Paaren  ordnen,  die  A*  und 
B*  In  diesen  zwei  Punkten  doppelt  berühren;  oder: 

Ziehen  wir  an  einen  Kegelschnitt  C\  der  zwei  Kreise  A* 
und  B^  auf  die  oben  angegebene  Art  doppelt  berührt,  die  Tan- 
genten in  den  yier  Berührungspunkten,  so  liegen  yon  den 
sechs  Schnitten  dieser  Tangenten  zwei  X  und  X^  auf  der 
Centrale  ab  der  Kreise  und  die  anderen  yier  liegen  auf  dem 
Aehnlichkeitskreis  ^' beider  Kreise  und  die  Punkte  ^rp^  bilden 
also  mit  den  Aehnlichkeitspunkten  beider  Kreise  A^  und  B^ 
yier  harmonische  Punkte.  Ziehen  wir  ferner  yon  irgend 
einem  Punkte  an  irgend  einen  Kegelschnitt  C^  die  Tangenten, 
80  yerhalten   sich   deren  Längen  wie  die  Abschnitte  der  Nor- 
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malen  in  den  Berührnngspnnkten  zwischen  diesen  und  einer 
Achse  des  Kegelschnitts. 

Legen  wir  wieder  von  einem  Pnnkte  r  des  Kreises  IP  zwei  Tangenten 
an  die  Kreise  Ä^  und  f ,  die  zugleich  Tangenten  eines  doppelt  berflhrenden 
Kegelschnitts  C^  sind,  so  werden  die  Winkel  dieser  Tuigenten  dnrch  die 
mit  ihnen  ein  harmonisches  Bflschel  bildenden  Geraden  von  r  nach  den 
Aehnlichkeitspnnkten  der  Kreise  A^  und  B*  gehälftei  Diese  letzteren 
halbiren  aber  auch  die  Winkel  der  von  r  nach  den  Brennpunkten  von  C^ 
gezogenen  Geraden,  da  diese  letzteren  mit  den  Tangenten  gleiche  Winkel 
bilden;  das  heisst  wir  finden: 

Soll  ein  Kegelschnitt  C*  zwei  Kreise  Ä^  und  B^  doppelt 
berühren  und  soll  seine  Hauptachse  auf  die  Centrale  fallen, 
so  bilden  die  Brennpunkte  auf  dieser  Centrale  eine  Involution 
und  die  Aehnlichkeitspunkte  beider  Kreise  sind  Doppel- 
punkte dieser  Involution  und  das  Rechteck  aus  den  Abstanden 
dieser  Brennpunkte  vom  Mittelpunkt  des  Kreises  N^  hat  con- 
stauten  Inhalt  und  der  Mittelpunkt  des  Kreises  N^  ist  Brenn- 
punkt einer  Parabel,  die  die  Kreise  Ä^  und  B^  doppelt  be- 
rührt 

in. 

8.  Berührt  ein  Kegelschnitt  C*  einen  Kreis  Ä*  in  den  Punkten  a,  h 
doppelt  und  schneidet  irgend  eine  Sehne  CC|'  des  Kegelschnitts  den  Kreis 
in  den  Punkten  d,  d,  und  die  Berührungssehne  in  dem  Punkte  e,  so  ist 
e  Doppelpunkt  einer  Involution,  der  die  Punktepaare  c,  C|  um  d,  dj  an- 
gehören, das  heisst  es  ist: 

cd    Cid      Cid.     odi         .        cd, cd,        et? 

—  .-i-sss-i-i: — L,     oder    — ; v  = r* 

ce    CjC       CyC      ce  c^d.c^di      c^er 

Sind  die  Abstftnde  der  Punkte  c  und  C|  von  der  Berflbningasehne  h 
und  h^  und  die  Tangenten  von  c  und  C|  an  den  Kreis  A^  (resp.  die  halben 
kürzesten  Sehnen  dieses  Kreises  durch  c  und  Cg)  gleich  t  und  #|,  so  folgt 
daraus:  a        i 

—  CSS—,    oder    t^sh^    lescA 

wo  e  ein  bestimmter  constanter  Factor  ist;  oder: 

Legen  wir  von  verschiedenen  Punkten  eines  Kegelschnitts 
C\  der  einen  Kreis  J.'  doppelt  berührt,  an  diesen  die  Tangenten 
(resp.  ziehen  durch  diese  Punkte  die  kürzesten  Sehnen  dieses 
Kreises),  so  verhalten  sich  die  Längen  dieser  Tangenten 
(Sehnen)  wie  die  Abstände  der  Punkte  von  der  Berührungs- 
sehne des  Kreises  und  des  Kegelschnitts. 

Sind  weiter  zwei  Kreise  A*  und  B^  gegeben ,  welche  beide  denselbeii 
Kegelschnitt  C^  berühren  und   die  ihren  Mittelpunkt  auf  derselben  Achse 

Digitized  by  VjOOQIC 


Von  Bbnbdikt  Sporer.  217 

dieses  KegelschnittB  haben,  bo  fanden  wir  oben  (6.))  dasB  die  Tangen ten, 
die  wir  Yon  den  Berührungspunkten  des  einen  Kreises  Ji}  an  den  Kreis  B^ 
liehen  konnten,  gleich  den  Tangenten  sind,  die  wir  von  den  Berühnings- 
punkten  von  B^  mit  C^  an  Ä^  ziehen  konnten. 

Daraus  erhalten  wir  jedoch: 

Die  Länge  der  Tangente  von  einem  beliebigen  Punkt  von 
C  an  Kreis  Ä^  ist  gleich  dem  mit  einer  Constanten  e  multi- 
plicirten  Abstand  des  Punktes  von  der  Berührungssehne  und 
swar  ist  der  Werth  dieser  Constanten  derselbe,  wenn  wir 
Kreis  A^  durch  einen  anderen  B^  ersetzen,  der  C^  ebenfalls 
doppelt  berührt  und  der  seinen  Mittelpunkt  auf  derselben 
Achse  von  C  hat. 

9.  Liegt  der  Mittelpunkt  des  Kreises  A^  auf  der  Hauptachse  des 
Kegelschnittes,  so  dient  zur  Bestimmung  des  Factors  e  folgendes,  unter 
den  Kreisen  A?  sind  allemal  auch  zwei  solche,  die  zum  Punkte  werden, 
und  swar  sind  dies  die  Brennpunkte  des  Kegelschnitts.  Die  zugehörige 
Berührungssehne  ist    dann   Leitlinie   des   Kegelschnitts   und   wir   erhalten 

daraus  f&r  «  den  Werth  —  •    Für  die  Parabel  speciell  ergiebt  sich  £=^1. 

Liegt  dagegen  der  Kreismittelpunkt  von  A?  auf  der  Nebenachse  einer 
Ellipse,  so  erhalten  wir  aus  den  Umstand,  dass  jeder  doppelt  berührende 
Kreis  auf  den  Tangenten  in  den  Scheiteln  der  Nebenachse  zwei  Sehnen  aus- 
schneidet, deren  Summe  =4/  ist  für  e  den  Werth  -^*   Um  endlich  für  die 

Nebenachse  der  Hyperbel  diesen  Werth  zu  bestimmen,  können  wir  den  Mittel- 
punkt des  Kreises  mit  dem  Mittelpunkt  der  Hyperbel  zusammenfallen  lassen, 
oder  aber  in  Bezug  auf  einen  beliebigen  Kreis  A^  diese  Constante  dadurch 
bestimmen^  dass  wir  yon  einem  unendlich  fernen  Punkt  der  Hyperbel  an 
den  Kreis  die  Tangente  ziehen  und  auf  die  Nebenachse  uns  ein  Loth  ge- 
füllt denken.    In  beiden  Fällen  erhalten  wir  für  c  den  Werth  ^* 

P 

10.  Die  in  Obigem  g^ebenen  Entwiokelungen  gestatten  uns,  eine  Reihe 

von  Eigenschaften  doppelt  berührender  Kreise  eines  Kegelschnitts  auf- 
zustellen, so  z.  B.: 

a)  Ziehen  wir  von  irgend  zwei  festen  Punkten  eines  Kegel- 
schnitts an  einen  beliebigen  doppelt  berührenden  Kreis, 
dessen  Mittelpunkt  auf  der  Hauptachse  liegt,  die  Tangenten, 
80  ist  die  Summe  oder  Differenz  derselben  constant,  nämlich 
gleich  dem  Unterschied  der  Brenn  strahlen  von  einem  der  Brenn, 
punkte  nach  den  Punkten.  Sind  insbesondere  diese  Punkte 
die  Scheitel  der  Hauptachse,  so  ist  diese  Summe  oder  dieser 
Unterschied  gleich  der  Entfernung  der  beiden  Brennpunkte, 
und  ist  einer  der  Punkte  Scheitel   der  Hauptachse,  der  andere 
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Scheitel  der  Nebenacbse  des  Kegelschnitts,  so  ist  dieser  con- 
stante  Werth  gleich  der  halben  Entfernung  beider  Brennpunkte. 

b)  Berührt  ein  Kreis  eine  Ellipse  doppelt  und  liegt  sein 
Mittelpunkt  auf  der  Nebenachse  der  Ellipse,  so  ist  die  Samme 
der  kleinsten  Sehnen  dieses  Kreises  durch  zwei  feste  Punkte 
der  Ellipse  constant,  wenn  der  Kreis  selbst  sich  ändert. 

c)  Ziehen  wir  yon  irgend  einem  Hjperbelpunkt  an  einen 
doppelt  berührenden  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  auf  der  Neben- 
achse liegt,  eine  Tangente,  so  ist  deren  Länge  gleich  dem 
Stück  der  Asymptote  zwischen  der  Berührungssehne  des 
Kreises  und  der  Hyperbel  und  einer  Parallelen  zu  dieser 
Sehne,  und  liegt  gleicherweise  der  Mittelpunkt  des  Kreises 
auf  der  Hauptachse,  so  ist  die  Länge  der  Tangente  von  einem 
beliebigen  Punkt  an  den  Kreis  ebenfalls  gleich  dem  Stück 
der  Asymptote  zwischen  der  verlängerten  Berührnngssehne 
und  einer  Parallelen  zu  ihr.  Ziehen  wir  weiter  von  einem  der 
Brennpunkte  nach  zwei  beliebigen  Hyperbelpnnkten  die 
Brennstrahlen,  so  ist  der  Unterschied  derselben  gleich  dem 
Stück  einer  Asymptote  zwischen  zwei  Parallelen  zur  Neben- 
achse der  Hyperbel  durch  die  beiden  Punkte. 

d)  Berühren  zwei  Kreise  einen  Kegelschnitt  doppelt  und 
liegen  ihre  Mittelpunkte  auf  derselben  Achse  des  Kegel- 
schnitts, so  ist  die  Summe  oder  Differenz  der  Tangenten  ans 
irgend  einem  Punkte  des  Kegelschnitts  an  die  Kreise  con- 
stant Und  zwar  ist  dieser  Unterschied,  für  den  Fall,  dass 
die  Kreise  ihre  Mittelpunkte  auf  der  Hauptachse  des  Kegel- 
schnitts haben,  gleich  dem  Unterschied  der  Brennstrahlen  von 
einem  der  Brennpunkte  nach  je  einem  Berührungspunkte  der 
Kreise.  Ist  der  Kegelschnitt  eine  Hyperbel,  so  ist  diese  Summe 
oder  dieser  Unterschied  gleich  dem  Stück  einer  Asymptote 
zwischen  den  Berührungssehnen  der  Kreise  und  der  Hyperbel. 
Ist  der  Kegelschnitt  endlich  eine  Ellipse  und  liegen  die 
Mittelpunkte  der  Kreise  auf  der  Nebenacbse,  so  treten  an 
Stelle  der  Tangenten  die  kürzesten  Sehnen  eines  EUipsen- 
punktes  in  Bezug  auf  die  Kreise. 

Ausserdem  schneidet  der  Kegelschnitt  auf  den  gemein- 
schaftlichen Tangenten  zweier  doppeltberührender  Kreise, 
die  ihren  Mittelpunkt  auf  derselben  Achse  des  Kegelschnitts 
hat,  gleiche  Sehnen  aus.* 

*  Alle  diese  Sätze  lassen  sich  auf  Umdrehongsflächen  zweiten  Grades  und 
längs  von  Kreisen  berührende  Kugeln  ausdehnen,  so  folgt  z.  B.  aus  Satz  d): 

Sind  einer  Rotationsfläche  zweiten  Grades  zwei  berührende 
Kugeln  einbeschrieben,  deren  Mittelpunkte  auf  der  Achse  liegen, 
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11.  Wie  wir  bereits  oben  bemerkten,  haben  die  je  Tier  Punkte,  die 
irgend  ein  Kreis  mit  festem  Mittelpunkt  mit  einem  Kegelschnitt  gemein 
hat,  einen  festen  Punkt  zum  Schwerpunkt.  Ziehen  wir  von  den  Punkten 
an  einen  festen  Kreis,  der  den  Kegelschnitt  doppelt  berührt,  die  Tangenten, 
so  ist  deren  Summe  gleich  der  6 -fachen  Summe  der  Abstände  der  vier 
Punkte  YOD  der  Berührungssehne.  Da  der  Schwerpunkt  der  vier  Punkte 
aber  ein  unveränderlicher  ist,  so  ist  diese  Summe  constant;  das  heisst, 
wir  erhalten: 

Beschreiben  wir  um  irgend  einen  festen  Punkt  m  mit 
beliebigem  Halbmesser  einen  Kreis  M^  und  ziehen  yon  den 
Schnitten  dieses  Kreises  mit  einem  Kegelschnitt  an  einen 
Kreis  Ä\  der  den  letzteren  doppelt  berührt,  die  Tangenten, 
so  hat  deren  Summe  einen  constanten  Werth  und  es  ist  also 
auch  namentlich  die  Summe  der  vier  Brennstrahlen  nach 
diesen  vier  Punkten  des  Kreises  M*  und  des  Kegelschnitts 
constant. 

12.  Ziehen  wir  zu  irgend  einer  Sehne  eines  Kegelschnitts  diejenige 
Sehne,  welche  zu  ihr  senkrecht  steht  und  von  ihr  gehälftet  wird  und  legen 
durch  die  Endpunkte  dieser  zweiten  Sehne  Kreise^  so  liegen  deren  Mittel- 
punkte auf  der  ersten  Sehne  und  die  Kreise  haben  mit  dem  Kegelschnitt 
noch  je  zwei  Punkte  gemein,  deren  Verbindungslinien  parallel  sind.  Wir 
Bchliessen  daraus,  dass  der  Ort  der  Schwerpunkte  der  vier  Punkte, 
die  jeder  dieser  Kreise  mit  dem  Kegelschnitt  gemein  hat,  eine  Qerade 
ist,  oder: 

Liegt  der  Mittelpunkt  eines  Kreises  auf  einer  Oeradeui 
so  ist  der  Ort  des  Schwerpunkts  der  vier  Punkte,  die  er  mit 
dem  Kegelschnitt  gemein  hat,  eine  zweite  Gerade,  und  ist 
besonders  die  erstere  Gerade  senkrecht  zu  einer  Achse  des 
Kegelschnitts,  so  ist  es  auch  die  zweite. 

und  hieraus: 

Die  obige  Summe  der  vier  Tangenten  resp.  der  vier  Brenn- 
strahlen bleibt  dieselbe,  wenn  der  Mittelpunkt  des  Kreises  M* 
auf  einer  Parallelen  zur  Berührungssehne  des  zweiten  Kreises 
mit  dem  Kegelschnitt  bewegt  wird. 

Insbesondere  finden  wir  daraus  z.  B.  für  die  Parabel: 

Beschreiben  wir  um  einen  beliebigen  Punkt  einer  Senk- 
rechten   zur  Achse    einer   Parabel   mit   beliebigem   Halbmesser 


80  ist  die  Summe  oder  Differenz  der  Tangenten  von  einem  Punkte 
der  Fläche  an  die  Kugeln  constant. 

Und  hieraus : 

Durchschneiden  wir  die  Fläche  durch  eine  Ebene,  die  beide 
Kugeln  berührt,  so  sind  die  Berührungspunkte  Brennpunkte  der 
Schnittfigur. 
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einen  Kreis,  so  ist  die  Summe  der  vier  Brennstrahlen  nach  den 
Tier  gemeinsamen  Punkten  des  Kreises  nnd  der  Parabel  gleich 
dem  vierfachen  Abstand  der  Senkrechten  vom  Brennpunkt,  nnd 
ebenso  ist  die  Summe  der  vier  Tangenten  von  diesen  vier  ge- 
meinsamen Punkten  des  Kreises  nnd  der  Parabel  an  irgend 
einen  doppelt  berührenden  Kreis  der  Parabel  gleich  dem  vier- 
fachen Abstand  des  Mittelpunktes  dieses  letzteren  Kreises  von 
der  Senkrechten. 

Bei  diesen  Brennstrahlen  und  Tangenten  ist  jedoch  genau  auf  den 
Umstand  zu  achten,  ob  die  Punkte,  nach  denen  sie  gehen,  auf  derselben 
Seite  der  zum  Brennpunkt  gehörigen  Leitlinie  oder  Bertlhrungssehne  des 
Kreises  mit  dem  Kegelschnitt  liegen  oder  nicht,  indem  durch  diesen  Um- 
stand das  Vorzeichen  der  Brennstrahlen  und  Tangenten  bedingt  ist. 

Cannstatt,  im  November  1895. 
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Flg.  1. 


XVI.  ConBtrnotion  der  Sohmieg^ngBebenen  der  Schnittonrve 
zweier  Kegel. 

Bei   den  folgenden  Gonsirnotionen  wird  voransgesetzt,   dass  die  Leit- 
cnrven  l^,  {,  der  beiden  Kegel  in  einer  und  derselben  Ebene  liegen,  die  als 
Bildebene  genommen  wird.    Die  Verbindungslinie  der  beiden  Kegelspitzen 
If,,  M^  habe  den  Sparpunkt  S  and  eine  Hilfsebene  dnrch  M^M^  habe  die 
Spur  8  durch  S.    Schneidet  8  die  Leitcurven  in  zwei  Punkten  A^^  -4,,   so 
ist  P=  MiÄ^.M^A^   ein    Punkt   der   Sohnittcurve   SR   der  beiden   Kegel. 
Um  die  Tangente  p  von  P  zu  erhalten,   legt  man  in  Ai  und  A^  die  Tan- 
ganten  #|   und  t^  an  die  Leitcuryen;    dann   ist  T  =  (i^i^)   der  Spurpunkt 
Yonp.  Der  Ort 
der  Punkte   T 
ist    die    Spur- 
curre  der  Tan- 

gentenfl&che 
▼on    gt.       Die 

Spur  der 
Sehmiegnngs- 
ebene  in  P  ist 
die  Tangente  t 
der  Spurcurre 
der  Develop- 
pabeln  in  T. 
Diese  Spur- 
curye  ist  durch  die  beiden  Leitcurven  und  den  Punkt  S  vollstftndig  bestimmt 

Ersetzt  man  nun  die  beiden  Kegel  durch  zwei  andere,  welche  sie  Iftngs 
der  Erzeugenden  M^A^^  ^'^  osculiren,  so  hat  die  Schnittcurve  der  beiden 
neuen  Kegel  in  P  dieselbe  Schmiegungsebene  wie  SR.  Die  Spurcurven  der 
neuen  Kegel  osculiren  die  Spurcurven  der  ursprünglichen  Kegel  in  den 
Punkten  Ai,  A^»  Wir  wählen  nun  diejenigen  osoulirenden  Kegel,  deren 
Spurcurven  die  Krümmungskreise  der  Leitcurven  in  A^^  Af  sind. 

Die  Gerade  8  werde  um  8  unendlich  wenig  gedreht  in  die  Lage  s\F\g.  1). 
Dann  erh&lt  man  statt  der  Tangenten  ^|,  t^  zwei  Tangenten  f'^,  t\  in  £|,  B^ 
die  sich  im  Punkte  T'  unendlich  benachbart  zu  T  schneiden.  Nun  ist  die 
Richtung  der  Tangente  ^  in  T  bestimmt,  wenn  man  das  Verhttltniss  der 
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Entfernungen  e^,  e^  des  Punktes  T'  von  ^^  and  t^  angeben  kann.  Setzt  man 
die  unendlich  kleinen  Winkel  <4C  ^^i  =°  ^^  «)C  ^9^'%  =  ^t  ^^^  bezeichnet  man 
mit  ^1 ,  ^  auch  die  Strecken  A^  7\  A^  Tj  so  ist 

Seien  r^,  r^  die  Radien  der  beiden  Krümmungskreise,   deren  Mittel- 
punkte C7|,  Cj  sind,  und  &|,  &,  die  unendlich  kleinen  Bögen  A^B^^  A^B^, 
Dann  ist  5  5 


also 


Vi. 


Nun  iSsst  sich  aber  das  VerhKltniss  h^ :  h^  durch  endliche  Strecken 
ausdrücken.  Betrachtet  man  tf  als  eine  Transversale  des  Dreiecks  A^  A^  T, 
so  ist  nach  dem  bekannten  Transversalensatz: 


A^S.  TB^ .  A^B^^A^S.  A^B^ .  TB^. 


Flg.  8. 


Wir  führen  noch 
die     Bezeichnung 

A^S=  o^. 
Dann    lautet    die 
Gleichung: 

Geht     man      zur 
Grenze  über,   wo 

verschwinden ,    so 
folgt: 


Damit  erhält  man  nun: 
1)  a,:e,= 


*ih 


«!<] 


7'r 


Hieraus  ergiebt  sich  folgende  Lösung  der  Aufgabe  (Fig.  2) :  Auf  A^  Ci 
trttgt  man  von  Ai  aus  den  Radius  r^  nach  E^  auf  und  durch  E^  zieht  man  die 
Gerade  E^ Q \\ i^.  Man  macht  femer  Ai 0^  =  r^,  ff^ G-fW^f  ^i ^1  ~ -^ ^s» 
JBiJ^||5,  -4i/i  =  -Ajjffg  und  projicirt  /j  von  S  aus  nach  cT*,  auf  die  Gerade 
iijcT'g  II  ty  Endlich  macht  man  A2E^=  A^J^  tind  zieht  durch  E^  die  Gerade 
E^  Q II  ^2-  Dann  geht  durch  den  Schnittpunkt  Q  die  gesuchte  Tangente  t  von  T. 

Welches  die  entsprechenden  Sinne  für  das  Auftragen  der  Punkte  E^  E^ 
sind,  erkennt  man  leicht,  indem  man  sich  vorstellt,  dass  s  eine  kleine 
Drehung  um  8  macht.  ^  1 
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Setzt  man  <)C  tiS^=  a^^  <Kt%s  ^^  a^  ^^^  bezeichnet  man  die  Winkel, 
welche  A^Ci^  -^^t  ^^^  ^  einschliessen ,  mit  ß^^  ß^,  so  kann  man  statt  1) 


schreiben : 

oder 
2) 


ej:e. 


__  r^sitroc^      r^sitrcii 


6^:62=  r^co^ß^  :  f  1  cos^ßi 


«1 


Hieraas  kSnnte  man  eine  Modification  der  vorigen  Constrnction  ableiten. 
Dieselbe  ist  in  Fignr  3  für  den  Fall  dargestellt,  wo  die  beiden  Flächen 
Cjlinder  sind.  Der 

Flg.  3. 


Pankt    8    ist    dann 
im  unendlichen  nnd 


man  hat  ~  =  1. 


Es 


wurde  AiE^^Ä^H^^ 
A^E^  =  il|J?j  ge- 
macht 

In  einem  Schnitt- 
punkt der  beiden  Leit- 
curven  hat  die  Spar- 
Burve  der  Develop- 
pabeln  eine  Spitze. 
Bei  der  Constrnction 
ier    Spitzentangente 

ist  wieder  ~  =  1. — 

«1 

W^enn      ferner      der 

Punkt  T  unendlich  fern  ist,  so  wird  in  2)  /}j  s=  ß^.  Man  hat  also  von  A^ 
ins  den  Badins  r^  nach  E^  aufzutragen,  den  Badius  r^  von  8  aus  nach  A^Ei  zu 
projiciren  und  den 

Schnittpunkt      Q  Sig.  4. 

ron  JBjJE^    mit  8  ,>^»  x 

m  nehmen.     Für  '^    ' 

Q  ist  das  Verhält- 
siss  der  Entfern- 
iDgen  von  i^  und 
^2  das  verlangte 
and  durch  Q  geht 
eJso  die  gesuchte 
Asymptote  t 
[Kg.  4). 

Die  unendlich  fernen  Punkte  T  werden  durch  eine  Hilfscurve  gefunden, 
tiegt  man  parallele  Tangenten  an  Z|  und  2^  und  verbindet  die  Berührungs- 
punkte auf  l^  mit  denen  auf  2g,   so  umhüllen  diese  Verbindungslinien  eine. 
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Cunre.  Die  Tangenten  an  diese  Carve  von  8  ans  geben  diejenigen  Lagen 
von  8j  welche  zu  unendlich  fernen  Punkten  T  führen. 

Tangenten  im  Doppelpunkt  der  Schnittcurve  zweier  sich 
berührenden  Kegel«  Wenn  die  beiden  Kegel  eine  Tangentialebene 
gemein  haben ,  also  sich  im  Schnittpaokt  P  der  beiden  Berührungserzeugenden 
Jlf^ii^,  M^A^  berühren,  so  ist  P  ein  Doppelpunkt  der  Schnittourye.  Um 
seine  beiden  Tangenten  zu  bestimmen,  benutzen  wir  wieder  die  zwei  längs 
MiÄ^^  M^A^  osculirenden  Kegel,  deren  Spurcnrven  die  Krümmungskreise 
der  Leitcurven  in  Ä^^  A^  sind.  Sollen  die  Doppelpunktstangenten  reell 
sein ,  so  muss  8  auf  der  gemeinschaftlichen  Tangente  s  der  Leitlinien  ausser- 
halb oder  innerhalb  der  Strecke  Ä^Ä^  liegen,  je  nachdem  die  Leitearven 
bei  der  Berührung  mit  8  auf  derselben  Seite  Yon  8  liegen  oder  nicht 

Denkt  man  sich  8  unendlich  wenig  um  8  gedreht,  so  -dass  beide  Leit- 
curven geschnitten  werden,  so  erkennt  man,  dass  die  DoppelpunktstangenieB 
als  Gegenseiten  eines  voUstftndigen  Vierecks  mit  unendlich  benachbarten 
Ecken  zu  den  beiden  im  Doppelpunkt  sich  schneidenden  Erzeugenden  ba^ 
monisch  liegen,  also  ihre  Spurpunkte  auf  8  mit  Ä^^  A^  eine  harmonische 
Gruppe  bilden. 

Fig.  5. 


Auf  8',  unendlich  benachbart  s^u  5,  seien  B^^  Bf  die  zu  ilp  J^  be- 
nachbarten Punkte  der  Leitcurven  (Fig.  5).  T|,  t,  seien  die  Winkel,  welche 
die  Tangenten  in  JB^,  B^  mit  s  bilden.  Nun  geht  für  verschwindende  Ti,  Tj 
der  Schnittpunkt  T'  der  beiden  Tangenten  in  den  Spurpunkt  T  einer  der 
gesuchten  Doppelpunktstangenten  über  und  es  ist: 


Andererseits  hat  man: 


T,=  -=     (^,Pi  =  6„    A^B^-^\). 

Wenn  nun  8'  die  Geraden  A^C^ ,  A^O^in  den  Punkten  N^y  N^  schneidet, 
die  von  A^^  A^  die  Entfernungen  n^,  n^  haben,  so  ist 

6|*=  2rin4,    6j*=  2r,fisj. 
Man  hat  also:  >—         .— 
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Es  ist  aber  . 

folglich  wird :  \'  ""^  =  ^"^  ''  ^^^  ^«  =  ^^ '     

3)  Ä,T:A,T^y7J,:]/r,a,=^r,:j/r,.r,^' 

Die  Sparpnnkte  der  beiden  Doppelpunktstangenten  theilen 
die  Strecke  ÄiÄ^  aussen  und  innen  nach  dem  Verhältniss  der 
mittleren   Proportionalen    aas    r^   und  a^,    r^   und    Oy     Für  zwei 

Cjlinder  istfi^  auf  s  unendlich  fem.     Indem  dann  —  =.  1  wird,   erhält 

man  das  Resultat:  Die  Spurpunkte  der  Doppelpunktstangenten  theilen  die 
Strecke  A^  Ä^  aussen  und  innen  nach  dem  Verhftltniss  von  r^  zur  mittleren 
Proportionalen  aus  r,  und  r^. 

Anzahl  der  Schmiegungsebenen,  welche  durch  einen  be- 
liebigen Punkt  an  die  Schnittcurve  zweier  algebraischen  Kegel 
gelegt  werden  können.  Wir  bezeichnen  mit  ni,  n,  k^  i  die  Ordnungs- 
zahl, Klassenzahl  9  Zahl  der  Spitzen  und  der  Inflexionen  der  Leiicurven 
unter  Beifflgung  des  betreffenden  Index.  Es  soll  aus  den  Singularitäten 
der  Leitcurven  die  Anzahl  der  Schmiegungsebenen  der  Schnittcurve  91 
abgeleitet  werden,  welche  durch  einen  beliebigen  Punkt  des  Baumes  gehen.* 
Da  diese  Anzahl  dieselbe  bleiben  muss»  wenn  man  dem  Punkt  eine 
specielle  Lage  giebt,  so  verlegen  wir  ihn  in  die  Spitze  des  ersten  Kegels. 
Durch  M^  können  aber  nur  die  folgenden  drei  Arten  von  Schmiegungs- 
ebenen gehen: 

1.  Legt  man  durch  M^M^  eine  Ebene,  welche  den  zweiten  Kegel  be- 
rührt und  den  ersten  Kegel  in  m^  Erzeugenden  schneidet ,  so  sind  die 
letzteren  Erzeugenden  Tangenten  von  9t  und  die  zugehörigen  Tangential- 
ebenen des  ersten  Kegels  sind  offenbar  stationäre  Schmiegungsebenen 
von  91. 

Solcher  stationären  Schmiegungsebenen  durch  M^  giebt  es  also  m^n^. 
Aber  jede  derselben  ist  dreifach  zu  rechnen  unter  den  durch  M^  gehenden 
Schmiegungsebenen.  Denn  durch  jeden  Punkt  einer  Tangente  von  9i  gehen 
zwei  unendlich  benachbarte  Schmiegungsebenen  und  eine  dritte  kommt  hinzu, 
wenn  die  Schmiegungsebene  stationär,  ihr  Berührungspunkt  aber  von  jenem 
Punkt  verschieden  ist 

2.  Der  erste  Kegel  hat  i,  Inflexionserzeugende.  Jede  derselben  liefert 
fi4  Punkte  von  91 ,  deren  Schmiegungsebenen  durch  3f|  gehen  und  einfach 
XU  rechnen  sind. 

3.  Der  zweite  Kegel  hat  h^  Cnspidalerzeugende.  Jede  derselben  liefert 
«•i  Spitzen  von  9t,  deren  Schmiegungsebenen  durch  M^  gehen  und  einfach 
zu  rechnen  sind. 


^  Vergleiche  meinen  Aufsatz:  „Ueber  den  Schnitt  zweier  Keg^el  und  über 
eine  Steiner^sche  Aufgabe  betreffend  ebene  Curven."  Viertel jahrsschrifb  der  Naturf. 
OeeellBcbaft  in  Zürich,  Bd.  XXXVIII. 
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Durch  Jtf|  geben  also  im  Ganzen 

Schmiegungsebenen  Yon  SR.     Die  analoge  Betrachtang  für  M^  ergiebt  aber 
als  Anzahl  der  durch  M^  gehenden  Schmiegungsebenen: 

Da  diese  beiden  Zahlen  einander  gleich  sein  müssen,  so  erhält  man 
eine  Beziehung,  welche  zwischen  den  Singularitäten  irgend  zweier  algebra- 
ischen ebenen  Curyen  bestehen  muss: 

3(m,*i,  —  t»2W|)  +  m^ii  —  Wjia  +  i»,Äj  —  m^kj^  =  0. 
Nimmt  man  nun  für  den  zweiten  Kegel  einen  Kegel  zweiter  Ordnung, 
setzt  also  fiis=n2=2,  «2  =  ä^s=0,  so  geht  die  Oleichung  über  in 
4)  $i-*i=:3(n,  -m^). 

Damit  hat  man  die  bekannte  Plücker'sche  Formel  für  jede  algebra- 
ische ebene  Curve  durch  einfache  raumgeometrische  Betrachtung  bewiesen, 
unter  Berücksichtigung  dieser  Formel   erhält  man  schliesslich  für  die 
gesuchte  Anzahl  der  Schmiegungsebenen  durch  einen  Punkt: 
6)  3m|mg+ mjij,  + mj»i. 

Biga,  Februar  1896.  Prof.  Dr.  A.  Bbck. 

Xrn.  Solenoid,  Bing-  und  Kngelspirale* 
Diese  drei  Beispiele  Yon  „  S  tromsjstemen  ^  behandelt  Christiansenim 
§  79,  nachdem  in  den  zwei  vorausgehenden  die  magnetische  Doppelschicht 
oder  Lamelle  +  6.s  (Dichte  mal  Abstand)  mit  der  Intensität  de^  in  ihrem 
Bande  verlaufenden  Stromes  i  als  gleich  erkannt  wurde.  Es  ist  dann  für 
das  Solenoid  von  der  Länge  L  und  N  Windungen: 

a)  6,d0^  +  Nid0  :  L    oder     a^±Ni:  L 

und  für  das  Feld  y  im  Innern  des  Solenoids ,  welches  längs  der  Achse  gerichtet 
ist,  beziehe  ich  mich  auf  den  im  vorigen  Titel  schon  benutzten  Sprung  Anc 

b)  y  =  4«^t:X. 

Da  ein  magnetischer  + 1  Punkt  von  dieser  Feldstärke  oder  , Kraft" 
gegen  den  Südpol  getrieben  wird;  so  sollte  man  das  Minuszeichen  beisetzen, 
wie  es  der  Verfasser  in  seinem  folgenden  Beispiele,  der  umwickelten  Kugel- 
fläche, auch  thut. 

Ich  lasse  indessen  den  Bing  von  Pacinotti  oder  Gramme  vorangehen^ 
weil  dieser  sich  inniger  an  das  Solenoid  anschliesst  als  die  Kugel.  Das  Buch 
enthält  dafür  nur  die  b)  entsprechende  Formel;  ich  schreibe  beide: 

a')  a^±m:2nE, 

b')  y^2NiiB, 

wo  B  der  Abstand   des  Mittelpunkts  des  Bingquerschnitts  vom  Bingmittel- 
punkt  (von  der  Drehachse  des  Binges);    y  ist  in  jenem  Mittelpunkt  senk- 

•  Vergl.  S.  167  u.  flg. 
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recht  zum  Querschnitt  gerichtet  Mit  der  letzten  Formel  schliesst  §  79. 
Eirchhoff  hat  dieselbe  and  a')  im  §10  der  XV.  Vorlesung,  kommt  aber 
in  §  6  der  XVI.  nochmals  auf  a'}  zurftok,  weil  er  das  Drehungsmoment 
des  Ringes  (ohne  Eisenkern^  der  die  Theorie  complicirt)  berechnen  lehrt: 
Tritt  ein  Strom  i  an  den  Endpunkten  eines  (um  die  Bingbreite  erweiterten) 
Dorcbmessers  2£  ein  und  ans,  so  haben  wir  zwei  Halbringe  oder  Solenoide 

I  N 

mit^  und  -p-  Windungen  für  die  LSnge  nB  vor  uns;  aber  wegen  der  zwei 

Solenoide  kommt  doch  wiederum  a')  vollends  zu  Stande  als  Magnetikum  an 
den  genannten  Endstellen  in  der  Fläche  1.  Ist  ^  der  Bingquerschnitt  und 
K  das  Magnetfeld,  in  welchem  der  Bing  rotirt  (senkrecht  zum  genannten 
Bingdnrchmesser  steht  derjenige,  in  welchem  der  Bing  möglichst  nahe  an 
den  Polen  eines  Hufeisenmagnets  vorbei  rotirt) ,  so  erhält  man  das  ganze 
Drehungsmoment  durch  Multiplication  mit  K2B^^  also 

Nihq 


Nun  wende  ich  mich  noch  zu  der  nach  Parallelkreisen  umsponnenen  Engel- 
f lache  Ana^f  wobei  N  Windungen  auf  den  horizontalen  Durchmesser  2a 
tre£Fen,  den  ich  wegen  a^  und  b')  wieder  zur  0- Achse  wähle  (positiv  vom 
Centram  zum  Nordpole  hingerichtet).  Wenden  wir  uns  vom  Aequator  gegen  den 
Nordpol  dieser  Kugel  hin,  so  nehmen  die  Windungen  fttr  jedes  d0  um  die 
Bingbreite  dy  ab.  Es  mag  nun  db  8  die  magnetische  Flächendichte  einer  solchen 
Doppelschioht  sein ,  damit  0  die  Flächendichte  auf  der  entsprechenden  Kugel- 
lone  genannt  werden  kann,  welche  wir  statt  jener  ringförmigen  substituiren 
gemäss  der  Gleichung:  s.dy  ^  ad{a9). 

Hierin  bedeutet  9  den  Centriwinkel  wie  in  der  vorletzten  Mittheilungi 
auf  welche  wir  uns  sogleich  vollständig  beziehen  werden  (insbesondere  den 
ersten  Theil  derselben  gegen  dessen  Ende  hin).    Da  y  =  a£jfid,  so  kommt 

scosO  Ä  0. 


=  -n— C056;  verglichen  mit  der  gerade 


Gemäss  a)  i8t5  =  irt:2a,  also  0-- 

Ni 
erwähnten  Mittheilung  giebt  -^  s=  J  die  Stärke  der  Magnetisirung  der  Kugel- 

9        AT* 

fläche  an.    Die  Feldstärke  im  Innern  ist  demnach  — 5 cos  6. 

ö     a 

Das  Buch  giebt  nur  die  Feldstärke  auf  dem  Polardurchmesser  (9  =  0)  an 
und  schliesst  mit  den  Worten :  „Auf  diesem  Wege  kann  man  ein  fast  constantes 
magnetisches  Feld  herstellen,  welches  bei  der  Construction  der  Mess- 
instrumente zur  Bestimmung  der  elektrischen  Stromstärke  Anwendung  finden 
kann.'  Dieses  Wort  nfast**  findet  in  dem  0  seine  richtige  Deutung:  wenn  9  s=  0, 
80  ist  die  Feldstärke  y  ganz  constant  im  Innern  der  Kugel;  wenn  aber  0  von 
Null  verschieden,  so  ist  die  Feldstärke  mit  cos 6  behaftet;  von  r«^a)  ist 
sie  ganz  unabhängig.    Das  Minuszeichen  entspricht  dem  Texte  nach  b)  oben. 

Augsburg.  Prof.  Dr.  Kurz. 
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XVin.  Zur  Construction  einer  Fläche  jEweiten  Orades 
aus  neun  Punkten. 

Herr  Dr.  H.  Liebmann  hat  im  41.  Jahrgang  dieser  Zeitschrift  8.120 
die  Aufgabe  gelOst: 

Wenn  neun  Punkte  {NNT^P^P^Q^Q^Q^Qi)  im  Baume  gegeben  sind, 
auf  einer  Ebene  9  durch  drei  derselben  (PiP^Pf^)  den  Kegelschnitt  tp 
zu  zeichnen,  den  die  durch  die  nenn  Punkte  bestimmte  Fläche  zweiten 
Grades  4  mit  derselben  gemein  hat. 

Wir  wollen  zeigen,  dass  das  dort  angegebene  Schema  der  Behandlung 
noch  der  Variation  fähig  ist,  um  die  angegebene  besondere  Aufgabe  zu 
lösen,  dass  es  aber  im  Princip  auch  ausreicht,  um  den  Kegelschnitt  gtr 
in  jeder  beliebigen  Ebene  des  Baumes  zu  finden,  ohne  jede  Hilfs- 
construction  ausserhalb  dieser  einen  Ebene. 

Zu  dem  Ende  wollen  wir  hier  kurz  die  methodischen  Eigenheiten  der 
Liebmann'schen  Construction  hervorheben: 

a)  Zunächst  bemerken  wir,  dass  die  neun  Punkte  \n2  +  3  +  A  Pnnkte, 
also  in  drei  Gruppen  zertrennt  erscheinen.  Von  den  zwei  Punkten  der 
ersten  Gruppe  wird  O  in  die  Ebene  d  der  zweiten  Gruppe^  also  doppelt 
projicirt«  In  dieser  so  doppelt  bezogenen  Ebene  kennt  man  3  +  4  Paar 
entsprechender  Punkte,  wovon  die  drei  ersten  Doppelelemente  der  Be- 
ziehung vorstellen  (P^,  P^,  P^).  Die  weiteren  Doppelelemente  erfQllen  den 
fraglichen  Kegelschnitt  q>.  Ausserdem  giebt  es  in  der  Beziehung  einen 
singulären  PnnktiS,  dem  je  eine  Gerade  m  im  anderen  System  entspricht. 
Die  Construction  von  (p  und  m  ist  gleichwerthig. 

b)  Als  methodisches  Hauptmerkmal  ist  aber  die  Variation  eines 
der  gegebenen  Flächenpunkte  hervorzuheben.  Es  wird  nämlich  irgend 
ein  Punkt  Q^  der  dritten  Gruppe  fortgelassen  und  dafür  ein  Punkt  P^ 
der  zweiten  Gruppe  zugefflgt,  der  bereits  in  der  Ebene  des  q> 
liegt  und  sohin  das  Problem,  q)  zu  finden,  zu  vereinfachen  geeignet  ist. 
Für  diesen  neuen  Fall  wird  die  Construction  dieses  Kegelschnittes  gezeigt. 

Wir  wollen  ihn  den  angepassten  Kegelschnitt  nennen  und  mit  (PI  ^^  1  bezeich- 

^       TQaI 
neu;  analog  die  ihm  eindeutig   zugehörige  singulare  Gerade  mit  fMlp  |> 

wobei  also  der  obere  Buchstabe  den  im  System  weggelassenen ,  der  untere 
den  hierfür  zugefügten  Punkt  andeutet. 

c)  Nun  wird  auch  noch  P^  weggelassen;  dann  bilden  die  Flächen  <2>, 
ebenso  die  Kegelschnitte  g^T^«!,  wie  die  singulären  Geraden  ^f^^J  Büschel. 
Die  noch  unbekannten  festen  Pnnkte  der  beiden  letztgenanntem  sind  linear 
zu  bestimmen.  In  der  Lie  bmann'schen  Lösung  werden  statt  der  q>  die 
gleichwerthigen  m  betrachtet.  Der  feste  Punkt  des  Büschels  der  m  möge 
mit  Jf  r@4j  bezeichnet  werden. 
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d)  Zuletzt  mns8  die  der  nicht  variirten  Fläche  (D  zugehörige  m  in  allen 
Bflscheln  Ifj^n  enthalten  sein.  Es  genügt,  zwei  der  letzteren  zu  con- 
stmiren  und  dann  ihre  M  zu  yerhinden.  Mit  m  ist  eindeutig  (p  zu  finden, 
wodurch  die  Aufgabe  gelOst  erscheint. 

unwesentlich  an  Yorstehender  Ausführung  ist  die  Art  der  Vertheilung  der 
neun  Punkte  von  O  auf  die  drei  Gruppen.  Bleiben  wir  zunächst  dabei  stehen, 
dass  die  Gruppe  der  Ebene  ^  mit  drei  Punkten  bedacht  bleiben  soll,  so 
stellt  sich  neben  die  Liebm an n'sche  Vertheilung  die  folgende  symmetrische: 

Hiemach  wird  d>  Yon  drei  Punkten  N  in  die  Ebene  &  projiciri  Be- 
zeichnet man  den  Schnitt  der  Tangentialebene  der  Fläche  O  in  N^  mit  der 
Ebene  d  durch  m,  so  gestaltet  sich  die  Lösung  der  Aufgabe  nach  folgendem 
Schema«     Construire: 


m 


IM 


01 


Schnitt  beider:   M 


\?']\ 


Schnitt  beider 


:  «[-.] 


Verbindung  beider:   m 


[;]• 


Aus  der  singulären  Geraden  m  folgt  eindeutig  tpt  wie  bei  Herrn  Lieb- 
mann. 

Wir  wollen  nun  gleich  zu  dem  allgemeinsten  Falle  übergehen ^  der 
dadurch  gekennzeichnet  ist,  dass  die  Ebene  j^,  in  welcher  q>  gezeichnet 
werden  soll,  keinen  der  gegebenen  neun  Punkte  enthält.  Die  Abtheilung 
der  neun  Punkte  erfolgt  demnach  so,  dass  die  erste  Gruppe  er,  die  zweite 
Null ,  die  dritte  (9  —  a)  Punkte  enthält  Wir  wollen  hier  nur  den  einen 
Fall  betrachten,  wo  o  =  2  ist.  Dann  erscheint  die  Ebene  &  doppelt  über- 
deckt. In  der  hierdurch  festgelegten  Beziehung  kennen  wir  nun  sieben 
Paare  entsprechender  Elemente,  worunter  sich  keine  Doppelelemente  be- 
finden.    Die  neun  Punkte  seien  bezeichnet  mit 

der  Schnitt  der  Tangentialebene  an  (D  in  ^  mit  der  Ebene  f^  wieder 
mit  m.  Dann  erfolgt  die  Construction  nach  folgendem  Schema,  das  wohl 
unschwer  zu  lesen  sein  wird,  wenn  auch  nach  den  Klammern  die  Worte: 
0 Schnitt  beider"  bez.  „Verbindung  beider*  weggelassen  sind.  Von  dem 
Schema,  welches  in  der  ersten  der  acht  Colonnen  4.4.4.4  =  256  Zeilen 
erfordern  würde,  ist  natürlich  nur  der  Anfang  hergesetzt.  Wie  zu  ersehen, 
sind  nicht  weniger  als   341  Linien  m  und   170  Punkte  M  zu  construiren. 
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iP^KP^Pi^ 

lP>PtP.P7^ 

Lp,p,p,pJ 

lPiP,p,p,]] 

LPgP.p^pJ 

Lp,p,p,p,J 

iP^PiPeP.i 
LP,P;PeP,J 

Lp.p.p.p^J 

p.e.  ^««71 

Lp,P;PeP,J 


«re4^5<?6Ö7"|  ] 

L»PjPoPj 
'^L*p,p,pJ 

"^L^p.p.pJ 


'"L*p;p«pJ  J 


'5-'6- 


L*p,p,p,J 


M 


L*PgP«pJ  J 


m 


m 


-[t- *:?;]! 


'U.8.W. 


m 


Lp,p,pJ 


M 


m 


LpiP.pJJ 


L*PsP,J'' 


U.  8.  W. 


München,  April  1896. 


J.  Klbibbr, 
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XIX.  Beitrag  sur  Maanigfaltigkeitslehre, 

In  seiner  HabilitationsYorlesang  über  die  Hypothesen ,  welche  der  6eo« 
metrie  zu  Gmnde  liegen,  sagt  Biemann  im  §2,  dass  es  ein  wesentliches 
Kennzeichen  einer  einfach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  sei,  dass  in  ihr 
Ton  einem  Punkt  nur  nach  zwei  Seiten ^  vorwärts  oder  rückwärts,  ein  stetiger 
Fortgang  mOglich  sei.  — •  Der  Begriff  der  Stetigkeit  wird  dabei  nicht  besonders 
erklärt,  sondern  als  gegeben  betrachtet. 

Auf  Orund  dieser  Definition  der  einfach  ansgedehnten  Mannigfaltigkeit 
habe  ich  in  meinem  im  Jahre  1873  erschienenen  Abriss  einer  Theorie  der  com- 
plexen Functionen  etc.  die  Ordnungszahlen,  die  angeben,  wie  eine  Function 
einer  reellen  Veränderlichen  a;  an  einer  bestimmten  Stelle,  etwax  =  0,Ter- 
schwindet  bez.  unendlich  wird,  für  eine  einfach  ausgedehnte  Mannigfaltig- 
keit in  Anspruch  genommen,  die  unendlich  viel  dichter  ist,  als  die  Mannig- 
faltigkeit der  gemeinen  reellen  Zahlen.  Es  giebt  auch  Ordnungen,  die  grösser 
sind  als  jede  durch  eine  beliebig  grosse  reelle  Zahl  messbare,  wie  die  Ord- 
nung der  Function  e~"  im  Punkte  Null,  so  dass  man  durch  die  Ordnungen 
nicht  blos  auf  actuell  unendlich  kleine ,  sondern  auch  auf  actuell  unendlich 
grosse  Zahlen  geführt  wird,  wenn  man  diesen  Namen  den  Ordnungsmaassen 
zuerkennen  will. 

Diese  Inanspruchnahme  der  Ordnungszahlen  als  einer  einfach  unendlichen 
Reihe  hat  nicht  überall  Beifall  gefunden,  und  es  lässt  allerdings  diese  Mannig- 
faltigkeit eine  andere  Auffassungsweise  zu.  Man  kann  die  nicht  durch  eine 
gemeine  reelle  Zahl  messbaren  Ordnungen  als  qualitativ  von  jenen  verschieden 
ansehen  und  so  die  Ordnungszahlen  als  complexe  Zahlen  auffassen,  man  kann 
ihnen  eine  mehrfache  (unendlich  -  vielfache)  Ausgedehntheit  zuschreiben.  Da 
aber  jeder  Analytiker  zweifellos  in  die  Lage  kommt,  die  Ordnungszahlen  zu 
ordnen,  ihre  Grösser  und  Kleiner  festzustellen,  und  da  für  keinen  Mathematiker 
der  mindeste  Zweifel  vorhanden  sein  wird,  dass  die  Ordnung  desVerschwindens 
der  Function  l :  lg{a^)  eine  niedere,  kleinere  ist  als  die  Ordnung  von  x^,  wenn  s 
eine  beliebig  kleine  positiv  reelle  Zahl  ist,  so  darf  man  das  Biemann'sche 
Kennzeichen  für  die  Einfachheit  der  Ausdehnung  einer  Mannigfaltigkeit, 
dass  überall  nur  nach  zwei  Seiten,  rückwärts  und  vorwärts  ein  Fortgang 
möglich  ist,  nicht  als  ausreichend  ansehen.  In  der  That  lassen  sich  auch  die 
zweifach  ausgedehnten  gewöhnlichen  complexen  Zahlen  durch  besondere  Be- 
stimmungen in  eine  einfache,  sagen  wir  eine  lineare  Beihe  anordnen.  Lässt  man 
z.B.  auf  jede  reelle  Zahl  x  die  Zahlen  x+yi  folgen,  wo  y  von  -  oo  bis  +oo  stetig 
fortschreitet,  so  werden  dadurch  die  complexen  Zahlen  in  eine  lineare  Beihe 
geordnet,  und  es  ist  bei  zwei  vorgegebenen  Zahlen  dieser  Art,  also  bei  zwei 
complexen  Zahlen  kein  Zweifel,  welche  dieser  Anordnung  gemäss  die  grössere 
ond  welche  die  kleinere  ist.  Der  Umstand ,  dass  zu  einer  Zahl  x  keine  Zahl 
existirt,  die  die  nächstfolgende  ist,  ist  schon  bei  den  gemeinen  Zahlen  ebenso 
vorhanden  als  bei  den  linear  geordneten  complexen.    Vielleicht  ist  ein^  Be- 
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merknng,  die  mir  ein  frOh  (im  Jahre  1885)  verstorbener  Studirender  der 
Mathematik  Namens  Bai  lauf  aas  Hattingen  über  diesen  Gegenstand  machte, 
im  Stande,  das  Rie mann 'sehe  Kennzeichen  zn  vervollständigen. 

„Eine  einfach  unendliche  stetige  Mannigfaltigkeit  hat  die  Eigenschaft» 
dass  sich  eine  abzählbar  unendliche  Mannigfaltigkeit  in  ihr  überall  dicht 
bestimmen  lässt.** 

Dies  ist  in  der  linear  geordneten  Beihe  der  complexen  Zahlen  oder  in  der 
Reihe  der  Ordnungszahlen  nicht  möglich.  Denn  bestimmt  man  die  in  die  Reihe 
der  complexen  Zahlen  zu  legende  abzählbare  unendliche  Mannigfaltigkeit  so, 
dass  hinter  einem  x  die  ganze  Reihe  der  Zahlen  x+yi{-'Oo<y<  +  co)  fehlt, 
so  ist  die  eingelegte  Mannigfaltigkeit  nicht  flberall  dicht.  Werden  aber  hinter 
jede  Zahl  x  Zahlen  von  der  Form  x+y^i^  ^+^8^«  ^+^8^«-**  eingeschaltet, 
so  ist  die  eingelegte  Mannigfaltigkeit  von  der  Mächtigkeit  der  reellen  Zahlen  x, 
und  also  von  höherer  als  abzählbar -unendlicher  Mächtigkeit. 

Zum  Andenken  an  Bai  lauf  füge  ich  noch  eine  zweite  Bemerkung 
hieran,  die  einen  Gegenstand  der  Integralrechnung  betrifft ^  und  die  bereits 
für  die  Mitglieder  des  Seminars  im  Seminarberioht  von  1883  gedruckt 
Platz  gefunden  hat 

Dirichlet  beweist  streng  den  Satz.  Ist  f(x)  zwischen  a  und  5  stetig 
und  Utn{f{x  +  h)^f(x)]:h  für  positive  abnehmende  h  gleich  Null,  so  ist 
f{p)  z=zf(^a).  Ball  auf  gab  hierfür  einen  directeren  Beweis,  der  eine  einfache 
Correctur  des  in  älteren  Lehrbüchern  enthaltenen  unzulänglichen  Beweises 
ist,  wie  folgt: 

Sind  a,  a ,  (^x«  ^xv  *  •  Grössen,  die  absolut  genommen  kleiner  oder  gleich  S 
sind,  so  hat  man  bei  beliebig  klein  vorgegebenem  öj   as=0  angenommen: 

f(h,)  -  AO)  ^  a,Ä,.     nh,  +  Ä,)  -  f{h,)  ^  (JA  . .  M 
für  hinreichend  kleine  hih^h^,..,  woraus  sich  durch  Addition  ergießt: 
I)  f{h)-m<6h,     Äi  +  /i,  +  Ä3  +  ...  =  Ä. 

Dieser  Satz  gilt  auch  noch,   wenn  h  =  b  ibL    Beweis.    Dtk  h^,h^^. .  . 

positive  Grössen  sind,   so  muss  ^i  +  ^g+^sH sich  einer  Zahl  c<h  als 

Grenze  nähern,    wenn   ihre  Summe  h  nicht  erreicht.    Man  kann  also  ft  so 

gross  annehmen ,  dass     ^^  +  Ä,  H +  Ä/«  >  c  -  « 

wird,  wie  klein  auch  e  sein  mag.     Also  ist 

f{c -  f)  -  f{c)  ^  a(c  -  0 ,     fic-B)-  fic)  <  d\ 
worin  6'   wegen  der  vorausgesetzten  Stetigkeit  mit  $  beliebig  klein  wird. 

Hieraus  folgt:         f^g)  -  /"(O)  ^  tf  c  -  f  (F  -•  ö'. 

Der  Satz  I)  gilt  also  noch  für  ä==c,  und  da  f{c+hf)  —  f{c)  ^  ah' 
gemacht  werden  kann,  so  gilt  er  über  c  hinaus,  so  lange  c^5  ist,  er 
gilt  daher  bis  Ä  =  6,  und  es  ist  f(h)  -  f{c)<l  ob  und  also,  da  S  beliebig 
klein  ist,  fih)  =  f{0)  w.  z.  b.  w. 

Jena.  __  J.  Tuoicab. 
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Beitrag  zur  kinematiii^i^xi  Theorie 
der  Gelenkmechami 

Von 

Johann  Kxeiber, 

UaupUehrer  enter  Ordunng  der  stftdtiBohen  Handelssohole  in  Manchen. 


Hierzu  Tafel  V  Fig.  1—28. 

(Fortsetsong.) 

§  4.  Uebergesohlossene  Meohanitmen. 
Direote  Bindung  zweier  Pantagraphe.     Einen  Pantagraphen 
haben  wir  als  einen  Apparat  bezeichnet,  der  zu  einer  !Beihe  Yon  Punkten  P< 
einen  Punkt  Q  construirt,  welcher  der  Gleichung 

(1=^,  +  K,+  ...) 

genflgt,  worin  die  %i  fest  Yorgegebene  reelle  Zahlen  bedeuten.  Fassen  wir 
in  einem  derartigen  Apparate  die  Punkte  Pt  als  feste  auf,  so  ist  auch  der 
Punkt  Q  fest.  Nun  haben  wir  zahlreiche  Typen  solcher  Pantagraphen  vor- 
geftlhrt,  aber  eines  war  bei  allen  zu  bemerken ,  die  absoluten  Lftngen  you 
Stäben,  Grössen  Yon  Dreiecken,  Tetraedern,  Körpern  kamen  bei  keinem  in 
Betracht.  Haben  wir  also  einen  ersten  Apparat  Q|  mit  den  Punkten  P| 
construirtf  so  können  wir  aus  diesem  sofort  eine  Unzahl  anderer  dadurch 
entwickeln,  dass  wir  die  Abmessungen  der  im  ersten  Apparat  frei  ge- 
wfthlten  Längen  (Grössen)  durch  beliebige  andere  ersetzen.  Dadurch  ent- 
stehen Apparate  Q'  mit  den  Punkten  P/,  fttr  welche 

C'=x,P/+x,P/+..., 

e  =  x,p,  +  x,p,+... 

<  Koppelt  man  die  Apparate  Q  und  Q'  so,  dass  jedes  P/  mit  P<  identisch 
wird,  so  muss  freiwillig  Q'  mit  Q  identisch  werden:  die  Bindung  Yon  Q  mit  ^ 
nimmt  der  Apparat  bedingungslos  an,  ohne  dass  seine  Beweglichkeit  irgend- 
wie beeinfiusst  wird.  Dadurch  gewinnen  wir  also  einen  übergeschlossenen 
Mechanismus. 
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Am  deutlichsten  erscheint  der  Charakter  des  Mechanismus  als  über- 
geschlossener, wenn  die  Einzelapparate  Q  und  Q'  schon  dann  starr,  be- 
wegungslos werden,  wenn  man  die  gebundenen  Punkte  Pi^^Pi  zu  Fix- 
punkten gewählt  hat 

Dies  erhellt  aus  folgenden  Beispielen: 

Beispiel  a)  (Figl).    Wir  koppeln  zwei  Pantagraphen  vom  Typus  b): 


Q  = 


«1 

A    P    P 
P    B    P 

p  "p   C 

iP) 
(P) 

(p) 

Tx 
T, 
T, 

Q    B     C 
Q    Q    c 

8 

ABC 

S 

ABC 

(ö) 

=  0. 


Durch  das  gleichzeitige  Bestehen  beider  Schema,  deren  letzte  Zeilen 
identisch  gemacht  wurden,  um  die  Bindung  sofort  kenntlich  zu  machen, 
ist  sofort  ersichtlich,  in  welcher  Weise  die  „EOrper**  und  ihre  Theilpunkte 
rechts  abhängen  von  den  ^EOrpem*'  und  Theilpunkten  links.  Es  ergiebt 
sich,  dasa  -  S^  =  xÄ+ (^l  +  n) P, 


u.  s.  f. , 

das  heisst,  dass  die  sechs  Stablängen  PA,  PB,  PC\  QAy  QB,   QC  be- 
liebig vorgegeben  sein  können,  dass  aber  immer  die  Paare  von  Stäben: 

PA,  QA;    PB,  QB,     PC,  QC 

je  im  selben  Verhältniss 

K  :  (k  +  n)  bez.  k  :  (n  +  (i)  bez.  fi  :  (x  +  A) 
getheilt  sind.     Oeometrisch  besagt  dies,  dass  die  drei  Secanten 

_     5^„     S^T,.    S^T, 
parallel  der  Secante  PQ  sein  müssen. 

Beispiel  b).   Wir  benutzen  nun  zwei  Pantagraphe  vom  Typus  c): 


Q 


Q^ 


s, 

A    P    P    P 

(P) 

s. 

P    B    P    P 

{P) 

s. 

P    P    C    P 

(P)  =  0, 

8 

P    P    P    D 

(P) 

A    B    C    B 

(P) 

T, 

A     Q     Q    Q 

(«) 

2', 

Q    S     Q    Q 

(«) 

T, 

Q     Q     C    Q 

(«)  =  0. 

T, 

Q     Q    Q    D 

«?) 

8 

A    B    C    B 

(0) 

Digitized  by 

Google 


Von  Johann  Elbiber. 


235 


Die  vier  Punkte  Äf  B,  C^  D  bilden  ein  rfiamliches  Tetraeder,  8  ist 
ein  mit  diesem  affin  fest  verbundener  Theilpunkt.  Das  Tetraeder  mit  8 
ist  beiden  Apparaten  gemein  bei  aller  Beweglichkeit  der  acht  beliebig 
lang  zu  wählenden  StSbe 

PÄ,  PB,   PG.  PD;     QA,  QB,    QC,   QB, 
lur  ihre  Theilponkte 

^1»    ^2»    ^3>    ^4)       ^1)    ^2»    ^«>    ^4 

»nd  Bedingungen  unterworfen,   die   den   oberen  analog  sind;  so  sind  ins- 
besonders  g^rj,^  H  g^rj,,  \\  S,T, \\  S,T, \\  PQ 

mtereinander  parallel  etc. 

Die  in  beiden  Beispielen  aufgeführten  Pantagraphen  haben  die  Eigen- 
ichaft,  dass  zu  fest  angenommenen  Punkten  Äf  B^  C  bez.  Ä,  B,  C,  D 
estgelegte  Punkte  P  und  Q  gehören. 

Analog  könnten  durch  directe  Bindung  von  Pantagraphen  anderer 
gleicher  oder  verschiedener  Typen  die  einfachsten  übergeschlossenen 
Mechanismen  erzielt  werden.  Wir  wenden  uns  aber  nun  zu  einer  zweiten 
ifethode,  solche  aufzustellen.  Zu  dem  Ende  ist  es  noth wendig,  noch  einige 
Betrachtungen  über  die  Additionskörper  vorauszuschicken. 

Bildung  der  Additionskörper.  Bisher  war  es  für  uns  gleichgiltig, 
Q  welcher  Weise  Additionskörper  aufgebaut  wurden,  die  folgenden  Er- 
irterungen  legen  es  aber  nahe,  bestimmte  Annahmen  bei  Bildung  derselben 
Q  beobachten.  Zur  Construction  des  fraglichen  Polyeders  seien  von  einem 
Punkte  ausgehend  die  n  Strecken  (nach  Richtung   und  Orösse  bezeichnet) 


or  Addition  vorgegeben: 


OiOjaj.  ..a«. 


Dieser  Reihe  entspricht  eine  bestimmte  Art,  die  Strecken  aneinander 
D  ketten,  zu  addiren,  und  wollen  wir  unter  p^  einen  solchen  Streckenzug 
erstehen :  Pi  =  «i  +  «4  H h  ö«- 

Der  Anfangspunkt  des  letzteren  sei  P^,  der  End-  oder  Resultanten- 
ankt  Pn.  Wenn  wir  uns  nun  einerseits  alle  directen,  andererseits  alle 
iversen  cyklischen  Vertauschungen  der  Reihe  p  denken ,  so  erhalten  wir  aus : 

Pt  —  ^i  +  ^  + h  «/•  J>  - 1  =  Äj  +  a„  +  a„  - 1 H f-  a, 

Pt=^a^+a^  +  '"  +  ai  J>-2«  «8  + «i  +  o«+ ■••  + «j 


'  +  «2 


p-  3  =  «8  +  Ö2  +  «1  + 1-  »4 


n  Ganzen  2n  Streckenzüge  zwischen  den  gemeinsamen  Endpunkten  Pq  und 
a,  welche  direct  ein  parallelogrammflftchiches  Polyeder  vorstellen,  das 
1  Pq  und  Pn  zwei  gleichgeartete  ausgezeichnete  Eckpunkte  besitzt. 

um    diese  Behauptungen  zu  erweisen,   brauchen  wir  blos  zu  zeigen, 
ass  die  durch  die  PolygonzOge  j)  4.  definirten  Eckpunkte  mit  jenen,    die 
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man  aas  den  Sireckenzttgen  p.  erhalten  würde,  übereinstimmen.  Za  dem 
Ende  bezeichnen  wir  den  Endpunkt  der  t*^  Strecke  in  einem  der  Polygone 
mit  T^*y  wobei  der  obere  Index  angiebt,  anf  welchem  der  Streckenzüge 
p^n  der  Punkt  genommen  werden  soll.  Dann  besteht  in  der  That  die 
Identität :  p+  «  =  p  -(*+•- 1). 

Denn  es  ist  P^  *  der  Endpunkt  eines  von  P  auslaufenden  Zuges ,  der 
ein  Theil  von  j9«  ist,  nämlich: 

Kehrt  man  die  Reihenfolge  um: 

aif+i—i  +  ajf-|-<-2+ •  •  •  +  ö«i 
so  ist  dies  der  aus  %  Summanden  bestehende  erste  Theil  des  Zuges  i)^(«^.f-i), 
wobei  die  Indices  natürlich  nur  modn  zu  yerstehen  sind. 

Diese  Relation  weist  unmittelbar  darauf  hin,  dass  im  Punkt  P*  die 
vier  Strecken:  a,+<-i,     0,+*;    a„     a,»i 

zusammenstossen,  die  paarweise  je  einem  Streckenzug  /?+  angehören« 

Ist  jedoch  t  s=  1  bez.  t  s=  n  —  1 ,  so  erkennen  wir,  dass  in  einen  solchen, 
den  Endpunkten  Pq  und  P„  benachbarten  Punkt  blos  mehr  drei  Sirecken 
einmünden. 

Sonach  hat  ein  solches  Polyeder: 

2  Punkte  mit  je  n  auslaufenden  Kanten  (Pq,  P«), 
2n  Punkte  mit  je  drei  auslaufenden  Kanten, 
ii(n~3)  Punkte  mit  je  vier  auslaufenden.  Kanten , 
das  heisst  [n.(ii  — 1)  +  2]  Eckpunkte.    Diese  ordnen  sich  in  Zonen  nach 
dem  Index  i  an.    Ist  n  gerade,  so  giebt  es  eine  mittlere  Zone  (Gürtel  von 
n  Parallelogrammen).    Halten  wir  %  fest,  so   ordnen  sich  die  Punkte  der 
♦♦•»Zone  I\P\P\...P1 

zu  Eckpunkten  eines  Polygons  an,  dessen  Seiten  sich  als  Diagonalen  der 
das  Polyeder  begrenzenden  Parallelogramme  darstellen  und  das  wir  dem- 
entsprechend als  Diagonalpolygon  der  i^^^  Zone  bezeichnen  kOnnen. 

Die  Uebersicht  der  Anordnung  der  Kanten  und  Parallelogramme  er- 
halten wir  am  besten  dadurch,  dass  wir  uns  das  Polyeder  aus  den  Ton 
Pq  aus  laufenden  n  Strecken  successiye  construirt  denken ,  indem  wir  jeweils 
zwei  consecutiye  Strecken  zu  Parallelogrammen  ergänzen.  Dadurch  er- 
halten wir  einen  ersten  Querzug  von  Kanten  des  Polyeders.  Aus  diesem 
ergiebt  sich  ein  zweiter,  schliesslich  ein  n^®'.  Jeder  so  gewonnene  Querzng 
zeigt  2n  Strecken,  die  man  dadurch  erhalten  kann,  dass  man  hinter  jedes 
einzelne  Element  der  Reihe 

—  jPi  =  — «11     —»2,    —  a3...a„ 
das  entsprechende  Element  der  yerschobenen  Reihe  p^,  das  heisst: 

+  Pa  =  +  öä,    +aÄ+i,     +  aA+«- •• +  aA-i 
schaltet,  so  dass  man  erhält: 

—  «1  +  «A  —  «2+  ^A+i fJ^n-^-  a^+i  =  0. 
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Beim  weiteren  Anfbaa  des  Polyeders  sind  dann  je  eine  negativ  an- 
geschriebene mit  der  folgenden  positiven  zusammen  zn  je  einem  weiteren 
Parallelogramm  zu  ergänzen,  so  dass  wir  nach  folgenden  Cftsuren 

—  «1  +  oa  I  —  Og  +  aA+i  I  —  •  •  •  I  a«  +  a^-i  |  =  0 
len   Qnerzug   der   nächsten   Zone   durch  blose  Vertauschung   der    Glieder 
n  jeder  Abtheilung  gewinnen.     Der  h+  V*  Querzug  lautet  also: 

Oä  -  aj  I  +  OA+i  —  Og  I . .  •  I  a^-i  —  a«  I  =  0, 
)der 

—  a^  +  OA+i  —  o,  +  a^+i  •  •  •  a«  +  «A  =  0, 

^as  zudem  unsere  Regel  bestätigt 

Jeder  Zug  p^  besitzt  n  Kanten;  da  es  2n  Zttge  auf  dem  Polyeder 
griebt,  hätte  dieses  2fi'  Kanten.  Davon  sind  aber  die  in  Fq  und  Pn  mttn- 
lenden  n  Kanten  doppelt  gezählt »  so  dass  der  AdditionskOrper  2n(n-l) 
Spanten  besitzt  Die  Zahl  der  das  Polyeder  begrenzenden  Parallelogramme 
wträgt  n(n  — 1). 

Ist  demnach  K  die  Zahl  der  Kanten ,  F  die  der  Flächen,  E  die  der 
Scken,  so  erhalten  wir  hier  die  bekannte  Euler 'sehe  Gleichung: 

E  +  F--K=2. 

Diese  Polyeder  an  sich  betrachtet  bilden  schon  eine  gewisse  einfachste 
Hasse  von  übergeschlossenen  Mechanismen.  Wir  wollen  uns  aber  im  Nach- 
itehenden  nicht  mit  dieser  Seite  ihrer  Eigenschaften  beschäftigen,  sondern 
luchen^  zu  unseren  Pantagraphen  zurflckzukehren. 

Minoren  des  Hauptpolyeders.  Wird  aus  einem  ersten  oder  Haupt- 
)olyeder,  das  zur  Summation 

«1+02  H ha« 

gehört,  unter  Beibehaltung  des  Anfangspunktes  P  und  aller  Summanden 
»is  auf  einen,  an  dessen  Stelle  ein  der  Bichtung  nach  gleicher^  an 
jänge  verkürzter  Streckensummand  gesetzt,  ein  anderes  Additionspolyeder 
ter  gleichen  Art  gebildet,  so  soll  dieses  ein  Minor  des  ersten  genannt 
werden.  Solcher  Minoren  giebt  es  n  Arten  ^  indem  die  Verkürzung  der 
leihe  nach  auf  die  n  Summanden  ausgedehnt  werden  kann. 

©^  =  x^ai  +  aj  +  Oj  H h  On 

©j,  =  aj  +  ÄjO,  +  Oj  +  ■  •  •  +  a„ 
@3  =  Ol  +  0^+  xjaj  H \-an 


(Bn=  öj  +  08+  03  H +x„a« 

@  =ai  +  a^+  a^-i }-  «n- 

Die  vorstehenden  Formeln  geben  in  @  den  Hauptkörper,  in  den  @i 
lie  Minoren.  Jeder  Minor  lehnt  sich  längs  der  gemeinsamen  Summanden 
ind  der  aus  ihnen  entwickelten  Seitenflächen  an  den  Hauptkörper  an,  zum 
'heil  auch  an  die  anderen  Minoren. 
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Satz:   Die  Besnltantenecke  des  Hanptpoljeders  und  die  eines  hierzu 
adjungirten  Minors  liegen  aaf  einer  beiden  Körpern  gemeinsamen  Kante. 
Nachweis:     Schreibt    man    Haaptkörper  @   nnd    Minor    Qi   in    der 
folgenden  Weise: 

®  =  {(k+\  +  a<+«  + ha«  +  ai4-a,H h  «ü-i)  +  ««• 

®i  =  (a<+i  +  Of+3i  H h  ö«  +  «1  +  a«  + h  «/-i)  +  x,a„ 

so  erkennt  man  sofort,  dass  die  beiden  Polyeder  @  nnd  ®<  einen  ganzen 
Kantenzag  (Theile  von  pt^i  nnd  jp/,^^i) 

ai+i+  Oi+t  + hön  +  ai  +  ösH h  a<-i 

gemein  haben ;  an  den  Endpunkt  dieses  Kantenznges  ist  bei  @  der  Strecken- 
snmmand  a^,  bei  ®i  aber  x,a<  anzufügen.  Beide  Streckensnmmanden 
stimmen  nach  Voranssetzung  in  ihrer  Richtung  überein,  fallen  also  in 
eine  gemeinsame  Gerade.  Die  Endpunkte  Q  und  Q^  derselben  fallen  aber 
nicht  zusammen,  da  die  Summanden  an  absoluter  Grösse  verschieden  sind« 
Wir  können  den  Yorhergehenden  Satz  auch  so  aussprechen: 

9  Vom  Besultantenpunkt  Q  des  Hauptkörpers  ®  gehen  n  Kanten 
aus;  auf  jeder  derselben  liegt  der  Besultantenpnnkt  Qi  eines  der 
adjungirten  Minoren  @{.'' 
Die  Entfernung  QQf  beträgt  dabei: 

Bindung  von  Additionspoljedern  zur  Erzeugung  über- 
geschlossener Mechanismen.  Wir  wollen  nun  die  eben  entwickelten 
Sätze  zur  Bildung  von  ttbergeschlossenen  Mechanismen  verwerthen.  Zu 
dem  Ende  gehen  wir  von  einem  der  einfachsten  Fälle  aus,  wie  ihn 


e^ 


A 
B 

r 


Ä 
P 

P 


P 
B 
P 


P 
P 
C 


ABC 


bezeichnet.  Der  Doppelstrich  (statt  des  früher  gebrauchten  einfachen 
Striches),  welcher  die  Theile  der  Matrix  trennt,  soll  in  unserem  Falle  an- 
deuten, dass  nunmehr  die  abgetrennten  Punkte  A,  B,  f,  Z  nicht  affin  sich 
entsprechend  in  den  auf  einander  bezogenen  rechts  angeschriebenen  „Körpern'' 
liegen,  sondern  darin  willkürlich  gewählt  sind.  Dementsprechend  sagt  das 
Schema  oben  aus,  dass  wir  auf  den  drei  von  P  auslaufenden  Strecken 
PA,  PB^  PG  drei  Punkte  A,  B,  f  angenommen  und  aus  den  Theil- 
strecken  PA,  PB,  PV  das  Additionspoljeder  (Parallelepiped)  gebildet 
haben,  dessen  Besultantenpunkt  £  ist.  Dieser  Punkt  £  hat  zu  seiner 
Horizontalreihe  A,  B^  C  ebensowenig  eine  affine  Beziehung,  wie  die  A, 
B,  r  zu  den  ihrigen.  ^  j 
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Dem  obigen  Hanptschema  kOnnen  wir  aber  ein  gewöhnliches  adjangiren 
von  folgender  Gestalt: 


%-j^ 


Q  = 


u'   ^  ^ 

A     P    P 

B     2"    B 

P    B     P 

r    r    s' 

PPC 

U    T    s 

ABC 

ip) 


oder; 


Daas  dieses  möglich  ist,  liegt  daran,  dass  die  .KCrper*  rechts  vom 
mittieren  Yerticalstrioh  degenerirte  sind ,  mit  mehrfiuh  zShlendem  Punkte  P. 
War  etwa  A=«,J  +  |3,P 

B=«,J5  +  ftP 

r  =  a,(7  +  |3,P 

80  kann  man  auch  schreiben: 

A  =  a,4  +  «,P+[l-«,-«,]P 
B  =  «,P  +  «,B  +  [l-«,-«,]P 
S'=  «, p  +  «,p  +  [l  -  «1  -  «JC, 

A  =  «,^  +  [l-«i-«,lP  +  «3-P 
r=«,P+[l-«,-«,]5  +  o,P 

r  =  o,P+  [1  -  a,  -  a,]P  +  a,C, 

*^"=  U'=[l-a,-a,]A  +  a,P  +  a,P 

B  =  LI  -  «»  -  «s]  Jf  +  «»^+  ««^ 

r  =  [i-«,-«,]p+«,p+«,c. 

womit  die  Punkte  1^,  X',  U'  definirt  sind. 
Betrachtet  man  nnn  die  zu  den  Colonnen 

A       U'    A    A       (P) 
B       B    T»     B      (P) 

r     r   r    s'    (p) 

Z       U    T     8       (P) 
gehörigen  Additionspolyeder  @,  ©£,  ©,,  @„   so  erkennen  wir,  dass  die 
drei  letzteren  die  Minoren  znm  ersten  als  Hauptpolyeder  darstellen.    Denn 
es  gehören  diese  Polyeder  zu  folgenden  Summen: 

S^PÄ  +PB  +  Pr 

e,-pD-+pB  +  pr 
©jihpä  +P2"+pr 

6,  =  PA  +  PB  +  PS'. 
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Die  drei  letzten  Summen  stimmen  in  allen  Sammanden  bis  auf  einen 
mit  der  ersten  Summe  überein  ^  auch  ist  der  abweichende  Streckensummand 
der  Richtung  nach  identisch  mit  dem  ersetzten,  wie  bei  Minoren  erforderlich. 

Deshalb  liegen  die  Punkte  27,  T,  8  der  Reihe  nach  auf  den  drei  von 
r  ausgehenden  Kanten  des  Hauptpolyeders  6. 

Die  Punkte  17,  T,  8  liegen  aber,  wie  aus  der  Pantagrapheneigenschaft 
des  Mechanismus  Q  hervorgeht,  als  invariabel  affine  Theilpunkte  im  ver- 
änderlichen Dreieck  ABC. 

Statt  demnach  für  jeden  der  Punkte  U^  T,  8  das  Additionsparallel- 
epiped  @<  zu  construiren,  markire  man  in  richtiger  Weise  die  Punkte  U^ 
7,  8  auf  den  von  Zausgehenden  Kanten  des  einzigen  Hauptparallelepipedes  6. 
Diesen  Satz  kann  man  auch  so  aussprechen: 

I, Jedes  Parallelepiped  @  zu  einer  Summe  PA+  PB  +  Pf 
schneidet  die  Ebene  ABC  mit  den  vom  Resultantenpunkt  aus- 
gehenden Kanten  in  einem  Tripel  affin  unverftnderlicher  Punkte.* 

Construiren  wir  nun  zum  Apparate 


e,= 


A/ 
Bx 


Ar 

Pi 

Pi 

Pi 

Bi 

Pi 

Pi 

Pi 

Ci 

Äi 

Bi 

Ci 

(Pi) 
i.Pi) 
(Pi) 


(Fig.2) 


iPi) 


f^u 

Au   Pn  Pii 

iPii) 

B// 

Pii  Bn  P„ 

iPii) 

Vn 

Pn   Pii   Cn 

iPn) 

Au   Bii   Cii 

{Pii) 

noch  einen  zweiten  nach  demselben  Schema,  so  dass  die  Horizontalreihen 
des  neuen  Schemas  den  entsprechenden  des  alten  affin  entsprechen. 


e,= 


SO  existiren  auf  den  Kanten,  die  von  £//  ausgehen,  drei  Punkte  ZTr/T/zS//, 
die  im  Dreieck  AjiBnCir  ebenso  liegen,  als  U1T181  im  Dreieck  AiBjCj, 
Bindet  man  die  Ecken  der  Dreiecke  AiBiCii 

Ax^Aix  =  Aj 

Bj^:  Bi§=  B^ 

Ci=  Cu  =  C'i 
so  fallen  auch  die  Punktpaare  der 

81  '^  Sri  37  8 
zusammen,  das  heisst,  die  von  Z/  und  Z//  ausgehenden  Kanten  der 
zugehörigen   Polyeder    schneiden    sich    in   festen^unkten;   in 
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diesen  kann  man  also  jene  Kanten  koppeln,  ohne  die  Beweglichkeit  der 
Apparate  Qj  bez.  6//  zu  beeintrSchtigen.  Dadurch  gewinnen  wir  einen 
flbergeschloasenen  Mechanismus  (Fig.  2)« 

Weiteres  BeispieL  Die  Betrachtungen,  wie  wir  sie  gerade  mit 
dem  einfachen  Schema  6  angestellt  haben,  kOnnen  wir  mit  gleichem  Er- 
folg anwenden  auf  das  erweiterte  Schema: 


A 

Ä    P    P...P\ 

(■P) 

B 

P    B    P...P  \ 

(P) 

r 

P    P    C...P  1 

(P): 

A 

P    P    P...D 

(P) 

I 

Ä    B    C...D 

(P) 

>o. 


e  = 


Das  Schema  ftthrt  im  Speciellen  auf  den  aus  der  Combination  zweier 
Mechanismen,  die  zu  einem  Schema  mit  vier  Punkten  Äj  B^  C^D  gehOren, 
hervorgehenden  libergeschlossenen  Apparat. 

Weiteres  Beispiel.  Bedingung  fttr  die  Anwendbarkeit  der  an- 
gestellten Betrachtungen  ist,  dass  gewisse  Additionspoljeder  gemeinsamen 
Anfangspunkt  besitzen,  was  hie  und  da  erst  durch  Specialisirungen  erreicht 
werden  kann. 

Es  sei  hier  auf  die  Bemerkungen  beim  Pantagraphen  j'  verwiesen. 

Mehrfache  Bindung  von  Additionspolyedern.  Statt  im  Schema 

A    P...      (^) 
P    B... 


A     B.. 

links   nnr   ein    Additionspolyeder  anznftlgen,    kann    man    mehr   anreihen; 
für  jedes  einzelne  gilt  das  oben  Abgeleitete. 


ex,= 


A, 


A, 

A    P... 

Bi 

P    B... 

2i 

A     B... 

(P) 

^0, 


das  faeisst  auf  den  von  Z^  bez.  Z^  •  •  •  ausgehenden  Kanten  liegen  Punkte 
U\T\8'^...  bez.  U\rS\...,  welche  mit  dem  „Körper«  AB...  afiSn 
fest  verbunden  sind.  Construirt  man  nun  zu  diesem  ersten  Apparat  6i,s  ••  • 
einen  „analogen*',  das  heisst  einen  solchen  8'i,2**m  dessen  Horizontal. 
Zeilen  affin  verwandt  denen  von  B^f  ••  sind,  so  kann  man  beide  Apparate 
wie   oben   binden.    Es    „durchkreuzen**    sich    dann    zugeordnete   Pol; 
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beider  Apparate  in  festen  Punkten  17, T^ iS^ . . .  bez.  17, Tg 5,...,  wobei  der 
, Körper^  AB...  beiden  Apparaten  gemeinsam  wird. 

Die  links  im  Schema  angefügten  Yertikalreihen  bezeichnen  Polyeder, 
welche  die  Ecke  F  bez.  die  von  ihr  ausgehenden  Kanten  der  Richtung 
nach  gemein  haben.  Diese  Polyeder  besitzen  sonst  keine  weitere  Bindung. 
Alle  Eigenschaften,  die  sie  an  sich  besassen,  bleiben  erhalten,  wenn  man 
auch  Yon  den  Fixpunkten  Ä^B..,  absieht.  Wirft  man  diese  in  den  ge- 
koppelten Apparaten  6|2...  und  6'|, .  • .  ab,  so  bleiben  blos  Polyeder 
At  Bf . . .  Z<  derselben  Art  in  Koppelung  und  bezeichnen  eine  weitere  Art 
Yon  übergeschlossenen  Mechanismen. 

Beispiel.    Wählt  man  einfach: 


e»^ 


„  analog '^  zu 


A, 

Ai 
B, 

^1 

0',,= 


'18 


A', 


r. 


SO  ergiebt  die  Koppelung: 


A'x 
B', 


A 

P 

P 

iP) 

P 

B 

P 

(P): 

P 

P 

G 

(P)' 

A 

B 

C 

(-P) 

^,5<0,     (Pig-2.) 


^\ 


A> 

P' 

P' 

P' 

B' 

P' 

P' 

P' 

C 

A' 

B> 

C 

in 


(F) 


A  =  A\ 
B  =  B\ 
C=C' 

feste  n Kreuzungspunkte"  der  Polyederkanten,  die  von  Z,  und  Z'jbez.Z,  und  Z', 
ausgehen.  Hält  man  die  Koppelung  der  Polyeder  in  den  gemeinsamen 
Ecken  P  bez.  P'  aufrecht »  so  bleibt  der  combinirte  Apparat  auch  dann  noch 
übergeschlossen,  wenn  man  von  den  Koppelpunkten  A^A\  B^Bf, 
C  =  C  ganz  absieht.  Das  Resultat  ist  eine  eigenthümliche  Koppelung 
von  vier  Parallelepipeden,  wie  sie  Figur  3  zeigt.  Der  entsprechende  Fall 
für  Parallelogramme  ist  in  Figur  4  gezeichnet. 

Es  ist  hieraus  leicht  abzusehen,  wie  sich  die  Sache  gestaltet,  wenn 
man  ein  erweitertes  Schema  benützt. 

Minoren  höherer  Ordnung.  Obwohl  wir  nicht  beabsichtigen ,  die 
folgenden  Bemerkungen  tiefer  zu  verfolgen,  sei  doch  wenigstens  darauf 
hingewiesen,  dass  den  oben  betrachteten  Minoren,  welche  wir  Minoren 
erster  Ordnung  nennen  könnten,  auch  solche  höherer  Ordnung  zur  Seite 
zu  stellen  wären.    Bilden  wir  zum  Körper 

©  =  «,  +  ff,  +  a8+-+a„ 
einen  anderen:  ^  1 
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dessen  Summanden  der  Richtung  nach  alle,  der  Grösse  nach  bis  auf  zwei 
mit  den  Summanden  von  @  übereinstimmen,  so  haben  wir  einen  Minor 
zweiter  Ordnung.    Schreibt  man  beide  Polyeder  in  der  Weise: 

®it  =  («8  +  «4  +  •  •  •  +  «»)  +  ^u<h  +  ^\9^1 
so  erkennt  man,  dass  die  Polyeder  sich  längs  der  Summanden 

K  +  a4+.-  +  a«) 

an  einander  lehnen,  und  dass  die  an  diesen  Zug  sich  schliessenden  Seiten- 
fischen  (Parallelogramme) 

%  aus  den  Summanden  aj  +  etg  ^on  @, 
51'     »      »  n       x^ia^  +  x^ga,  von  ©lg 

zusammenfallen.  Daraus  folgt  aber  wieder,  dass  der  Besultantenpunkt  Q' 
von  @i,  erstens  in  der  Seitenflftche  91  des  Polyeders  fällt,  zweitens  darin 
constrnirbar  ist  (vergl.  Fig.  5). 

Zum  Polyeder  ®  giebt  es  gerade  n  Minoren  der  zweiten  (höheren 
Ordnung),  da  die  aus  @  yerftnderten  Summanden  zwei  aufeinander  folgende 
sein  müssen  (yergl.  die  Construction  des  Polyeders  @). 

Bringt  man  am  Hauptpolyeder  @  die  Besultantenpunkte  Qfi^t^i  an, 
und  Iftsst  den  Besultantenpunkt  Q  von  @  ganz  weg,  so  bekommt  man 
den  Anblick  (Fig.  6)  eines  unfertigen  Polyeders. 

Verwendung  von  Minoren  höherer  Ordnung.  Hat  man,  um 
ein  Beispiel  anzuführen,  etwa  ein  Punktsystem  der  folgenden  Art  gewählt: 

(^ 
(P) 

80  kann  man  diesem  unter  gewissen,  unten  näher  bezeichneten  Bedingungen 
in  einziger  Weise  folgendes  an  die  Seite  stellen: 

(p) 

M»^    r    r    r    s:     c,  c,  p    p    (p)  =  o. 

(P) 

Die  Punkte  Qi  liegen  constrnirbar  auf  dem  Hauptpolyeder  mit  Z; 
um  sie  zu  erhalten,  ist  es  also  nicht  nöthig,  erst  die  vier  zu  ^^l^Qiß^'i 
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r 

C^    G,    P     P 

A 

P    P    Dl    J), 

I 

A    B     C     D 

A   a   r    A 

A^    A,    P     P 

9'    IB     B      B 

P     P     B^     B, 
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C^    C^    P     P 

A     A    2)'     S) 

P    P     Dl    Di 

Q*  Qi  Q»   Qi 

A     B     C     D 

244       Beitrag  zar  kinematischen  Theorie  der  Gelenkmechanismen. 


hOrigen  Polyeder   zu  constrniren,   es  genügt  die  Einitthmng  des  Haupt- 
polyeders  £  in  der  oben  besprochenen  anfertigen  Form. 

Zwei  „  analoge **  Apparate  V  und  V  können   nun   in  der  bekannten 
Weise  längs  der  Punktreihen 

gekoppelt  werden,  um  einen  ttbergeschlossenen  Mechanismus  zu  erhalten, 
um  zu  zeigen,    dass  die  obige  Darstellung  möglich  ist,  setzen  wir 
etwa  an:  k^a,A,  +  a^A^  +[!  +  «,-. «JP, 

r  =  ysC,+n(7,  +  [l+y,-yJP. 

Dann  kann  man  schreiben: 

A  =  «i^j+a,^+ftP  +ftP, 
B  =  «jP+«,P+ft5+j5,P, 
6  =  «1  Ci  +  or  j  C,  +  ft  P  +  ft  P, 
3)  =  a^P  +  «,P  +  ft  A+  AD„ 
unter  der  Voraussetzung  der  Existenz  folgender  Relationen : 

«i  +  «2=ys+y4' 
?i  +  A  =  ^«+*8- 
Die   Colonnen   der   anderen  Minorpoljeder   können  dann  ähnlich  der 
gegebenen  sofort  hingeschrieben  werden. 


§  5.    Das  Ponktviereok.    (Ein  erstes  Bänderungsprincip.) 

Wahl  eines  geeigneten  Coordinatensjstems.  Das  Coordinaten- 
system,  das  wir  zu  Beginn  des  §  1  gewählt  haben,  leistete  vortreffliche 
Dienste  zur  Begründnng  einer  Theorie  räumlicher  Pantagraphen,  seine  Ver- 
wendung in  der  Ebene  dagegen,  wo  die  Aehnlichkeit  von  Figuren  eine 
Solle  spielt,  führt  auf  Weitläufigkeiten,  die  meist  auf  den  Gang  der  Be- 
trachtungen yerdunkelnd  einwirken.  Das  für  die  folgenden  Betrachtungen 
geeignetste  Coordinatensjstem  wird  uns  in  der  sogenannten  Gauss'schen 
Ebene  geboten. 

In  dieser  wird  jeder  Punkt  durch  eine  Coordinate  gegeben: 
Fl 


=:+")('««'■««■')• 


Man  kann  aber  auch  die  Auffassung  zulassen,  dass  die  „Grösse  P' 
einen  Streckensummanden  bedeutet,  dessen  Anfangspunkt  der  Nullpunkt 
des  Coordinatensjstems  und  dessen  Endpunkt  der  fragliche  .Punkt  P  ist 

Digitized  by  VjOOQIC 


Von  Johann  Kleiber.  245 

Punktreihe.  Wir  wollen  nun  die  Coordinaien  eines  Punktes  Q  auf- 
stellen, welcher  sich  auf  der  Verbindungslinie  zweier  Punkte:  P|  und  P, 
befindet     Es  muss  dann  sein: 

wobei  —  reell  sein  moss.     Daraus  folgt: 

«*«  x(Pi-C)  +  i(^,-«)  =  0, 

Setzen  wir  immer  »  +  ^  ""  1  voraus,  so  folgt  wie  früher: 

Man  bemerke  aber,  dass  hier  P^,  P^,  Q  auch  die  vom  Ursprung  nach 
diesen  Punkten  gezogenen  Strecken  Bedeuten  können. 

Anmerkung.  Zieht  man  in  Figur  8  durch  Q  Parallele  zu  OP^  und 
OP^j  so  erhftlt  man  auf  diesen  die  Punkte  W  und  7  und  im  Ganzen  den 
Aspect  des  einfachen  Sylvester^schen  Pantagraphen. 

Die  allgemeine  Formel  Q  >->  xP^  +  kP^\  %  und  l  complex  aber 
K  +  ^  ""  1*    Lassen  wir  in  der  Gleichung 

X  und  X  complex  sein  und  %  +  X^^l^  so  ergiebt  sich  wie  oben: 

C  -  xP,  +  AP,. 

Schreiben  wir  den  Ansatz  in  Form  einer  Proportion: 
P^QiQP^'.P^P^^li%'.^\, 
so  erkennen  wir,  dass  der  Punkt  Q  mit  der  Basis  P^P^  ein  Dreieck  for- 
mirty  das  bei  einmal  angenommenen  Werthen  x,  X  eine  invariable  Form 
für  alle  Veränderungen  von  Py  und  P^  besitzt.  Das  Dreieck  bleibt  ähnlich 
demjenigen,  das  aus  den  drei  Strecken  x,  X^  —  1  gebildet  werden  kann 
(Pig  9). 

£in  erstes  Bänderungsprincip.  Hat  man  fQr  ein  Punktgebilde  Q 
von  Punkten  Pi  eine  invariable  Eigenschaft  vermöge  der  Gleichungen 

e-xP,+  APx 
abgeleitet,  wobei  die  Punkte  Q  der  Einfachheit  halber  auf  der  Verbindungs- 
linie PirPx  angenommen  worden  waren,  so  gilt  diese  auch  dann  noch,  wenn 
alle  verwandten  Punkte  Q  als  Spitzen  von  ähnlich  veränderlichen  Dreiecken 
besetzt  werden ,  deren  Gestalten  nur  von  den  Relationen  der  x  X  beeinflusst 
sind.  Fasst  man  jede  Linie  PtP»  als  Rand  auf,  so  sind  die  Q  Randpunkte 
und    man    kann    von    einem  Ränderungsprincip    sprechen.     Dabei   ist  das 
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Princip  im  Sinne  einer  Arbeitekürzung  zu  verstehen,  wie  etwa  beim 
Princip  von  der  lebendigen  Kraft  in  der  Mechanik,  bei  dessen  Geltung  man 
sofort  ein  oder  mehrere  Integrale  hinzuschreiben  vermag. 

Anmerkung.  Parallelogramme  bleiben  bei  Anwendung  des Bänderongs- 
principes  erhalten ,  denn  die  ihnen  zu  Grunde  liegende  Relation  enthftlt 
weder  x  noch  k  (ebenso  alle  AdditionskOrper). 

Beispiel  a)  zum  ersten  Bftnderungsprincip.  Der  Pantagraph a) 
in  die  Ebene  gelegt  giebt  die  Kette  von  Figur  3  (Taf.  III),  wobei  die  Ketten- 
glieder alle  cjklisch  affin  nach  demselben  YerhSltniss  %  :  l  getheilt  sind;  dann 
theilt  auch  der  Besultantenpunkt  die  Strecke  Ä^Än  im  gleichen  Yerhältniss. 
Wenden  wir  das  Rftnderungsprincip  an,  so  haben  wir  an  sftmmtliehe 
Stäbe  ÄiAi^i  ähnliche  Dreiecke  anzubringen,  dann  genau  wie  oben  das 
Netz  von  Parallelogrammen  zu  zeichnen ,  um  einen  Besultantenpunkt  8  zu, 
erhalten,  der  mit  A^Äh  ein  den  übrigen  ähnliches  Dreieck  bildet. 

Anmerkung.  Die  so  gestaltete  Kette  für  zwei  Glieder  stellt  den 
Sylvester'schen  Plagiographen  (Schiefschreiber)  dar. 

Beispiel  b).  Man  könnte  in  dieser  Weise  alle  bisher  behandelten 
Typen  von  Pantagraphen  in  die  Ebene  legen  und  rändern;  es  ist  aber 
wohl  zu  merken,  dass  das  Bänderungsprincip  nur  in  der  Ebene  gilt, 
so  dass  man  nicht  mehr  in  den  Baum  zurückgehen  kann,  ohne  die  ge- 
wonnenen Beziehungen  zu  stOren. 

I.  Satz  über  das  Punktviereck  (Fig.  10).  Sind  A^A^J^... An 
auf  der  Geraden  AqAu  und  BqB^B^.,.  Bn  auf  der  Geraden  B^^B^  ähnliche 
Punktreihen  und  theilt  man  die  entsprechenden  Verbindungen  AiBi  dareh 
Punkte  Ci  im  constanten  Verhältniss  p  :  q^  so  liegen  diese  Punkte  d  wieder 
auf  einer  Geraden  CqÜ»  und  zwar  ist  die  von  ihnen  gebildete  Punktreihe 
ähnlich  den  beiden  gegebenen. 

Nachweis.    Aus  der  Aehnlichkeit  der  Punktreihen  ^^  und  Bi  folgt: 

Ai  =  KAQ  +  kAn, 

Bi=%B^+\Bn. 
Bilden  wir  auf  der  Verbindungslinie  AiBi  nach  Belieben  einen  Theil- 
punkt  Q,  80  ist:  Q=j>4,+  «J5„ 

=  j).  (xu4o+  A^„)  +  3(*5„  +  kB,), 

=  *(l»  A  +  ff-Bo)  +  i(pu4»  +  «-B«), 

womit  die  Aehnlichkeit  der  Beihe  C,  zu  den  Reihen  ^,  B«  nachgewiesen 
ist.    Dieser  Satz  Iftsst  sich  anch  in  Form  eines  Pantagraphenschemas  geben: 


c, 

Co       Cn 

Bi 

^0      An 
Bo     B„ 

=  0, 
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vo  die  Verticalreihen  nnd  Horizontalreihen  zwei  Systeme  affiner  Reihen 
rorstellen.  Dies  Schema  kann  natttrlich  nach  zwei  Richtungen  erweitert 
rerden  und  gilt  ohne  Anwendung  des  RSnderungsprincipes  auch  im  Räume 
ind  lautet  dann: 


...v\v\ 

n 

yf 

..F. 

...v\u\ 

Po 

u,. 

.Un 

...Ä,Ji!, 

A 

A- 

.^» 

•          • 

^0 

B,. 

•  B« 

...M\M\ 

k 

• 

• 

Modell  zum  vorigen  Satz.  Macht  man  sich  aus  vier  Blechstreifen 
on  genügender  Festigkeit  ein  Gelenkyiereck  A^AnB^B^  und  theilt  sowohl 
las  eine  Paar  Gegenseiten  A^An  und  ^^^n  in  gleichviel  Theile(n),  ver- 
lindet  correspondirende  Theilpunkte  durch  Gummif&den,  wiederholt  darnach 
tenselben  Theilungsprocess  (m  Theile)  für  das  andere  Paar  Gegenseiten^ 
erbindet  auch  hier  correspondirende  Theilpunkte,  wie  oben  angegeben, 
0  überkreuzen  sich  die  beiden  Systeme  von  Gummifäden  in  fixen  Punkten 
>ei  allen  möglichen  Lagen  des  Gelenkvierecks  (in  welchen  die  Fäden  ge- 
pannt  bleiben).  Bei  der  Dehnung  der  Gummiföden  verzerren  sich  die 
'heile  derselben  so,  dass  sie  unter  sich  proportional  bleiben.  Steckt  man 
enkrecht  zur  Ebene  des  Vierecks  im  Kreuzungspunkt  der  Fäden  durch 
eide  eine  Nadel,  so  wird  dieselbe  keine  Zerrung  bei  den  Bewegungen  des 
relenkviereoks  erfahren  und  immer  senkrecht  zur  Ebene  bleiben. 

Macht  man  aus  dem  Viereck  ein  räumlich  bewegliches,  so  überkreuzen 
ich  die  gerade  bleibenden  Fäden  noch  immer  in  analoger  Weise  und 
ilden  die  Erzeugenden  eines  Paraboloids  (zwei  Schaaren). 

Eine  gewisse  Raumtransformation  (Fig.  11).  Gegeben  sei  ein 
achteckiges  PanJlelepipedon  AQAnB^BnCQCnI>Ql>n>  Um  einen  Punkt  F. 
arin  zu  coordinatisiren,  denken  wir  das  Prisma  durch  die  drei  in  P  sich 
reffenden  zu  den  Flächen  parallelen  Ebenen  gespalten.  Jede  der  Ebenen 
[^hneidet  sämmtliche  von  ihr  getroffenen  Eianten  in  einem  bestimmten 
'erhältniss;  so 

die  Kanten  A^An^  B^B^^  C^Cn^  ^o^»  ^^  Verhältniss  x :  A, 

>l  «  -^0-^01    •^■^«J    ^O-^O;    ^n^n     r  i;  V'  ^i 

V  n        A)^0;  -^^«i  BqDq^    B^Cn    >)  »  ♦*  •  5> 

Einn  sind  die  Coordinaten  von  P: 

P=  r[jp(KA^+  lAn)  +  (Z(xPo+  ^-ßn)] 
+  5[i?(xCo+  ACn)  +  g(xDo+  ;i^n)]. 

In  dieser  Formel  kommen  die  Grössen  ^,  ^», . .  ..Do» -^n  ^^^  Coeffi- 
ienten  vor.    Verzerren  wir   das  Gebilde   der  acht  Eckpunkte  beliebig  im 
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Banme,  so  bilden  die  vier  Kanten  einer  Seitenfläche  dann  ein  allgemeines 
ranmliches  Viereck.  Vermöge  unserer  Coordinatisimng  (welche  bei  fest- 
bleibenden  doch  selbst  yerzerrten  EantenlSngen  durch  unsere  Gnmmiftden 
nachgebildet  werden  kann)  verwandeln  sich  sftmmtliche  Seitenflftchen  und  die 
zu  diesen  parallelen  Ebenen  in  Theile  von  hyperbolischen  Paraboloiden.  Be- 
merkenswerth  ist  bei  dieser  Transformation,  dass  die  drei  Schaaren  von 
Geraden,  die  den  ursprünglichen  Kanten  parallel  waren,  als  Gerade  er- 
halten bleiben. 

Da  r :  9,  j9 :  g,  »  :  A  als  die  Coordinaten  im  ursprünglichen  System  an- 
ge^hen  werden  können,  so  ist  die  Transformation 

P^rp.  %Äü  +  rpXAn  H h  8qkD„ 

eine  trilineare  in  r,  j9,  %. 

Gehen  wir  zum  ursprünglichen  System  zurück,  bestimmen  darin  zwei 
Punkte  durch  ihre  Coordinaten: 

P  =  x:A,    p:q,    r:8, 

so  ist  ein  Punkt  P"  ihrer  Reihe  bestimmt  durch  die  Werthe: 
2r=(^x  +  ffK'),    i  =  (?A+aV), 
T^{qp+6p'),     e  =  ((»g+aff'),     ^  +  <J  =  1. 

Hiernach  erkennt  man,  dass  dem  transformirten  Punkt  P"  eine  homo- 
gene Function  dritten  Grades  in  a,  ^  entspricht.  Bedenkt  man,  dass  die 
Gleichung  P  ^rp>,J^-if... 

eigentlich  drei  Gleichungen  vorstellt,  indem  statt  der  Zeichen 

P,  A^A.^  •  • . 

der  Reihe  nach  ihre  Coordinaten  in  Xy  y^  $  zu  setzen  sind,  so  erkennt  man, 
dass  der  Geraden  FF'  nach  der  Transformation  eine  Baumcurve  dritter 
Ordnung  entspricht  u.  s.  w. 

Die  Ränderung  zum  Satz  I  über  das  Punktviereck  (Fig.  12) 
giebt  den  Satz:  Beschreibt  man  über  dem  ersten  Paar  von  Gegenseiten 
eines  Vierecks  ähnliche  Dreiecke  von  der  Form  a  und  mit  den  Spitzen  A^ 
und  A^ ,  analog  über  dem  zweiten  Paar  von  Gegenseiten  ein  anderes  Paar  von 
ähnlichen  Dreiecken  von  der  Form  ß  mit  den  Spitzen  B^  und  B^^  femer 
über  A^A^  ein  Dreieck  von  der  Form  ß  mit  der  Spitze  ^3, 

80  fallen  die  Spitzen  ^3^3  zusammen* 

*  Ueber  eine  andere  Art  der  Bänderung  vergleiche  man  meinen  Aufsatz: 
„Aphorismen  zum  Aufgaben -Bepertorinm"  in  der  Zeitschr.  f.  math.  u.  natorw. 
Unterricht  XXVII,  §  2. 
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IL  Satz  über  das  PanktYiereok  (Fig.  13).  Dieser  Satz  giebt  ganz 
allgemein  Anfschluss  über  die  doppelte  Erzeugung  des  Ponktfeldes  (drei- 
dimensional) eines  Vierecks  (Tetraeders),  um  einen  Pankfc  dieses  Feldes 
festsnlegeni  bestimmen  wir  auf  AqAu  einen  Punkt  A^  auf  BqBu  einen 
Punkt  J?,  auf  AB  einen  Punkt  P: 

A  =  xA^+kAn,    x  +  A  =  l, 

B^lB^+\Bn,      1  +  1  =  1. 

P  ^qA  +  <sB^      q  +  0=1. 
Wir  behaupten  nun ,  dass  dieser  Punkt  auch  so  erzeugt  werden  kann, 
daas  man  auf  ^^J^o  einen  Punkt  Pq,  auf  AnB»  einen  Punkt  Pny  auf  PqPu 
schliesslich  einen  Punkt  P  bestimmt,   der  mit  dem  obigen  identisch  bleibt 
bei  allen  Bewegungen  des  Viereckes,  das  heisst: 

Po=2r^  +  i5o,  ir  +  i  =  i, 

Pn=-9An  +  iBny       «+S=1, 

P=SPo  +  flfP„,     B  +  8^1. 
Aus  der  Identitftt  ftlr  P  folgt: 

j       Q^A^  +  QkAn  +  öiBQ  +  alBn 
\=BKAo  +  8StAn  +  BLBo  +  8iBn, 
das  heisst:  qx=BK,    qI^S», 

wobei  die  rechten  Seiten  nur  Unbekannte  enthalten. 

Durch  Addition  der  ersten  und  dritten  bez.  der  zweiten  und  vierten 
Gleichung  folgt:  JR  =  ^x  +  <rl. 

Dies  eingesetzt,  giebt:  « 


ir= 


Q%+al  QH  +  öl 


^^Ql  +  al      "       (fk  +  ol     . 

womit  die  Behauptung  erwiesen  ist. 

Ist  das  Viereck  ein  räumliches,  P  ein  beliebiger  Baumpunkt,  so  ist 
bekanntermassen  hierdurch  ein  Hyperboloid  §  bestimmt;  durch  P  gehen 
zwei  Erzeugende  von  §,  die  eine  ist  AB^  die  andere  PoP«.  Damit  ist 
die  Existenz  der  doppelten  Erzeugung  von  P  auch  geometrisch  evident. 

Zur  Construction  eines  Modelles  mittelst  Oummifäden  und  eines 
Rahmens  vergleiche  man  frühere  Bemerkungen.  Ist  ein  Hyperboloid  durch  beide 
Erzeugendenschaaren  (Qummiföden)  für  eine  Lage  des  Vierecks  construirt, 
so  bleiben  dieselben  in  ihrer  Eigenschaft  als  solche  bei  allen  Veränderungen 
des  Vierecks  erhalten,  ohne  ihre  Kreuzungspunkte  zu  wechseln. 

Die  Bänderung  zum  Satz  II)  über  das  Punktviereck  (Fig.  4). 
Unser  Bftnderungsprincip  besagt,  statt  die  Theilungspunkte  A^B^P  direct 
in  die  Verbindungslinien  ^io^i«,  B^Bn,   AB  zu  legen,    kann  man  sie  als 
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Spitzen  Yon  Dreiecken  über  diesen  Seiten  annehmen.  Diese  drei  Dreiecke 
sind  gestaltlich  beliebig,  aber  bei  allen  Yerändemngen,  denen  das  Punkt* 
Viereck  AQBQÄnBn  unterworfen  wird,  xnuss  ihre  Gestalt  dann  invariabel 
bleiben.  Der  solchermassen  erhaltene  Punkt  P  Iftsst  genau,  wie  oben  an- 
gegeben, eine  zweite  Erzeugung  mittelst  dreier  Dreiecke  über  den  Strecken 
ÄqBq^  ÄnBnj  FqPh  ZU)  deren  Form  aber  in  ganz  bestimmter  Weise  von 
der  Form  der  zuerst  gewfthlten  Dreiecke  abhängt. 

Leitfigur.  Diese  Abhängigkeit  der  sechs  Dreiecke  wird  selbst  durch 
einen  ganz  bekannten  übergeschlossenen  Hechanismus  (Fig.  15)  geometrisch 
versinnbildlicht,  den  wir  als  Leitfigur  zum  oben  betrachteten  Apparat  be- 
zeichnen wollen.* 

Erklärung  derselben:  07  stellt  die  Einheit  vor;  0^  +  ^1=1 
stellt  die  Gleichung  x  +  A  =  l,  0»  +  83I  =  l  die  Gleichung  f  +  l  =  l, 
06  +  67=  1  die  Gleichung  ^  +  <y  =  1  vor.  Das  Dreieck  aus  ^  +  <j  —  1  =0, 
das  heisst  OS 7  werde  kurz  mit  A  bezeichnet.  Dieses  Dreieck  ist  an  den 
vier  Seiten  x,  A,  (,  I  des  Vierecks  081793  so  angeheftet,  wie  die  Figur  15 
zeigt,  dann  haben  nach  den  Multiplicationsgesetzen  in  der  Gauss'schen 
Ebene  die  Seiten  der  angehefteten  Dreiecke  die  in  der  Figur  eingetragenen 
Werthe.  

Construirt  man  nun  die  Parallelogramme  aus  0S(|  und  09^  bez. 
lü^  und  793s,  ^^  zeigen  diese  freiwillig  den  Eoppelpunkt  $,  wie  man 
sofort  erkennen  wird. 

Die  halben  Parallelogramme: 

Dreieck  0%^^  und  Dreieck  I^^^,  femer  Dreieck  Ö^ 
lösen  das  Problem,  denn  die  Seiten  derselben  verhalten  sich  wie 
Ö«! :  WJß:  Ö^  ^  KQ  lU  :  (xQ  +  U)  =  K :  L  A, 
1%  :  %^:i^-=  iQ  :  U  :  (Xq  +  Itf)  =  ft  :  S  ;  1, 
Ö^  :^I  i'ÖI  ^  (kq  +  U)  :  (kQ  +  U)  :1  =  B:  8'A. 

Da  B  +  8e=»l^  so  folgt  9  dass  $  freiwilliger  Eoppelpunkt  der  be- 
zeichneten Parallelogramme  sein  muss. 

Der  Punkt  Q==9iP^+XP^  +  iiP^,  (jc  +  X  +  f*  =  1)  (Fig.  16).  Schreibt 
man  den  Werth  Q  in  folgender  Weise : 

=  kPi+(1-jc-^)P8  +  ^P3, 
=  [«Pi+(l-x)Pj  +  [(l-^)Ps+fiP3]-Pr 
==C  +  Ä^P^, 
so    erkennt   man,    dass   Q  Besultantenpunkt    eines   Parallelogramme8_K^ 
Summe  P^G  +  P^Ä  ist,  wobei  C  und  Ä  Spitzen  von  Dreiecken  über  P^Pt 

•  Dass  diese  Leitfigur  ohne  Weiteres  als  Eilipsograph  betrachtet  werden  kann, 
scheint  noch  nicht  bekannt  zu  sein.  Der  Nachweis  soll  in  einer  späteren  Mit* 
theilung  erbracht  werden. 
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bez.  P%Pq  sind,  deren  Gestalt  durch  die  Coefficienten  x,  A,  ft  bedingt  ist. 
Bedenkt  man,  dass  die  obige  Zerlegung  dreimal  in  verschiedener  Art  aus- 
geführt werden  kann,  so  kommt  man  ohne  besondere  Mühe  anf  die  simultan 
dreifache  Erzeugung  der  Eoppelcurve  Robertos.  Die  betreffende  Curve 
wird  (yergl.  Fig.  1  Taf.  III)  von  einem  Punkte  beschrieben ,  der  den  folgenden 
Gleichungen  genügt:         Q  =  nP,+  XP,  +  fiP«. 

wozu  noch  kommt,  dass  die  absoluten  Werthe  von  x,  A,  ft  fest  Tor- 
gegeben  sind. 

III.  Satz  über  das  Punktyiereck  (Fig.  17).  Die  Seiten  des  Pnnkt- 
Yierecks  kann  man  noch  in  anderer  Weise  zusammenfassen  wie  im  IL  Satz. 
Zu  dem  Ende  betrachten  wir  das  Viereck  als  Projection  eines  Tetraeders. 
Um  einen  Punkt  P  des  Tetraederraumes  zu  bestimmen,  theilen  wir  eine 
der  Ebenen  des  Tetraeders  ^i+i,  ^i+Sf  ^+3  durch  Xi  im  Verh&ltniss 
KiiXiz  f^  und  die  Entfernung  XiÄi  im  Verhttltniss  gt  i  at.  Dann  erhalten  wir: 

X^  =  «2^  +  X^Ä^  +  ii^Ä^, 
Zs  =  xjil^  +  ^8-^1  +  (H^j 

Aus  den  Identitäten  P^P  ergiebt  sich 

Nehmen  wir  an,  eine  Punktbestimmung,  etwa  die  erste ,  sei  zahlen- 
mSssig  bekannt,  so  ergiebt  die  Auflösung  dieses  Oleichungssystemes  die 
anderen: 


P==98X,  +  tf,Jg, 
P=^4^4  +  Cr4^4. 


:xi, 


<^«=9i^ii 


^1^1 


*i  •  ^i  •  f*i  —  T"  • 
9i 


*l-^11      <^4=?lf*l- 


Hiemach  ist  gezeigt,  dass  eine  vierfache  Erzeugung  des  Punktes  P 
in  der  Ebene  des  Vierecks  ÄiA^Ä^Ä^  möglich  ist. 

Bänderung  zum  Satz  III.  Die  Theilungspunkte  aahh'ccdd'  auf 
den  Seiten  des  Vierecks  A^A^A^A^  von  Figur  17,  welche  die  Construction 
der  Xi  yermitteln,  werden  bei  der  Bfinderuug  zu  Spitzen  von  Dreiecken, 
die  im  Allgemeinen  sftmmtlich  verschiedene  Gestalt  besitzen  werden.  Doch 
sind  von  diesen  Dreiecken  nur  drei  von  einander  unabhängig  wählbar, 
während   die  übrigen  sich  aus  diesen  in  bestimmter  Weise  ergeben.    Da^  t 
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Besaltat  der  Bfindernng  ist  in  Figur  18  ersichtlich.  Bei  allen  Bewegungen 
des  GelenkTierecks  AiA^Ä^Ä^,  projicirt  der  Punkt  P  die  Längen  XiPt 
anter  gestaltlich  invariablen  Dreiecken. 

Leitfigur  (Fig.  19).  um  die  Abhängigkeit  der  Dreiecke  zu  über- 
sehen, construiren  wir  uns  die  Leitfigur  Figur  19.  Dieselbe  besteht  aus 
einem  Linienzug  von  folgenden  Summanden: 

T'    *H  ^• 

Qi 
üeber  den  ersten  drei  Summanden  sind  Dreiecke  beschrieben,  welche 
dem  Dreieck  Q^+ai=l  tthnlich  sind,  so  dass 

ää'=9i»ii     ^'=Qthi     cc'=^ifii, 

und  — ■ 

a'b  =  (xi  +  ^+  f*i)  -  aa  =  1  -  cy,=  ^„ 

Vf)=^{h  +  f^i  +  0-  bb'=  1-  (r,=  ^3, 

C^  =  (/*1+  *1+  ^l)  -  ^=  1  -  <^8  =  ^41 

so  dass  es  die.  Dreiecksformen 

aa'b,    bb'^,    cc'i 
sind,  die  im  Punkte  P(=a'=b':^c')  gekoppelt  erscheinen. 
Femer  sind  zugeordnet  dem  Punkte: 

X2=»2'^+ h'^A^  fh-^i  ^^  Viereck  bebe  und  das  Dreieck  oa'b, 
^8=«8^4+^A  +  /*8^     »        n       cbef     „      „        „       bb'^, 
^4=Mi  +  ^4^+f*4-^    „        „       befg     „      „        „       cc't; 
denn   es  yerhalten  sich  die  Coefficienten  t^ii  kii  ft<  wie  die  drei  Strecken- 
summanden,   welche   jeweils   im  betreffenden  Viereck   (vom   Anfangsbuch- 
staben an  gerechnet)  auftreten. 

um  deutlicher  zu  sein,   behandeln  wir  das  erste  Viereck  etwas  aus- 

fahrlicher:  ^  v        t        v    v         ,  ^^i 

bebe;     be:  eb:be  =  >l:  fi:  - 

Q 

=  Xj:A,:^. 
Nimmt  man  von  diesen   drei  Streckensummanden  je  zwei  consecutiTe 
zu   einem  Dreieck   zusammen,    so  hat  man  die  an  die  Seiten  Ä^A^  und 
A^Ä^  zu   fügenden  Dreiecke   und   zwar   coincidiren  die  Punkte,   die    hier 
unter  einander  geschrieben  sind: 

beb,    ebe  J 
IV.  Satz   über  das  Punktviereck  (Fig.  20).    Auch  dadurch  kann 
man  den  Punktraum   des  Vierecks  festlegen,   dass  man  das  letztere  durch 
die   eine   oder  andere  Diagonale  in  zwei  Dreiecke  zerlegt,  in  jedem  der- 
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selben  einen  Punkt  festlegt  and  anf  deren  Verbindungslinie  irgend  einen 
TheilpnnktP  hervorhebt.    Dies  liefert  die  Erzeugungen: 

Tt  =  *Ä^+lA3+fiAi,         Ti=^KAt  +  LAt+MAt, 

T,  =  tÄ^  +  lAi+mJ^,         T,  =  &A^  +  2Ai  +  mAi, 

Ans  der  IdentitSt  von  P.  =  P  ergeben  sich  die  Oleichnngen: 
^x  +  ai  =  B2, 

pX  =  Äft  +  8K, 
QH  +  <sm^  8L, 

ffl  =  J?aR  +  SM. 
Ans  diesen  Gleichungen  erkennt  man,  dass  drei  der  Punkte  Ti  be- 
liebig wBhlbar  sind,  vir  nehmen  an,  es  seien  F,,  7,,  7^;  dann  folgt: 

K:L:M=  [fl  -  ^(qx  +  tft)]  :  [q(,  +  tfw]  :[«!  -^(<f^  +  <sf)]. 

Die  BSndernng  zu  Satz  IV  ergiebt  wieder  Dreiecke,  die  im  All- 
gemeinen lanter  yerschiedene  Gestalten  aufweisen,  aber  nur  sechs  von  ihnen 
sind  willkürlich  wählbar  (Fig.  21). 

Verallgemeinerung.  Es  soll  hier  nur  an  einem  einzigen  Beispiel 
angedeutet  werden,  in  welcher  Weise  eine  Verallgemeinerung  der  an- 
gestellten Betrachtungen  eintreten  kann. 

Sind  z.  B.  fünf  Paukte  gegeben,  so  .kann  man  sie  in  mehrere  Gruppen 
ordnen,  z.B.:  Ä,A,A,,    A,AsÄ,,    Ä,Ä^A,... 

A^A^i  A^A^f         A^^A^  . .  . 

Aus  jeder  Zeile,  die  einen  Baum  Torstellt,  nimmt  man  einen  Punkt: 
X  =  Xi-Aj  +  kA^  +  fiila» 
Y=^tA^  +  lA^,  u.  8.  f. 
und  bildet  daraus  einen  Punkt  P: 

P^QX  +  aT,    P=q'X'+öT' 
und  setzt  schliesslich  die  Werthe  von  P  einander  identisch  gleich.    Daraus 
ergeben  sich  dann  die  Relationen  der  x,  A,  fi,  {,  I,  ^,  tf.    Durch  Bänderung 
ist  die  erhaltene  Figur  noch  weiter  auszubilden. 

Ein  weiteres  Problem.  Die  Stttze  I  bis  IV  behandelten  im  Wesent- 
lichen die  Aufgabe: 

9  Es  sind  im  Mechanismus  des  bewegten  Vierecks  ^.1^1,^43^.4 
Tier  solche  Punkte  ZXTr' anzugeben,  so  dass  die  Verbindungs- 
linie XX'  Yon  TT'  immer  im  selben  (auch  complexen)  Verhältniss 
getheilt  wird.** 
Wir  können  dieser  Forderung  eine  andere  entgegenstellen: 

„Es  sind  im  Mechanismus  des  bewegten  Vierecks  AiA^A^A^ 
vier  solche  Punkte  XX' TT'  anzugeben,  so  dass  die  Verbindungs^ 

Digitized  by  VjOOQ IC 


254       Beitrag  zur  kinematischeD  Theorie  der  Gelenkmechanismen. 

linien  XX'  und   Y  T*  einen   festen  Winkel   einschliessen  und  ü 
festem  Verhttltniss  stehen.' 
Beide  Probleme  erfordern  zur  Lösnng  den  gleichen  Ansatz«    Im  erstei 
Fall  wnrde  ein  Pnnkt  P  so  bestimmt,  dass  qX  +  tfX'=  RY+  8T  war, 
wobei  ^  +  tf  =  l,     Ä  +  Ä=l 

Yoransgesetzt  würde.    Im  zweiten  Fall  soll 

qX^^RTY 
sein,  was  man  auch  schreiben  kann: 

QX+aX'^BY+Sr, 
''^°''  Q  +  a^O,    R  +  8^0 

angenommen  wird.  Da  aber  alle  angenommenen  Gleichongssysteme  flii 
die  Sätze  I  bis  IV  auch  unter  diesen  Bedingungen  lösbar  sind  —  aller- 
dings sind  die  Schlussresultate  andere  —  so  ist  die  Möglichkeit  der  Lösung 
des  Problems  erwiesen,  der  Oang  zur  Behandlung  angedeutet.* 

§  6.    Aehnlioh  veränderliolie  Figuren. 

1.  Lehrsatz.  Wenn  die  im  Schema  der  Grundpunkte  eines  ebenen 
Pantagraphen  auftretenden  affin  bezogenen  j^Eörper**  einander  so  fihnlich 
werden,  wie  sie  affin  auf  einander  bezogen  erscheinen,  so  ist  denselben 
auch  der  in  der  letzten  Zeile  des  Schemas  enthaltene  , Körper"  ähnlieh. 

Beweis.    Sei 


0. 


A 

J?. 

C,... 

(ai) 

... 

A 

J5, 

c,... 

(«.), 

•  • 

• 

•     •    • 

.  •   • 

.  >  . 

Ä 

B 

0... 

(a) 

das  Schema,  dann  ist  bekanntlich: 

^  S=  ^j  +  i^  + . . . 
folglich:  —        

BG=^B^^  +  B^^  +  ' 


Wegen  der  Torausgesetzten  directen  Aehnlichkeit  besteht  aber  fllr  Längen 
und  Richtungen  die  Proportion: 


*  YergL  die  Fussnote  S.  248  diesee  Heftes. 
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Nach  dem   Satz   Ton   der  correspondirenden  Addition  der  homologen 
Glieder  kann  man  dieser  fortlaufenden  Proportion  noch  das  Glied  hinzufügen : 

Hiermit  ist  der  Lehrsatz  bewiesen. 
Einfaches  Beispiel.    Das  Schema 


A 

J5, 

Ct 

A 

B, 

c. 

A 

B 

c 

(P) 


>  0  (Fig.  22) 


enthalte  zwei  congmente  Dreiecke,  deren  Ebenen  in  einem  beliebigen,  sich 
nicht  entsprechenden  Punkt  P  gekoppelt  seien.  Ergänzt  man  die  Ton  P  nach 
correspondirenden  Punkten  Ä^^  ii,;  P^,  Pg;  C^^  C^  gehenden  Strecken  zu 
Parallelogrammen,  so  werden  deren  Resultantenpunkte  J.,  P,  (7  ein  den 
g^ebenen  Dreiecken  ähnlich  Toränderliches  Dreieck  bilden. 

Anmerkung.  Lässt  man  P  in  zwei  cyklisch  folgende  Punkte ,  z.B. 
il^  und  Cg  fallen,  so  erscheint  der  Sylyeslher'sche  Plagiograph. 

2.  Lehrsatz.  Ein  ähnlich  yeränderliches  Dreieck  (Vieleck)  kann  von 
den  einer  Gruppe  von  Punkten  J.,  P,  (7^  P . . .  JV linear  verwandten  Punkten 
im  Allgemeinen  nur  erzeugt  werden,  indem  man  in  den  Ebenen  der  Stäbe 
J.P,  PCy . . .  Dreiecke  fesüegt,  die  dem  zu  erzeugenden  selber  ähnlich  sind. 

Beweis.    Sei  XYZ  das  zu  constrnirende  Dreieck,  so  muss  sein: 
Z=Xi-A+x,P  +  X3C  +  ...     Ix<  =  l, 
Y=k,Ä+X^B  +  X^C  +  ..^     IA,«1, 
Z  =  ^iil+fi,P  +  fi,C7  +  ...     Zfi<=l. 

Soli  Z  die  Spitze  eines  ähnlich,  yeränderlichen  Dreiecks  über  der 
Basis  XT  bilden ,  so  muss 

2  =  ttZ  +  t'r,    u  +  v^l 
sein,   oder  was  dasselbe  ist,    die  letzte  Zeile  muss  eine  Folge  der  beiden 
ersten  sein.     Daher  muss  die  Matrix 

^^  ^  . 

yerschwinden.  um  die  Punkte  X,  F,  Z  zu  construiren,  benutzen  wir  das 
Schema: 


=  0. 


Zt 

Yx^i  1 

z» 

li 

X, 

z» 

•      m 

y. 

^ 

z 

r 

X 

AB 

U) 

BC 

iß) 

C. 

; 

MN 

(jtf) 

AN 

U) 
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Dabei  sind  die  X^YiZi  so  zn  bestimmen,  dass 
Z,  =  «i^>(l-x,)B, 
^  =  (*.  -  »i)B  +  (1  -  *»  +  «i)C, 

3^  =  («8  -  «l)C  +  (1  -  «8  +  »S)^. 


Wir  wollen  nun  untersuchen ,  welche  Bedingungen  statthaben  müssen, 
damit  die  den  Stäben  AB,  BC  attachirten  Dreiecke  ähnlich  seien.  Za 
dem  Ende  mttsste  die  Gleichung  bestehen: 


oder: 


oder: 


oder: 


«j  — Aj,     ^  —  ^ 


Zj  —  Tj        Zj  —  Fj 

0^,-lt)Ä^(ii,-h)B-^{(H-(h-'^  +  h)B'-{(i,-(H'^+h)O 
^  —  Aj   ^     X|     ^H"  ^ 

Xj       K,       1 

A,      A,     1      =0. 

f*l   ^   1 

Damit  die  Gesammtheit  der  Dreiecke  XiYi'Zi  ähnlich  werde,  müsste  die 
Bedingung  erfüllt  sein: 

*1       ^       *8  •  •  •  **— 1     ^ 
^       ^     f«8---f*»-l     1 

Dies  ist  aber  mit  der  Bedingung  identisch,  die  wir  oben  entwickelt 
haben,  wenn  man  berücksichtigt,  dass  Zxi=ZA|  =  Z^i=  1  ist 

Beispiel.  Die  eben  angestellte  Betrachtung  führt  uns  gleichzeitig 
auf  die  allgemeinste  Erzeugung  ähnlich  veränderlicher  Figuren:  Man 
nehme  in  den  Ebenen,  die  mit  den  Stäben  AB^  BC^  CD  einer  Kette 
ABDC...  verbunden  sind,  willkürlich  feste,  einander  ähnliche  Dreiecke 
XiYiZi  an  und  suche  zu  den  Punkten  Xi  bez.  Ti  bez.  Zi  die  Besultanten- 
punkte  X,  F|  Z  zur  Kette.  Dann  formiren  diese  selber  ein  den  Dreiecken 
2^  7|Z|  ähnlich  veränderliches  Dreieck. 

Da  es  nun  nicht  auf  die  Constanz  der  Stäbe  AB,  BC...  ankommt, 
sondern  blos  auf  die  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  J^r^Z^,  so  kann  man  statt 
des  Stabes  ^J?  einen  Dreistabmechanismus  ^X^  7^ J9  einführen,  auf  dessen 
Mittelglied  das  Dreieck  X^  Fj  Z^  sitzt  u.  s.  f.  Dadurch  hat  man  die  Be- 
weglichkeit des  Apparates  noch  erhöht  (Fig.  23). 
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3.  Lehrsatz.    Nor  in  Ansnahmefftllen  ist  die  Entfernnng  von  zwei 
Punkten:     p  ^^^A  + k^B +  .>>    und     «  =  ^^^1+ A,  J5  +  ... 
bei  der  Bewegung  des  Systemes  Ä,  B^., .  eonstant. 

Beweis:    Diese  Entfernung  ist 

Setzen  wir  der  Einfachheit  halber  ein  Viereck  AB  CD  voraus,  das 
Yon  den  vier  StSben  AB^  BG^  CDy  AD  gebildet  wird,  so  kann  man 
PQ  jedenflAlls  auch  so  schreiben: 

FQ^it,A+X,B)--{l,C+l^D) 

das  heisst:  ein  Punkt  X  der  Seite  AB  müsste  Yon  einem  Punkte  T  der 
Seite  CD  eine  feste  Entfernung  haben,  was  unmöglich  ist,  es  falle  denn 
X  und  T  mit  Ecken  A^  B^C^  D  zusammen. 

Daraus  kann  man  entnehmen,  dass  zwei  Punkte  P  und  Q  nur  dann 
eine  oonstante  Entfernung  von  einander  besitzen  können,  wenn  ihre  Ver- 
bindungslinie parallel  zu  einem  der  KettenstKbe  bleibt. 


(Sohlum  folfft.) 
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Die  Elastioitätsooeffioienten  und  die  Wellen- 
bewegongserscheinangeii  als  Funoüonen  der 
Moleoulargewiolite  und  speoifisolien  Wärme. 

Von 

Dr.  Otto  Foerstek 

in  Dahme  (Mark). 


Aaf  die  Beziehungen ,  welche  «wischen  den  Elasticittttscoefficienten  der 
Metalle  einerseits  und  deren  Dichtigkeit  und  Molecnlargewicht  andererseits 
bestehen,  ist  bereits  Yor  l&n gerer  Zeit  hingewiesen  worden.  Poisson* 
stellte  folgende  Formel  auf:  1 

In  dieser  Formel  ist  N  eine  constante ,  auf  die  Oberfläche  des  Körpers 
lothrecht  wirkende  Kraft,  ö  die  von  ihr  bewirkte  proportionale  lineare 
Dilatation  oder  Contraction  des  Körpers,  r  der  Wirkungsradius  eines 
Molec&ls,  a  der  mittlere  Abstand  zweier  benachbarter  Molecüle  und  fr  die 
Function,  durch  welche  man  das  Gresetz  der  molecularen  Besultante  aus- 
gedrückt annimmt«  Bei  den  gewöhnlichen  Versuchen  wirkt  die  Kraft  nur 
an  den  beiden  Enden  eines  Prisma,  und  wenn  das  Verhftltniss  der  Kraft 
zu  der  erzeugten  linearen  Verlttngerung  oder  Verkürzung  q  genannt  wird« 
so  ist  dasselbe  die  Httlfte  des  Vorstehenden.    Man  hat  also: 

1 


„r^^   äyfr 


-t 


d.r 

r=rc 

worin  «ssT/— ,  nttmlich  8  das   specifische  Gewicht,  A  das  Molecnlar- 
gewicht. 

Der  Werth  q,a^  ist  nahezu  constant  für  alle  Metalle.^ 


*  PoisBon,  Memoire  sur  les  mouvements  des  corpB  älastiques.  M^moires 
de  TAcad^mie  des  scienoes.  Paris.   T.  VIII. 

**  Wertheim,  Annales  de  chim.  et  de  phys.  IILSär.  t.  12.  Poggendorff*s 
Annalen.   Erg&nzangsbaiid  II. 
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Wenn  man  den  ElaBticitfttsooefficienten  mit  E  bezeichnet,  so  kann 
man  dem  Ausdruck  auch  die  Form  E\T/ -^)  =^constant  geben. 

In  diesem  Ausdrucke  ist  Eins  ohne  Weiteres  yerstttndlich,  dass  nttm- 

lieh  1/  —  ein  Maass  fOr  die  mittleren  Abstände  zweier  benachbarter  Mole- 

ctQe  ist,  da  -^  ein  Maass  für  das  Molecularyolum  oder  besser  für  den  mitt- 

leren  jedem  MolecOle  zur  Verfügung  stehenden  Baum  ist.  unaufgeklärt 
aber  bleibt  die  nähere  Beziehung  zwischen  der  Höbe  der  Potenz  jenes  Ab- 
standes  und  den  Verlängerungen  oder  Verkürzungen,  welche  Stäbe  ver- 
schiedener Metalle  Yon  gleicher  Länge  und  gleichem  Querschnitt  durch  ein 
und  dasselbe  Gewicht  erleiden. 

Bekannte  Formeln  für  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Wellen- 
bewegung in  Stäben  sollen  zur  Entwickelung  des  Ausdrucks  für  die  con- 

stanie  Grösse  ^.(Z/--=-ji  oder,  wenn  die  jetzt  meist  üblichen  Zeichen 

eingesetzt  werden,  E.lj/  —  j  dienen. 

Nach  einer  jener  Formeln  ist  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 

c-j/I. 

worin  g  die  Beschleunigung  beim  freien  Falle,  d  die  Verlängerung  eines 
1  Meter  langen  Stabes  durch  ein  dem  Gewichte  desselben  gleiches  Gewicht 
bedeutet. 

Eine  andere  Formel  lautet:  ^  /"e 

worin  E  den  Elasticitätscoefflcienten,  D  die  Dichtigkeit  des  Materials  be- 
deutet, aus  welchem  die  Stäbe  gearbeitet  sind.    Demnach  ist 

g.D 


/i'/i 


und     J  = 


E 


um  die  Elasticitätscoefflcienten  der  Metalle  zu  ermitteln,  bedarf  es 
daher,  abgesehen  yon  der  Beschleunigung  beim  freien  Falle,  nur  noch 
der  Kenntniss  der  specifischen  Gewichte  der  Metalle,  sowie  der  senkrechten 
linearen  Verlängerung  oder  Verkürzung,  welche  die  Baumeinheit  durch  ihr 
Eigengewicht  erfährt. 

Die  einfache  üeberlegung  führt  zu  dem  Schlüsse,  dass  diese  Ver- 
längerung oder  Verkürzung  umgekehrt  proportional  sein  muss  der  Summe 
der  Centripetalkräfte  resp.  Centrifugalkräfte  der  in  der  Baumeinheit  ent- 
haltenen Molecüle. 

Den  zwischen  zwei  einzelnen  Molecülen  wirkenden  Centripetalkräften 
umgekehrt  proportional  nämlich  muss  die  Vergrösserung  oder  Verminderung 
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ihres  Abstandes  darch  eine  Kraft  sein,  welche  dem  Molecnlargewichte 
proportional  isi  Der  Widerstand,  den  sämmtliche  die  Banmeinheit  er- 
füllenden Molec&le  ihrer  gegenseitigen  Entfernung  oder  Annäherung  dorcb 
ein  ihrer  Oesammtmasse  proportionales  Gewicht  entgegensetzen,  muss  also 
der  Summe  der  Centripetalkräfte  resp.  Centrifugalkräfte  der  die  Baam- 
einheit  erfüllenden  Molecüle  proportional  sein.  Diesem  Widerstände  um- 
gekehrt proportional  ist  die  lineare  Dilatation  oder  Contraction  der  Banm- 
einheit.    Es  ist  demnach  t> 


worin  8  die  Summe  der  die  Ranmeinheit  erfüllenden  Molecüle,  r  ihre 
Geschwindigkeit  bei  gleichen  Temperaturen,  B  ihren  mittleren  gegen- 
seitigen Abstand  bedeutet. 

Die   relative  Anzahl   der    die  Baumeinheit   erfüllenden  Molecüle  ver- 
schiedener Körper  ist  umgekehrt  proportional  dem  Molecularvolum,  wird 

also  durch  3>  ausgedrückt. 
M 

Nach  Einsetzung  der  wahren  Werthe  für  12  und  8  wird  daher: 


«  = 


fi  fi 


—  •  JML  ,  Vr 

M 


Setzt   man   nun  für  d,  mit  Vemachlfissigung  von  g  als  Bestandtheil 
führenden  Co 


einer  später  einzuführenden  Constante,  den  obigen  Werth  —  i   so  wird: 
8—  ^ 


und     E 


'^■^fi- 


Da  nun  die  Bewegungsgrössen  der  Molecüle  einander  gleich  sind^ 
wenn  sich  ihre  Geschwindigkeiten  umgekehrt  wie  ihre  Massen,  also  nacli 
dem  Gesetze  von  Dulong  und  Petit  direct  wie  die  specifischen  Wärmen  bei 
gleichen  Temperaturen  verhalten,  so  kann  man  für  die  Geschwindigkeit  e 
die  specifische  Wärme  c  setzen,  und  es  wird: 

woMr  ohne  beachtenswerthen  FeUer  auch  gesetzt  werden  kann: 


oder  auch: 


E  =  (fD.ey, 


ifi1' 


womit  der  obige  Ausdruck  für  die  Constante  q.a^  oder 


-(ff) 


hergestellt  ist. 
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FQr  die  Fortpflanznngsgeschwindigkeit  der  Wellenbewegung  entwickelt 
sich  aoa  /"iE? 


ond 


iie  Formel: 


C»  = 


B 


0....^^!=-^. 


las  heisst:  das  Quadrat  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Wellen- 
bewegung ist  proportional  der  Summe  der  lebendigen  Erftfte  der  in  der 
^umeinheit  enthaltenen  MolectQe,  umgekehrt  proportional  dem  mittleren 
abstände  zweier  benachbarter  Moleottle;  oder  auch  proportional  der  Summe 
1er  Centripetalkräfte  resp.  Centrifngalkr&fte  der  in  der  Baumeinheit  ent- 
laltenen  Molecüle. 

Auf  weitere  Folgerungen  aus  den  so  entwickelten  Formeln  soll  hier 
licht  weiter  eingegangen  werden. 

Die  beigegebene  Tabelle  enthält  in  den  ersten  drei  Columnen  die  Yon 
^ertheim  gegebenen  auf  experimentellem  Wege  ermittelten  Elasticitäts* 
ioef&cienten,  in  der  letzten  Columne  die  dem  Ausdruck  {K.D.c)i  ent- 
prechenden  Werthe,  worin  die  Constante  K  den  durch  Division  der 
ixperimentell  gefundenen  Elasticitfttscoefficienten  durch  (D.c)^  erhaltenen 
fittelwerth  77,83  repräsentirt. 

Die  auf  die  eine  oder  andere  Weise  ermittelten  Zahlenwerthe  zeigen 
uweilen  namhafte  von  den  Zuständen  der  Metalle  abhängige  Abweichungen, 
Iie  namentlich  durch  die  Verschiedenheit  der  specifischen  Gewichte  yer- 
irsacht  werden,  aber  auch  in  der  Grösse  der  für  die  yerschiedenen  Zustände 
[eltenden  Werthe  der  specifischen  Wärmen  ihren  Grund  haben  können, 
ieider  sind  die  specifischen  Wärmen  fdr  die  von  Wert  heim  yerwendeten 
ietalle  nicht  bekannt.  Da  diese  unterschiede  durch  den  hohen  Exponenten 
rheblich  vergrössert  werden^  so  können  die  Abweichungen  der  berechneten 
Berthe  unter  sich  und  von  den  experimentell  ermittelten,  sowie  der  letzteren 
nter  einander  kaum  auffallen.  Im  Allgemeinen  zeigen  die  nach  der  oben 
ntwickelten  Formel  berechneten  höchsten  oder  niedrigsten  Werthe  üeber- 
instimmung  mit  mindestens  einem  der  experimentell  gefundenen.  Grössere 
Lbweichungen  kommen  bei  Zinn  und  Platin  vor,  die  beim  Zinn  durch 
ie  Eigenart  der  inneren  Structur ,  beim  Platin  durch  die  Verunreinigungen 
es  zu  den  Versuchen  yerwendeten  Materials  yielleicht  erklärbar  sind, 
bekanntlich  wird  das  specifische  Gewicht  des  Platins  durch  einen  Gehalt 
>n  Iridium,  namentlich  in  Verbindung  mit  Osmium  sehr  wesentlich  erhöht, 
bgleich  das  specifische  Gewicht  des  letzteren  unter  umständen  sehr  yiel 
iiedriger   ist.*     Natürlich   beeinflussen    solche  Verunreinigungen    auch  die 

*  Durch  WaaserBtoff  aus  Ueberosmiumsäare  reducirtes  Osmium  hat  das 
pecifische  Gewicht  10,o. 
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specififiche  Wfirme  and  beeintrSohtigen  die  Bichtigkeit  des  für  das  reine 
Metall  angenommenen  Moleculargewichts.  Das  yerarbeiteie  Platin  jener 
Zeit,  in  welcher  die  erwähnten  Versuche  gemacht  wurden,  war  bekanntlich 
niemals  rein.  Auf  die  Thatsache,  dass  der  Elasticit&tscoefficient  ftlr  ein 
und  dasselbe  Metall  nicht  constant,  sondern  mit  den  ümstftnden,  die  seine 
Dichtigkeit  beeinflussen,  yerttnderlioh  ist,  hat  schon  Wertheim  hin- 
gewiesen. 


Namen  und  Zustand 

Elastioittttscoefflcienten 

experimentell  ermittelt 

nach 

ä:= 77,88. 

Maximum  und 

der  Metalle. 

Längs- 

Quer- 

Ver- 

Iftngenmg 
daroh 
gleiche 

Gewichte. 

spedfischen 
Gewichte    der 

schwingungen 

MetaUe. 

Blei,  sehr  langsam  er- 
kaltet,   krjstalli- 
nisch     .... 

2320 

11,87  (Reich) 

„      ebenso .... 

— 

— 

— 

2270 

11,264  (DcTiUe) 

„     gegossen    .     .     . 

1998 

1986 

1776 

— 

— 

„      ausgezogen     .     . 

2273 

1781 

1803 

3200 

— 

Zinn,  geschmolzen  .     . 

— 

— 

— 

7,31 

„       durch  Electrolyse 
in    tetragonalen 
Prismen   .     .     . 

2860 

(Bammels- 
6iÖ«»{     berg 

„        ausgezogen  .     . 

4006 

3840 

— 

— 

— 

„        angelassen    .     . 

4418 

3703 

— 

— 

— 

— 

— 

— 

4890 

8.6W4(?Sir 

„           geschmolzen 

— 

— 

— 

4700 

8,546  (Schröder) 

„           ausgezogen 

6090 

6424 

— 

— 

— 

„           angelassen 

4241 

6313 

— 

— 

—      - 

Sübep,  gefällt   .     .     . 

— 

— 

7660 

10,62 

„         ausgeglühter, 
Oftor  gezogener 
Draht   .     .     . 

7240 

10,43  (Lengsdorf) 

„         ausgezogen 

7676 

7820 

7368 

— 

— 

„         angelassen 

7242 

7633 

7141 

— 

r^ ^^ 
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Namen  und  Zustand 

Elasticitfttscoefficienten 

experimentell  ermittelt 

nach 

{K.D.c)i 
K  =  77,w. 

Maximum  und 
Minimum   der 

der  MetaUe. 

L&ngs- 

Quer- 

Ver- 

llngernog 

daroh 

gleiche 

Gewichte. 

specifischen 
Gewichte  der 

schwiDgnngen. 

MetaUe. 

Gold,  durch  FeSO^ge- 
fällt  .... 

_ 

10060 

20,689  (G.ßoBe) 

,j      geschmolzen 

— 

— 

— 

8610 

19,265(M»UhieMen) 

,,      ausgezogen  .     . 

8599 

8645 

8132 

— 

— 

„      angelassen    .     . 

6372 

5989 

5586 

10660 

— 

Zink,  gewalzt    .     .     . 

— 

— 

— 

7,8  (Bolley) 

,,       kftuflich,    ge- 
schmolzen    .     . 

_«. 





9140 

6,861  (Brisson) 

„       destUlirt,    ge- 
gossen in  Sand 

7536 

6778 

,_ 



— 

„       destülirt,    ge- 
gossen in  Form 

9338 

9423 

9021 

— 

— 

PaUadium,  geschmiedet 

— 

— 

— 

10600 

11,8  (Cook) 

,,           geschmolzen 

— 

— 

— 

9780 

Hl  .    Deville  u. 
^^'*(    Dehray 

„           ausgezogen 

— 

12395 

11759 

— 

— 

„           angelassen 

— 

11281 

9789 

— 

— 

Fiatin,  gewalzt.     .     . 

— 

— 

— 

12860 

23,64  (Cloud) 

„         feiner  Draht  ge- 
schmolzen .     • 

— 



.i_ 

10980 

21,6 

Wollaston, 

Deville  mid 

Dehray 

,,         dünner  Draht . 

16176 

15928 

— 

— 

— 

„         desgleichen  an- 
gelassen    .     . 

14292 

14373 

— 





^         mittelstarker 
Draht    .     .     . 

17165 

17153 

17044 



... 

„         desgleichen  an- 
gelassen    .     . 

15611 

15355 

15618 

i 

i^^ 
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Namen  und  Znstand 

Elasticitfttscoefficienten 

experimentell  ermittelt 

nach 

Maximum  und 
Minimum   der 

der  Metalle. 

Längs- 

Quer- 

Ver- 

Iftsgenmg 
durch 
gleiche 

Gewichte. 

specifischen 
Gewichte    der 

schwinguDgen. 

Metalle. 

Kupfer,    unter   NaCl 
geschmolzen,    als 
Draht  gehftmmert, 
auch    als    Blech 
gewalzt   und  ge- 
hämmert  .     .     . 

16610 

-^^^   Marchani 
Ö|9ß2   u.  Schare 

„     unter  Glas  u.Eorax 
geschmolzen   .     . 

— 

— 

— 

11760 

7,72 

„     ausgezogen     .     . 

12536 

12513 

12449 

— 

— 

„     angelassen      .     . 

12540 

11833 

10519 

— 

— 

Eisen,    chemisch    rein 
durch  Glühen  von 
Clavierdraht   mit 
FCj  O3  .      .      .      . 

19630 

7,8439  (Broling) 

„     desgleichen  durch 
Auswalzen     und 
Ziehen  .... 

_ 



__ 

18090 

7,6 

„     ausgezogen     .     . 

19903 

18547 

20869 

— 

— 

„     angelassen.     .     . 

19925 

19410 

20794 

— 

- 
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XIV. 

Zur  Maassbestimmung  in  den  einförmigen 
Orondgebilden. 

Von 

Dr.  Karl  Doehlemann, 

Privatdocent  in  Manchen. 


Der  zur  MaassbeBÜmmuDg  in  den  einfSrmigen  Grnndgebilden  der 
neueren  Euklidischen  Geometrie  nothwendige  Begriff  des  Doppelyerhältnisses 
Ton  vier  Elementen  eines  solchen  Gebildes  scheint  mir  trotz  vielfachster 
Behandlang*  noch  einer  Darstellung  ffthig,  welche  das  Dualittttsgesetz 
etwas  schärfer  hervortreten  iSsst,  die  zwei  verschiedenen  Bestimmungs- 
Eurten  des  Vorzeichens  ausdrücklich  betont  und  eine  kleine  Lücke  ausfüllt 
in  dem  geometrischen  Beweise  für  den  Satz,  dass  vier  Punkte  einer 
Seraden  und  vier  durch  sie  gehende  Strahlen  eines  Büschels  das  gleiche 
Doppelverhältniss  liefern.  Es  wird  dies  erreicht  dadurch,  dass  von  vorn- 
berein  der  Begriff  des  „Trennungs -Elementes^  zur  Einführung  gelangt.** 

I.  Der  Btrahlbüsohel. 

1.  Unter  einem  Strahlbüschel  versteht  man  den  Inbegriff  aller  Strahlen 
lurch  einen  Punkt  in  einer  Ebene.  Dabei  ist  unter  „Strahl^  die  Gerade 
in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  gemeint.  Sie  wird  durch  den  Mittelpunkt 
les  Büschels  in  zwei  „Halbstrahlen*  zerlegt.  Zwei  Strahlen  a  und  b  be- 
stimmen dann  zunächst  vier  Winkel,  die  aber  paarweise  einander  gleich 
dnd.  Verstehen  wir  unter  ah  die  Grösse  der  Drehung,  welche  a  nach  b 
Iberführt  und  zwar  auch  dem  Sinne  nach,  so  ist  ab  der  Grösse  und  dem 
Sinne  nach  doppeldeutig  (Fig.  1). 

*  Ich  nenne  die  Lehrbücher  von  Fiedler:  „Geometrie  der  Lage";  Cre- 
nona:  „Elemente  der  projectivischen  Geometrie*';  sowie ^Viener:  „Darstellende 
Geometrie"  Bd.  1. 

**  Professor  Pasch  gebraucht  in  seinen  „Vorlesungen  über  neuere  Geo- 
netrie'*,  Leipzig  1882,  die  Ausdrücke  „ Grensstrahl "  „Grenzpankt*'.  S.  29,  S.  15. 
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2.  Nehmen  wir  jetzt  drei  Strahlen  a,  ft,  c.  Dann  kann  man  mittelst 
derselben  einen  Drehangs  -  Sinn  definiren:  es  soll  nämlich  darch  die  Auf- 
einanderfolge ahc  oder  darch  den  j,Sinn  ahc'*  die  Drehang  bezeichnet 
werden,  welche  den  Strahl  a  nach  h  fahrt,  ohne  dass  dabei  c  passirt 
wird  (Fig.  2). 

3.  Will  man  also,  dass  zwei  Strahlen  eines  Btischels  einen  nach  Grösse 
und  Sinn  eindeatigen  Winkel  festlegen ,  dass  also  ah  eindeatig  ist,  so 
muss  man  noch  einen  weiteren  festen  Strahl  u  hinzanehmen  and  unter  ah 
die  im  Sinne  ahu  genommene  Drehang  verstehen.  Es  ist  also  ah  dann 
die  Drehang,  welche  nicht  über  u  führt.    Wir  wollen  diesen  Hilfsstrahl « 


Flg.  1. 


Fig.  2. 


den  Trennungsstrahl  nennen  (Fig.  3).    Für  weitere  Strahlen  c,  d,..m^n 
gelten  dann  die  Relationen: 

ci6  =  —  6a, 

ah  +  hc  +  ca  =  0, 

ah  +  hc  -{ h  mn  +  na  =  0. 

Wollte  man  sich  weniger  genau  aasdrücken,  so  könnte  man  sagen, 
dass  man  durch  den  Trennungsstrahl  den  Büschel  halbirt  und  sich  bei 
der  Betrachtung  auf  eine  Hälfte,  also  auf  Halbstrahlen  beschränkt. 

4.  Hat  man  vier  Strahlen  a,  &,  c,  d  und  theilt  sie  in  die  Gruppen 
ah  und  cd,  so  bestimmen  ahc  und  ahd  je  einen  Sinn  nach  2).  Wir 
definiren  jetzt: 

nDie  vier  Strahlen  ah  cd  heissen  getrennt,  wenn  die  Sinne  ahc  nnd 
ahd  entgegengesetzte  «sind.''  Man  kann  dann  von  a  nicht  nach  b  ge- 
langen, ohne  c  oder  d  zu  passiren.  Kann  man  von  a  nach  J>  gelangen, 
ohne  c  oder  d  zu  berühren,  so  trennen  sich  die  Strahlenpaare  ab  nnd 
cd  nicht. 
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5.  Nehmen  wir  jetzt  za  den  yier  obigen  Strahlen  einen  Trennungs- 
strahl u  hinzu,  so  hat  der  Doppelquotient 

ca  ^  da 

cb  '  db 
nach  Grösse  und  Vorzeichen  einen  eindeutigen  Werth.    Es  treten  in  ihm 
yier   Drehungen   auf:    Wir   rechnen   alle    entgegengesetzt    der  ührzeiger- 
bewegung  sich  ausbildenden  etwa  positiv,  die  mit  dem  Uhrzeiger  gehenden 
negatiy.* 

FOr  die  Rechnung  freilich  müssen  wir  statt  der  Winkel  selbst 
trigonometrische  Functionen  dieser  Winkel  einführen  und  zwar  muss  die 
einzuführende  Function  eine  ungerade  sein.  Wir  wählen  aus  Gründen, 
die     allerdings     erst    später  Fig.  3, 

zu  Tage  treten,   den  Sinus.  ^ 

Dann  ist  aaoh 

sinea    sin  da 
sincb '  sindb 

der  Grösse  und  dem  Vor- 
zeichen nach  bestimmt,  wenn 
die  yier  Strahlen  und  ein 
fester  Trennungsstrahl  ge- 
geben sind.  Wir  nennen 
diesen  Doppelqnotienten  das 
Doppelyerhältniss  der  vier 
Strahlen  a  (cd  für  den  Trenn- 
uogsstrahl  u  und  schreiben : 


1) 


{ahcd)u  = 


sinca    sin  da 
sincb  '  sindb 


Hierbei  muss  also  u  gegeben  sein  und  zur  Vorzeichenbestimmung  sind 
die  vier  Drehungen  zu  berücksichtigen.  Ist  u  gegeben  und  hat  man  drei 
Strahlen  abc^  sowie  den  Werth  {ab cd),  so  ist  daraus  d  eindeutig  festgelegt. 

6.  Es  fragt  sich  jetzt  aber:  Kann  man  für  vier  Strahlen  eines 
Büschels  nicht  auch  einen  Doppelquotienten  bilden,  der  von  der  Wahl 
eines  Trennungsstrahles  unabhängig  ist?  Wird  kein  Trennungsstrahl  an- 
genommen, so  sind  alle  Symbole,  wie  z.  6.  ca,  nach  Grösse  und  Sinn 
doppeldeutig  (1).  Die  Doppeldeutigkeit  des  Winkels  machen  wir  unschäd- 
lich, indem  wir  eine  trigonometrische  Function  des  Winkels  einführen, 
welche  sich  nicht  ändert,  wenn  statt  des  Winkels  sein  Nebenwinkel  ein- 
geführt wird.  Unter  den  einfachen  trigonometrischen  Functionen  hat 
diece  Eigenschaft  blos  der  Sinus.    Es  liegt  also  nahe,  diesen  einzuführen. 


*  Die  Fixirnng  eines  bestimmten,  positiven  Drehung -Sinnes  ist  nicht  noth- 
wendig,  da  das  Vorzeichen  der  Quotienten  sich  auch  ohne  ihn  bestimmen  lässt. 
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Die  Doppeldeutigkeit  des  Sinnes  ferner  nmgehen  wir^  indem  wir  über- 
haupt alle  Winkel' positiv  nehmen.  Dies  soll  durch  cä  ausgedrückt  werden. 
Dagegeu  geben  wir  dem  ganzen  Doppelquotienten 

sinca    sin  da 

sind)   sindb 
das  Vorzeichen  +  oder  — ,  je  nach  dem  ahc  und  ahd  gleichen  oder  ent- 
gegengesetzten Sinn  haben ^  das  heisst,  je  nachdem  sich  die  Paare  ah  und 
cd  nicht  trennen  oder  trennen. 

Wir  wollen  dies  durch  die  Formel  andeuten: 

sinca    sin  da 

II)  (ahcd)  =  +    — =■ : =-- 

sincb    sindb 

Es  ist  nun  der  Werth  II)  identisch  mit  I),  oder  anders  ausgedrückt: 
Der  Werth  des  Doppelverhältnisses  von  vier  Strahlen  ist  unabhängig  von 
der  Wahl  des  Trennungsstrahles.  Um  dies  zu  zeigen,  bemerken  wir  zu- 
nächst, dass  die  Werihe  {ab cd)u  und  (abcd)  absolut  genommen  ohnedies 
übereinstimmen.  Es  ist  also  blos  nöthig,  die  üebereinstimmung  in  Bezog 
auf  das  Vorzeichen  darzuthun.  Nehmen  wir  aber  z.  B.  an,  die  vier  Strahlen 
ah  und  cd  trennen  sich,  so  wird  das  Gleiche  von  den  vier  Halbstrahlen 
gelten,  die  nach  Annahme  eines  Trennungsstrahles  zu  beiden  Seiten  des- 
selben auftreten.  Dann  muss  von  den  Strahlen  c  und  d  der  eine  inner- 
halb, der  andere  ausserhalb  des  Winkels  ab  liegen.  Von  den  vier  Dreh- 
ungen, die  gemäss  der  Gleichung  I)  zum  Zweck  der  Vorzeichenbestimmung 
zu  untersuchen  sind,  sind  zwei  gleich  und  zwei  entgegengesetzt  gerichtet 
(z.  B.  ca  und  ch  gleich,  da  und  dh  entgegengesetzl;  (Fig.  3),  so  dass  sich 
das  negative  Vorzeichen  ergiebt.  Dies  stimmt  aber  mit  der  Gleichung  II). 
Analog  gestaltet  sich  der  Beweis,  wenn  ab  und  cd  sich  nicht  trennen. 

Es  mag  noch  bemerkt  werden ,  dass  jetzt  nach  Wegfall  eines  Trennungs- 
strahles die  Gleichungen  von  3)  nicht  mehr  angesetzt  werden  können. 

n.  Die  Fnnktreihe. 
7.  um  auf  der  Geraden  die  Continuität  der  Punkte  herzustellen,  wie 
sie  der  Strahlbüschel  in  Bezug  auf  die  Strahlen  schon  zeigt,  machen  mr 
die  für  die  Euklidische  Geometrie  charakteristische  Annahme,  dass  die 
Gerade  einen  unendlich  fernen  (absoluten)  Punkt  U  habe,  dem  wir  uns 
sowohl  in  der  einen  als  in  der  anderen  Bichtung  der  Geraden  nähern 
können.  Sind  jetzt  zwei  Punkte  ^  und  S  auf  der  Geraden  gegeben  und 
verstehen  wir  unter  AB  die  Grösse  der  Fortbewegung  von  Ä  nach  wR, 
so  ist  AB  sowohl  in  Bezug  auf  Grösse  als  auch  Bichtung  zunächst 
doppeldeutig,  entsprechend  dem  umstände,  dass  man  von  Ä  auf  zwei 
Wegen  nach  B  kommen  kann,  entweder  auf  der  endlichen  Geraden  oder 
über  den  unendlich  fernen  Punkt  U.  Diese  letztere  Strecke  ist  allerdings 
nicht  mehr  endlich. 
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8.  Sind  drei  Punkte  auf  einer  Geraden  gegeben  Ä^  B,  C^  so  be- 
BÜmmen  sie  einen  ^SinnABC^.  Damnter  soll  die  Bewegung  verstanden 
werden,  bei  welober  man  von  Ä  direct  nacb  B  gelangt,  obne  Yorher  C 
zu  passiren. 

9.  Um  dureb  zwei  Punkte  auf  der  Geraden  eine  nacb  Grösse  und 
Richtung  eindeutig  bestimmte  Strecke  festzulegen,  mfissen  wir  aucb  bier 
wieder  ein  Trennungselement  annebmen,  also  einen  Trennungspunkt. 
Gleichzeitig  werden  aber  auch  unendliche  Strecken  aus  der  Betrachtung 
fern  zu  halten  sein.  Beides  erreichen  wir  nur  dadurch,  dass  wir  den  un- 
endlich fernen  Punkt  U  als  Trennungspunkt  wählen.  Unter  dem  Symbol 
AB  ist  also  dann  die  Bewegung  nach  Grösse  und  Sinn  zu  yersteben,  bei 
welcher  man,  obne  das  Unendliche  zu  passiren,  von  Ä  nach  B  gelangt 
Für  irgend  welche  Punkt«  Ä^  £,  C, .  .  .If,  JV  der  Geraden  gelten  dann 
iie  Relationen:  ÄB  +  BÄ  —  O^ 

AB^-BA, 

AB  +  BC+  Cil  =  0, 

AB  +  BC+>'  +  MN  +  NA^O. 

10.  Vier  Punkte  AB  und  CD  trennen  sich,  wenn  die  Sinne  ABC 
md  ABB  entgegengesetzte  sind.  Man  kann  dann  von  A  nicht  nach  B 
gelangen,  ohne  C  oder  C  zu  passiren.  Wenn  umgekehrt  die  Sinne  ABC 
md  ABB  übereinstimmen,  so  trennen  sich  die  Paare  AB  und  CD  nicht. 

11.  Fttr  irgend  yier  Punkte  A,  JB,  (7,  D,  welche  in  die  zwei  Gruppen 
iE  und  CD  getheilt  sind,  kann  man  den  Doppelquotienten  bilden: 

CA    DA 

CB'  DB' 
ler  nach  Grösse  und  Vorzeichen  yollstftndig  bestimmt  ist,  da  der  Trennungs- 
>aDkt  in  der  Vorstellung  gegeben  ist.  Um  das  Vorzeichen  zu  bestimmen, 
st  das  Vorzeichen  der  vier  Theilstrecken  zu  untersuchen.  Die  yon  links 
lach  rechts  sich  erstreckenden  Abmessungen  werden  z.  B.  alle  positiy,  die 
on  rechts  nacb  links  sich  ausbildenden  negatiy  gerechnet.*  Dieser  Doppel- 
[uotient  heisst   das  Doppelyerhältniss   der  yier  Punkte  AB^   CD  und  wir 

'^'^^^®'"'-  CA    DA 

Die  Gleichung  entspricht  der  analogen  yon  5.  Es  gelten  hier  die 
telationen  yon  9. 

12.  Beim  Strahlbüschel  konnten  wir  uns  nun  yon  dem  Trennungs- 
fcrahl  ganz  unabhftngig  machen  durch  Einführung  der  Sinusfunction,  welche 
ie  Doppeldeutigkeit  des  Winkels  ah  beseitigte.    Die  Punktreihe  aber  wird 


*  Betrachtet  man  bloB  Strecken  quo tienten  oder  daraus  zusammengeeetzte 
.usdrücke,  so  idt  die  Fizirung  einer  beatimmten^  positiven  Richtung  nicht  noth- 
rendig,  da  das  Vorzeichen  eines  Streckenquotienten  sich  schon  aus  dem  gegen- 
iitigen  Verhalten  der  beiden  Strecken  bestimmen  lässt.  ^        ^  ^ 
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erst  durch  die  Vorstellung  oder  Adjunction  des  unendlich  fernen  Punktes 
zum  Continuum  und  dieser  Punkt  mnss  als  Trennungspunkt  Überdies  auch 
deswegen  beibehalten  werden,  um  die  endliche  Strecke  AB  vor  dei 
unendlichen  auszuzeichnen,  also  um  unendliche  Strecken  auszuschliessen. 
Doch  können  wir  auch  hier  vermöge  einer  ähnlichen  Betrachtung  das  Vor- 
zeichen des  Doppelverhältnisses  bestimmen ,  ohne  die  Vorzeichen  der  ein- 
zelnen Strecken  berücksichtigen  zu  müssen.  Wir  nehmen  nämlich  alle 
Strecken  absolut,  was  durch  CA  angedeutet  werden  mag,  dem  ganzen 
Doppelquotienten  aber  geben  wir  das  Vorzeichen  +  oder  — ,  je  nachdem  die 
Punkte  AB  und  CD  sich  nicht  trennen  oder  trennen.  Man  erkennt  leichl 
die  üebereinstimmung  dieser  zweiten  Schreibweise  mit  der  ersten. 
Es  ist  also  auch:  

II)  {ABCD)^±  ^:££ 

'  OB     DB 

Auch  diese  Gleichung  trat  ebenso  beim  Büschel  auf  (6).  Bei  dei 
Punktreihe  ist  aber  Gleichung  I)  vorzuziehen,  weil  für  die  Rechnung  mil 
Strecken  stets  die  bequemen  Formeln  von  (9)  gelten,  während  beim  Büschel 
die  analogen  Belationen  (3)  blos  unter  Annahme  eines  Trennungs- Strahles 
anzusetzen  waren. 


m.  Strahlbüaohel  und  Punktreihe. 

13.  Nachdem    der  Begriff  des   Doppelverhältnisses   für   Strahlbflsehel 

und  Punktreihe  selbstständig  entwickelt,  wie  es  die  Oleichberechtigung  dei 

p,    4  beiden  Grundgebilde  ver 

langt,  verbinden  wii 
jetzt  beide  Betrachtangen. 
Eine  Punktreihe  g  werde 
erzeugt  (Fig.  4)  als  Schnitl 
mit  einem  Strahlbüschel  5. 
Dadurch,  dass  dann  immei 
Im  Büschel  8  der  Halb 
strahl  ausgezeichnet  wird 
welcher  den  Schnittpunkt  mit  g  trägt,  erhalten  wir  im  Büschel  eine  Ad 
Ordnung  nach  Halbstrahlen,  die  genau  damit  übereinstimmt,  dass  wir  dei 
Parallelstrahl  ti  zu  ^^  durch  8  als  Trennungsstrahl  des  Büschels  einführen 
Da  femer  der  unendliche  ferne  Punkt  TT  der  Punktreihe  g  für  diese  gleich 
zeitig  der  Trennungspunkt,  so  liegen  also  bei  der  perspectiven  Lage  toi 
Pnnktreihe  und  Strahlbüschel  auch  die  Trennungselemente  der  beiden  Ge- 
bilde  ineinander. 

Durchlaufen  wir  jetzt  die  Punktreihe  in  einem  Sinne,  etwa  von  links 
nach  rechts,  was  dem  positiven  Sinn  entsprechen  möge,  so  wird  sichdnrcb 
die  Bewegung  des  entsprechenden  Strahles  im  Büschel  in  diesem  ebenfalls 
ein  Sinn  ausbilden  und  dies  sei  der  positive  Sinn-^un  Büschel.    Ist  also 
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i,B.  AB  positiy,  so  ist  es  anch  sin  ah ^  wenn  a  und  h  die  nach  Ä  und 
B  laufenden  Strahlen  des  BQschels,  ist  £  J.  negativ,  so  ist  es  auch  rin&a. 
Hat  man  nun  vier  Strahlen  a,  },  c,  d  im  Büschel  £f,  welche  g  in  At 
B,  Of  D  treffen,  ist  femer  8q  der  Fasspnnkt  der  von  8  auf  g  gefällten 
Senkrechten,  so  hat  man  die  Gleichungen: 

2A80A  =  8Ä.8C  .8in{c  a)  =  SSq.CA, 

2A8CB  =  8B.8C.sin{cV)==^S8Q.0B, 

2l^8DA^SA.8D.sin{da)^SSo.DA, 

2£i8DB^SB.8D.sin{dh)  =  88Q.DB, 

Hierbei  sind  SA,  8B.»»88q  absolut  zu  nehmen,  die  Vorzeichen- 
regnlirung  besorgt  CA  und  Hn{ea)  u.  s.  f.  Dividiren  wir  diese  Gleich- 
ungen, so  kommt  unter  Anwendung  von  Gleichung  I)  auf  der  linken  Seite 
das  Doppel verhSltniss  {ahed)u  und  es  wird 

{al)cd)u={ABOD). 

Nun  ist  aber  weiter  das  Doppelverhältniss  der  vier  Strahlen  unabhängig 
vom  Trenn nngsstrahl.    Es  ist  also  überhaupt: 

{ahcS)^{ABCD). 

Schneidet  eine  beliebige  andere  Gerade  P|  die  vier  Strahlen  in 
A^B^C^D^,  SO  ist  auch 

{ABCD)  =  {A^B^  C,D^)  =  (ßlcd). 

Dabei  sind  dann  in  den  perspectiven  Punktreihen  g  und  ^|  die  Be- 
wegungsrichtungen als  gleiche  Sinne  zu  definiren,  welche  für  den  per- 
spectiven Büschel  den  gleichen  Drehungssinn  liefern.  —  Für  diesen  Be- 
weis scheint  mir  die  Annahme  eines  Trennungs- Strahles,'  auch  wenn  der- 
selbe beim  Büschel  nur  eine  vorübergehende  Bedeutung  hat,  doch  fast 
unentbehrlich. 

München,  December  1896. 
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XX.  üeber  algebraische  Beziehungen  an  einem  symmetrisöhen 
Ereissechieck. 

Bei  der  algebraischen  Behandlung  gewisser  planimetrischer  Aufgaben 
stösst  man  zuweilen  auf  Qleichungssysteme  höheren  Grades,  deren  Auf- 
lösung auf  directem  Wege  zu  unübersehbaren  Rechnungen  führt  und  des- 
halb illusorisch  wird.  Es  sei  bier  nur  an  die  elementare  Aufgabe  erinnert: 
„Aus  den  drei  Winkelbalbirenden  eines  Dreiecks  die  Seiten  des 
letzteren  zu  berechnen.^ 

Dieses 
Problem  ist 
zur  Zeit  noch 
nicht  gelöst, 
inzwischen 
aber  hat  Herr 
Dr.Hejmann 
im  35.  Jahr- 
gange   dieser  A' 

Zeitschrift 
S.  254     eine 
ganz     ver- 
wandte   Auf- 
gabe mittelst 
wiederholter 

Winkel - 
dreitheilung 
erledigt  und 
solchergestalt 
erreicht,  dass 
die  der  Tri- 
section      ent^  '^' 

sprechenden  cubischen  Gleichungen  in  die  Rechnung  überhaupt  nicht  eingehen. 
Jenes  Verfahren  lässt  sich,  wie  Herr  Dr.  Hejmann  dem  Endesunterzeichneten 
gelegentlich  mittheilte,  auch  unmittelbar  bei  der  Berechnung  eines  sym- 
metrischen Kreissechsecks  in  Anwendung  bringen ,  und  diese  möge  hier  folgen. 
Bezeichnen : 

5i(t=3l,2, 3)    die    auf  einander   folgenden,   paarweise   gleichen 

Seiten  eines  symmetrischen  Ereissechsecks  (siehe  die  Figur), 

Xi  bezüglich  yi  die  je  zwei  gleiche,   bezüglich  je  zwei  ungleiche 

Sechsecksseiten  überspannenden  Diagonalen, 
Zi  die  Hauptdiagonalen  des  Sechsecks, 
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80  kann  man,  da  die  Fignr  durch  drei  von  einander  unabhftngige  Stücke 
bestimmt  ist,  folgende  vier  Gruppen  von  Aufgaben  auswählen: 

1)    X, 
Gegeben:  5|.    Gesucht: 


I) 
") 
III) 

IV) 


Gegeben:  Xt.  Gesucht: 
Gegeben:  y^.  G^ucht: 
Gegeben:  gi.   Gesucht: 


«  =  1,2,3). 


2)  Vi 

3)  ei 

1)  8, 

2)  y, 

3)  z, 

1)     8, 

2)  *, 

3)  «r, 

1)  St 

2)  Xi 

3)  Vi 

Die  zu  den  Gruppen  II)  und  III)  gehörigen  Ausdrücke  lassen  sich 
durch  einfache  planimetrische  Betrachtungen  ermitteln.  Man  berücksichtige 
insbesondere,  dass  die  Hauptdiagonalen  »t  in  dem  yon  den  «i -Diagonalen 
gebildeten  Dreiecke  die  Winkelhalbirenden,  dagegen  in  dem  von  den  y^ 
Diagonalen  gebildeten  Dreiecke  die  Höhen  sind,  und  dass  der  Ptolemä'sche 
Sats  wiederholt  auftritt 

Dann  wird  man  finden: 


1  / a?gg?3 


11,1) 


+  «!+«») 


«8«. 


*j)(«i-*»  +  ai) 


XiXq 


+  «j  +  «8)(a'i  +  a?2~«3) 


^' 


11,2) 


(«,+«;,-«;,)  (-«,+0^+«,) 


+  «»+J^8)(*l-*«  +  *s) 


11,3) 


",  =  (*»+*s^^(;^ 


^»'gs 


+ «j+a^)  (- «1+ «I +«») 


«,  -  (*,+«.)^(^^  ^  ^ + CjiiF%+ 


*.)' 


r     («i+*»+«j)(*i  +  *j  — «j) 
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III,  1) 


III,  2) 


Kleinere  Mittheilangen. 


^y» 


y»y. 


»  yiy2 


«.  =  ^  [y*yj  +  Vid*-y,*){d*-y*)\, 

111,3)         .  «*  =  "5  [ysy.  +  yiä*-y»'){d*-y,*)\ 
',  =  ^  [y.y.  +  ^(d»-y/)(d»-y,»)]. 

In  jenen  Oleiohnngen  bedeutet  d  den  Darchmesser  des  Umkreises,  also: 

d  =  i^,    A  =  j/- yx*- y,*- y,*  +  2y,»y,«  +  2y,«y,«+ 2y,'y.'. 

Zn  den  Oleichnngen   der  Gmppe  I)   kann   man    nnn   gelangen,  aus- 
gehend Ton  den  goniometrischen  Functionen  der  halben  Winkel  im  o^- Dreiecke. 
Man  hat:  a  a  a 

1)  sini^^%   5m^  =  -!i    m^  =  ?? 

und 


2 


d'    "'"2        d'    "'"2 


<2 


Mithin  wird: 

1  —sin*-^  —8in*-^  —  rin* -^  —  2  sin -^  sin -^  sin -^'=0, 

oder  mit  Hilfe  Ton  1): 
2)  d»  -  («,«  +  s,*  +  s/)d-  2s, s,»,  =  0. 

Man  erhSlt  dann  nach  dem  Sinnssatz,  bezflglich  nach  dem  Ptolemfi'schen 


Lehrsatz: 
I.») 


=  2^. 


{y,^^Vä^^^+'iVd^^^, 


1,2) 


y,  =  -jV<»«-v  +  ^F^^^^ 


y»  =  -gK^^^^+^/5^^^. 
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1.3) 


«»  = 


yd* -St* 

Die  eigentlich  interessanten  und  schwierigen  Aufgaben  entb&lt  nun 
Omppe  IV),  denn  sie  verlangt,  dass  man  das  Gleichungssystem  II,  8)  nach 
den  Xji  III,  3)  nach  den  yt  und  I^  3)  nach  den  Si  anflCse.  Dies  gelingt, 
wenn  man  nach  Hey  mann  folgende  Hilfswinkel  einführt: 

Man  denke  sich  yon  den  Ecken  Ai  des  Xi  -  Dreiecks  ans  dreimal  den 
Durchmesser  d  gezogen  und  bezeichne  die  im  Sinne  der  ührzeigerbewegang 
genommenen  Winkel  zwischen  d  und  tt  mit  or<(«=  1^  2,  3),  dann  ist: 


3) 
und 


5,  =  dco5a,,     e^ssdeosa^^    g^=sd€08a^ 
«i+««  +  «s  =  0, 


4)  2a,  =  il,-^3,    2«,=  il,-^„     2«.: 

Da  mithin 

so  wird: 

1  —  C05*«i  —  005*  ofg  —  cos^a^  +  2  cos  «j  cos  «2^05«,  =  0, 

oder  mit  Hilfe  yon  3): 


5) 


d^  -  (^,»  +  V  +  V)^  +  ^^i^t^z  =  0. 


Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich  der  Durchmesser  d,  ans  3)  findet 
man  die  Hilfswirkel  «i  und  mit  Hilfe  von  4)  erhält  man  die  Winkel  des 
d?^- Dreiecks: 

Hiermit  ergeben  sich  als  LOsnngen  für  die  Aufgaben  der  vierten 
Oruppe  unmittelbar:  ^  1^ 

Äj  =s  dsin-^Ä^^ 


IV,  1) 


IV,  2) 


^    '      ^     A 

Xi  =  dsinÄ^f 
x^  =  dsinA^" 
x^=  dsinAy 
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IV,  3) 


XXI.  Ztir  üebertragnng  der  Rechnungsarten  auf  die  Geometrie, 
insbesondere  ttber  die  Möglichkeit  der  Hultiplication  von  Strecken 

mit  Strecken. 
In  den  Lehrbüchern  der  Oeometrie  stossen  die  Lehrsätze  über  die 
Flftchen-nnd  Baumb  erech  na  ngen  auf  eine  gewisse  Schwierigkeit  EnthSlt 
in  der  That  ein  Rechteck  mit  zwei  anstossenden  Seiten  von  8tn  und  7  m  L&nge 
einen  Fächeninhalt  von  56  ^yh,  ein  rechtwinkliges  Parallelepipedon  von  8fti 
LäDge,  7  m  Breite  und  6  m  Höhe  einen  Rauminhalt  von  336  c^m,  so  lassen 
sich  wohl  die  bei  der  Flftchen-  und  Raumberechnung  entstandenen  Maasszahlen 
alsProducte  der  Maasszahlen  der  Seiten  bez.  Kanten  erklären,  die  neuen 
Benennungen  qm  und  cbm  jedoch  nicht  in  gleicher  Weise  als  Producte  der 
ursprünglichen  Benennungen.  Denn ,  „man  kann  nie  zwei  benannte  Zahlen 
multipliciren,  es  muss  yielmehr  mindestens  der  Multiplicator  unbenannt  sein* 
(Schl0milch,  Handbuch  der  Mathematik  1879  S. 244),  oder,  „man  kann 
von  Producten  zweier  Linien ,  als  benannten  Zahlen ,  im  eigentlichen  Sinne 
nicht  sprechen**  (Spieker,  Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie  1894  S.191)  oder 
„es  würde  widersinnig  sein^  Linien  mit  einander  zu  multipliciren"  (Koppe, 
Planimetrie  1880  S.  104)  u.  s.  w.  Nur  als  «üblich  gewordene  Abkürzung''  wird 
es  daher  bezeichnet,  zusagen:  „Der  Flächeninhalt  eines  Rechtecks  ist  gleich 
dem  Product  zweier  anstossender  Seiten**,  indem  hierbei  die  von  ihrer  Benennung 
befreiten  Maasszahlen  multiplicirt  gedacht  werden  und  dem  Product  die  neue 
Maasseinheit  als  Benennung  zugelegt  wird  (Schlömilcha.  a.  0.).  Auf  diese 
üebertragung  der  Rechnungsarten  auf  die  Geometrie  kommt  auch  Schotten 
in  seinem  verdienstvollen  Buche:  „Inhalt  und  Methode  des  planimetrischen 
Unterrichts**,  dessen  I. Band  Leipzig  1890  erschienen  ist,  in  einigen  kritischen 
Zeilen  (S.145u.  146)  zuV.  Schlegels  Ausführungen  j^üeber  den  sogenannten 
vierdimensionalen  Raum  **  zu  sprechen.  Da  das  Werk  Schotten's  eine  kritische 
Zusammenstellung  der  Literatur  des  planimetrischen  Unterrichts  sein  will  und 
als  Nachschlagebuch  für  alle  Fragen  auf  dem  Gebiete  des  planimetrischen  Unter- 
richts dienen  soll,  so  dürfte  es,  wiewohl  die  Flächen-  und  Raumberechnung  erst 
einem  späteren  Bande  vorbehalten  sind,  nicht  unpassend  erscheinen,  seine  bis  jetzt 
in  unserer  Frage  gegebenen  Ansichten  zu  hören  und  einer  Prüfung  zu  unterziehen. 
Wir  lesen  (S.  146) :  „Die  Yergleichung  der  arithmetischen  und  geometrischen 
Dimensionen  hat  sich  naturgemäss  an  die  drei  Stufen  der  arithmetischen 
Rechenoperationen  zu  halten.  Der  ersten  Stufe  des  Rechnens,  de^  Addition, 
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entspricht  die  einfache  Ansdehnnng  nach  der  Länge,  der  zweiten  Stufe,  der 
Maltiplication,  die  zweifache  Ausdehnung  nach  Länge  und  Breite,  der 
dritten  Stufe,  der  Potenzirung,  die  drei  fache!  Ausdehnung  nach  Länge,  Breite 
und  Höhe.  Das  Resultat  der  Addition,  die  Summe,  findet  ihre  geometrische 
Deutung  in  der  Linie;  das  Product  in  der  Fläche;  die  Potenz  in  dem  Körper. 
Während  nun  aus  der  Gleichheit  der  Summanden  das  Product,  aus  der 
Gleichheit  der  Factoren  die  Potenz  entsteht  und  sich  auf  diese  Weise  die  drei 
Stufen  der  arithmetischen  Operationen  entwickeln ,  resultirt  aus  der  Vermehr- 
ung der  Exponenten  und  der  Gleichsetzung  von  Basis  und  Exponenten  keine 
weitere  Stufe  des  Bechnens.  In  Analogie  hiermit  kann  man  die  Erzeugung 
geometrischer  Gebilde  durch  Bewegung  setzen.  Entsprechend  dem  Stillstand 
der  Rechnung  bei  der  Potenzirung  ergiebt  sich  nichts  Neues  durch  die  Be- 
wegung des  Körpers**.  —  Im  Gegensatz  zu  dem  ersten  Theil  dieser  Auseinander- 
setzung lesen  wir  (S.  145):  „Die  einfache  Zahl  a  stellt  die  Länge  einer  ge- 
messenen Linie,  die  zweite  Potenz  dieser  Zahl  a*  den  Flächeninhalt  des 
über  der  Strecke  a  als  Seite  errichteten  Quadrates  und  die  dritte  Potenz  a^ 
den  Rauminhalt  des  Aber  diesem  Quadrate  als  Grundfläche  errichteten  Würfels**. 

Hier  wird  die  Linie  schon  durch  eine  einfache  Zahl  dargestellt,  oben  ent- 
spricht sie  der  Addition  von  Zahlen,  die  Fläche  und  der  Körper  werden  hier 
durch  die  zweite  und  dritte  Potenz  einer  Zahl ,  also  beide  geometrischen  Ge- 
bilde durch  Potenzirung  dargestellt,  oben  entspricht  die  Fläche  der  Multipli- 
cation  und  erst  der  Körper  der  Potenzirung.  Wir  finden  so  kurz  hintereinander 
einen  vollen  Widerspruch  in  der  üebertragung  der  Rechnungsarten  auf  die  geo- 
metrischen Gebilde  und  doch  sind  diese  einzelnen  Vergleichspunkte  in  allen 
Lehrbüchern  der  Geometrie  in  derselben  Weise  ausgedrückt.  Mir  erscheint 
diese  geometrische  Deutung  rein  arithmetischer  Ausdrücke  überhaupt  unhalt- 
bar; dies  fühlt,  wie  Andere,  auch  Schotten,  indem  er  (S.  145)  sagt:  ;,Die 
Bedeutung  eines  Productes  ist  in  der  Geometrie  nach  einer  ursprüng- 
lich willkürlichen  Festsetzung  die  eines  Rechtecks.  ..** 

Können  wir  in  der  That  die  drei  Rechnungsarten  mit  den  drei  Dimen- 
sionen in  der  Geometrie  vergleichen?  Sind  die  Resultate  der  Addition, 
Multiplication  und  Potenzirung  etwas  so  von  einander  Verschiedenes,  wie 
die  räumlichen  Gebilde:  Linie,  Fläche  und  Körper? 

Bei  der  Betrachtung  der  Rechenoperationen  handelt  es  sich  selbst- 
verständlich nur  um  unbenannte,  bestimmte  oder  allgemeine  einfache  Zahlen, 
da  auf  die  sogenannten  benannten  Zahlen  sich  die  Addition  nur,  wenn  sie 
gleichbenannt  sind,  die  Multiplication  mit  unbenanntem  Multiplicator  und 
das  Potenziren  gar  nicht  anwenden  lässt.  Die  Reihe  unserer  natürlichen  Zahlen 
stellen  wir  uns  geometrisch  als  Punkte  einer  Geraden,  von  einem  gewählten 
Ausgangspunkt  aus  in  gleichen  Abständen  geordnet,  vor;  die  Zahlenreihe  hat 
also  nur  eine  Ausdehnung,  die  Länge  und  einer  bestimmten  Zahl  entspricht 
dann  eine  bestimmte  Strecke.  Die  Addition  zweier  oder  mehrerer  Zahlen, 
welche  Rechnungsart  ursprünglich  durch  Weiterzählen  in  der  Zahlenreiha^voU-    ^ 
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zogen  wird ,  ergiebt  daher  auch  eine  Zahl  derselben  Beihe  (8+7=  15)»  das  Re- 
Bultat  der  Addition  von  Zahlen  ist  also  geometrisch  auch  als  eine  bestimmte 
Strecke  zu  deuten;  ebenso  sind  aber  auch  die  Besultate  der  Multiplication  und 
Potenzirung  von  Zahlen  wieder  nur  einfache  Zahlen  (8.7  =  56,  8^=  2097152), 
Zahlen  derselben  Zahlenreihe;  sie  können  daher  geometrisch  auch  nur  als 
Strecken,  keinesfalls  als  Gebilde  einer  2 fachen  oder  3 fachen  Ausdehnung  ge- 
deutet weiden.  Die  drei  Bechnungsarten  Addition ,  Multiplication  und  Potenzir- 
ung ergeben  imaMC  nur  Zahlen  der  natürlichen  Zahlenreihe ,  nichts  Neues, 
nichts  entsprechend  den  Baumgebilden  begrifflich  von  einander  Verschiedenes. 

Was  sind  denn  nun  aber  die  Zahlen  der  natürlichen  Zahlenreihe  selbst? 
Sie  sind  Begriffe  unseres  Denkens»  Abstractionen  von  gezählten  Gegenständen 
der  uns  umgebenden  Welt;  die  verschiedenen  Zahlen  erhalten  wir  durch  wieder- 
holtes Setzen  einer  gedachten  Einheit,  der  Zahleinh^L  Das  Addiren  ist  ein  An- 
einandersetzen  zweier  oder  mehrerer  Zahlen;  sind  diese  Addenden  alle  gleich, 
so  wählen  wir  an  Stelle  der  Addition  eine  kürzere  Schreibweise  and  erhalten  die 
Bechnungsart  der  Multiplication ,  welche  zur  Ausbildung  des  Einmaleins  and 
den  besonderen  Begeln  des  Multiplicirens  geführt  hat ;  ebenso  ist  die  Potenzirung 
nichts  weiter  als  eine  kürzere  Schreibweise  einer  Multiplication  von  laater 
gleichen  Factoren  und  es  haben  sich  aus  derselben  die  besonderen  Begeln  des 
Potenzirens  entwickelt.  £s  giebt  demnach  keine  arithmetischen  Dimensionen 
oder  Mannigfaltigkeiten,  wir  können  die  Besultate  der  verschiedenen  Bechnungs- 
arten überhaupt  nicht  mit  den  verschiedenen  geometrischen  Gebilden  vergleichen. 

Durch  wiederholtes  Setzen  einer  nicht  mehr  blos  gedachten  Einheit,  der 
Zahleinheit,  sondern  eines  wirklichen  Gegenstandes,  erhält  die  Zahl  ihre  Be- 
nennung, wird  eine  sogenannte  benannte  Zahl.  Diese  benannten  Zahlen 
bedeuten  daher  oder  sind  graphische  Darstellungen  von  gezählten  Gegen- 
ständen; über  die  nur  beschränkte  Bechnung  mit  ihnen  ist  oben  schon  ge- 
sprochen worden. 

Wenden  wir  uns  nun  zu  den  geometrischen  Gebilden,  den  Linien, 
Flächen  und  Körpern,  mit  denen  man  jene  Bechnungsresul täte  in  Verbindung 
gebracht  hat«  Was  sind  sie  eigentlich  ?  Es  kommen  wohl  physikalische  Körper 
in  der  uns  umgebenden  Welt  wirklich  vor,  eben  die  zuletzt  erwähnten  be- 
nannten Einheiten  oder  gezählten  Gegenstände;  die  mathematischen  Körper,  die 
Flächen  und  Linien  sind  jedoch  ebenfalls  nur  Begriffe  unseres  Denkens,  unserer 
Baumvorstellung,  Abstractionen  von  den  wirklichen  Körpern.  Wir  verstehen 
unter  einem  mathematischen  Körper  den  Baum,  den  ein  physikalischer  Körper 
von  gleicher  Grösse  und  Gestalt  einnimmt,  der  letztere  ist  für  uns  ein  Bild 
des  ersteren;  die  Flächen  sind  die  Begrenzungen  eines  Körpers  vom  übrigen 
Baume,  die  Linien  die  Begrenzungen  einer  Figur  von  der  übrigen  Fläche, 
während  eine  Strecke  von  der  übrigen  Linie  durch  Punkte  begrenzt  wird. 
Durch  fortgesetztes  Abstrahiren  von  den  wirklichen  Gegenständen  werden  die 
Punkte,  Linien,  Flächen  und  mathematischen  Körper  für  unser  Denken  nach 
und  nach  zu  selbstständigen  Baumgebildeu,  entsprechend  den  einfachen  Zahlen; 
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keinesfalls  aber  dftrfm  die  in  «,  ^  oder  chm  gemessenen  Strecken,  Flächen 
oder  Körper  in  gleiche  Reihe  mit  den  sogenanntes  baaannten  Zahlen,  welche 
gezählte,  in  Sprachzeichen  geschriebene  Gegenstände  waren,  gebracht  werdaiL; 
sie  sind  nnr  Begriffe  nnseres  Denkens.  Diese  in  arithmetischer  Behandlung  der 
geometrischen  Gebilde  bis  jetzt  immer  geübte  Gleichstellung  der  letzteren  mit 
den  gezählten  Gegenständen  ist  meines  Erachtens  der  Grund  zu  der  anfangs 
erwähnten  Schwierigkeit  und  es  dürfte  sich  wohl  empfehlen,  den  zu  allgemein  ge- 
brauchten Ausdruck  , benannte  Zahlen*'  nur  auf  die,  durch  irgend  welche  Ein- 
heiten gemessenen  Begriffe  unseres  Denkens,  nicht  aber  auf  die  wirklichen 
Gegenstände  zu  beziehen,  vielmehr  das  Bechnen  mit  letzteren  als  „Rechnen  mit 
gezählten  Gegenständen  **  zu  bezeichnen.  Zu  den  ersteren  Bechnungsgrössen 
mOasen  neben  den  geometrischen  die  zeitlichen  und  die  graduell  verschiedenen 
Grössen,  wie  wir  sie  in  den  Naturwissenschaften  antreffen,  gerechnet  werden. 

Hieraus  ergiebt  sich,  dass  die  erwähnten  Einschränkungen  der  Rech- 
nungsarten bei  den  sogenannten  benannten  Zahlen  nicht  ohne  Weiteres  auf 
die  Baumgebilde  übertragen  werden  dürfen. 

Wie  sind  wir  nun  im  Stande,  jene  Vergleichungen  zwischen  Producten  und 
Flächen  u.  s«  w.  zu  erklären?  Auf  einen  wichtigen  Unterschied  bei  der  Ver- 
gleichung  der  Besultate  der  Bechenoperationen  mit  den  Baumgrössen  muss  hier 
sogleich  hingewiesen  werden;  die  einfachen  Zahlen  sind  discontinuirliche, 
die  Baumgrössen  continuirliche  Grössen;  der  Unterschied  beider  charakteri- 
sirt  sich  am  Besten  durch  die  Begriffe : ,,  wiederholt  setzen^  —  „sich  fortbewegen''. 
Wir  können  uns  nämlich  die  räumlichen  Gebilde  als  durch  Bewegung  ent- 
standen denken;  so  beschreibt  ein  Punkt,  wenn  ersieh  fortbewegt,  eine  Linie, 
eine  fortbewegte  Linie  beschreibt  entweder  wieder  eine  Linie  oder  eine  Fläche 
und  diese  in  ihrer  Fortbewegung  wieder  eine  Fläche  oder  einen  Körper,  während 
letzterer  fortbewegt  nur  wieder  einen  Körper  beschreibt,  nichts  Neues  erzeugt 

Wie  wir  die  einfachen  Zahlen  durch  wiederholtes  Setzen  der  Zahleinheit 
in  einer  bestimmten  Bichtung  uns  entstanden  dachten,  so  entstehen  durch  Fort- 
bewegen eines  Punktes  in  einer  bestimmten  Bichtung  bis  zu  bestimmten  Ab- 
ständen die  nach  beiden  Seiten  begrenzten,  geraden  Linien,  die  Strecken;  durch 
Fortbewegen  einer  Strecke  in  einer  bestimmten  (nicht  der  ihr  eigenen  Bichtung) 
bis  zu  bestimmten  Abständen,  die  nach  allen  Seiten  begrenzten,  ebenen  Flächen, 
die  geradlinigen  Figuren;  durch  Fortbewegen  einer  Figur  in  einer  bestimmten 
(nicht  in  ihr  selbst  gelegenen)  Bichtung  bis  zu  bestimmten  Abständen  die  nach 
allen  Seiten  begrenzten  Theile  des  Baumes,  die  Körper.  Lassen  wir  dagegen  die 
Strecken  sich  in  ihrer  eigenen  Bichtung,  die  Figuren  in  ihrer  eigenen  Ebene,  die 
Körper  im  Baume  fortbewegen,  so  wenden  wir  die  Bechnungsart  der  Addition 
auf  alle  drei  Arten  von  Baumgrössen  an;  d.  h. ,  verlängern  wir  eine  Strecke  um 
eine  oder  mehrere  andere  Strecken ,  so  bilden  wir  die  Summe  dieser  Strecken 
und  diese  ist  wieder  eine  Strecke ;  setzen  wir  an  eine  Figur  in  ihrer  eigenen  Ebene 
eine  oder  mehrere  andere  Figuren  an ,  so  bilden  wir  die  Summe  dieser  Figuren 
und  diese  ist  wieder  eine  Figur;  fügen  wir  an  einen  Körper  im  Baume  einen 
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oder  mehrere  andere  Körper  au,  so  entsteht  wieder  ein  Körper.  —  Ver- 
langem wir  eine  Strecke  zwei-  oder  mehrmals  nm  sich  selbst,  setzen  wir  eine 
Figur  in  ihrer  Ebene  oder  einen  Körper  im  Baume  zwei-  oder  mehrmals  an- 
einander an,  so  multipliciren  wir  Strecken,  Flttchen  oder  Körper  mit  ein- 
fachen Zahlen  und  es  entstehen  wiederum  nur  Strecken,  Flächen  oder  Körper. 

Dem  Fortbewegen  einer  Strecke  in  anderer  Richtung  als  der  ihr  eigenen 
um  eine  andere  Strecke,  dem  Fortbewegen  einer  Figur  in  einer  anderen  als  in 
ihr  gelegenen  Richtung  um  eine  Strecke  entspricht  das  Multipliciren  einer 
Strecke  mit  einer  Strecke,  das  Multipliciren  einer  Figur  mit  einer  Strecke. 

Nehmen  wir  als  L&ngeneinheit  das  m,  als  FlScheneinheit  das  gm  und  als 
Raumeinheit  das  cbm^  so  können  wir  uns  die  FlSche  eines  qtn  entstanden  denken 
durch  Fortbewegung  einer  Strecke  von  1  m  Länge  senkrecht  zu  ihrer  Riehtang 
l  m  weit ;  den  Raum  eines  chm  durch  Fortbewegung  der  Fläche  eines  gm  senk- 
recht zu  ihrer  Ebene  1  m  weit.  Lassen  wir  in  derselben  Weise  eine  Strecke  Ton 
8  m  Länge  sich  senkrecht  zu  ihrer  Richtung  7  m  weit  bewegen,  so  beschreibt  sie 
ein  Rechteck  von  56^s=8ni.7m,  wie  andererseits  eine  Quadratfläcbe  von 
56^911  senkrecht  zu  ihrer  Ebene  6  m  weit  fortbewegt  gedacht,  ein  rechtwinkliges 
Parallelepipedon  von  336  chm  =  56  gm .  6  m  beschreibt.  Wir  können  so  in  Folge 
der  dreidimensionalen  Ausdehnung  des  Raumes  den  rechnerischen  Begriff  der 
Multiplication  in  voller  Schärfe  auch  auf  die  Multiplication  von  Strecken  mit 
Strecken  und  von  Flächen  mit  Strecken  ausdehnen;  natürlich  dürfen  wir  aber 
nicht  z.  B.  Flächen  mit  Flächen  oder  Körper  mit  Strecken  u.  s.  w.  multipliciren. 

Bewegt  sich  eine  Strecke  senkrecht  zu  ihrer  Richtung  um  ihre  eigene 
Länge  fort,  so  beschreibt  sie  das  Quadrat  der  Strecke,  welches  der  zweiten 
Potenz  dieser  Strecke  entspricht;  bewegt  sich  dieses  Quadrat  senkrecht  zu 
seiner  Ebene  um  seine  Länge  fort ,  so  beschreibt  sie  den  Würfel  über  dieser 
Strecke ,  welcher  der  dritten  Potenz  der  Strecke  entspricht.  So  sind  in  un- 
gezwungener Weise,  ohne  jede  Willkür,  aus  unseren  geometrischen  Anschau- 
ungen heraus  die  Rechnungsarten  auf  die  geometrischen  Oebilde  übertragen. 

Während  jede  einfache  Zahl  durch  eine  Strecke  dargestellt  werden  kann, 
muss  jede  Strecke  durch  eine  mit  der  Längeneinheit  versehene  Zahl,  eine  be- 
nannte Zahl  oder  kurz  einen  Buchstaben (8m=a) bezeichnet  werden;  das  Qua- 
drat einer  einfachen  Zahl  (8'=  64)  bedeutet  nicht  den  Flächeninhalt  des  über  der 
Strecke  von  8  m  Länge  errichteten  Quadrates ,  sondern  das  Quadrat  der  mit  der 
Längeneinheit  versehenen  Zahl  [(8m)^=64gm]  hat  diese  Bedeutung;  ebenso 
bedeutet  nicht  das  Product  zweier  einfacher  Zahlen  (8.7=56)  eine  Fläche, 
sondern  nur  das  Product  der  mit  der  Längeneinheit  versehenen  Zahlen 
(8m. 7m  =  56 gm)  bedeutet  den  Flächeninhalt  eines  Rechtecks  u.  s.  w. 

Mit  vollem  Recht  können  wir  daher  sagen:  der  Flächeninhalt  eines  Recht- 
ecks ist  gleich  dem  Product  zweier  anstossender  Seiten  etc. ,  und  ebenso  können 
wir  das  Product  a .  &  als  ein  Rechteck  deuten,  wenn  wir  unter  den  allgemeinen 
Grössen  aund  h  Zahlen  verstehen,  die  mit  einer  Längeneinheit  versehen  sind. 

^^"*^ö°-  Dr.  HuQO^LLPREpHT. 
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(Schlnss.) 

n.  Theil. 
Gebilde   höherer  Paiiktfanctioneii. 

§  7.  Der  Frocess  d.    Anwendungen. 

Ableitung.  Die  bisher  yorgetragene  Theorie  der  Pantagraphe  war 
im  Wesentlichen  identisch  mit  einer  geometrischen  Interpretation  einer 
Theorie  der  linearen  ganzen  Functionen  der  Grnndpunkte.  V7ir  wollen  nun- 
mehr einen  Schritt  weiter  gehen  und  auch  höhere  Functionen  der  letzteren 
in  den  Bereich  unserer  Betrachtungen  ziehen.  Zu  dem  Ende  verbleiben 
wir  zunächst  in  der  Ebene.  In  dieser  herrscht  bekanntlich  die  Eigen- 
thttmlichkeit,  dass  congruente  Figuren  nicht  immer  durch  Schiebung  zur 
Deckung  gebracht  werden  können,  sobald  eine  Drehung  der  Figur  aus  der 
£bene  heraus  durch  den  Raum  nicht  gestattet  wird;  man  sagt,  die  Ebene 
ist  zweiseitig,  um  die  inverse  Lage  congruenter  Figuren  in  einfacher  Weise 
in  unsere  Bechnungen  einzuführen;  werden  wir  einen  symbolisch  zu 
nehmenden  Process  d . . .  benutzen. 

Wir  bezeichnen,  wenn 

P=  x  +  iy  =  re'v    =r{co8  q>  +  isin  (p) 

wobei  wir  P  als  Punkt  oder  als  die  vom  Ursprung  0  der  Gauss'schen 
Coordinatenebene  nach  diesem  Punkt  P  gehende  Strecke  auffassen.  Die  geo- 
metrische Interpretation  zeigt,  dass  dann  öP  den  Spiegelpunkt  zu  F  für 
die  iT- Achse  bedeutet.  Algebraisch  fordert  der  Process  d  nur  den  Zeichen- 
wecbsel  des  Factors  t. 
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Mit  Einführung  dieses  Processes  8.,.  sind  wir  im  Stande,  sofort 
Vector  r  und  Amplitude  q)  zu  bestimmen.     Es  ergiebt  sich : 

ÖP 

1.  Charakterisirung  einer  Ecke.  Geht  man  von  Ä  nach  B  und 
von  B  nach  C,  so  entsteht  bei  B  eine  Ecke.  Diese  Ecke  wird  durch  eine 
einzige  Zahl  E  charakterisirt : 

A-B 
Man  findet  für  die  Grösse  des  Winkels  <p  an  dieser  Ecke : 

ÖE 
ferner  für  das  Verhältniss  der  Seiten  a  =  AB  und  b  =  BÖ: 

E.SE. 


&= 


2.  Aehnlichkeit  invers  gelegener  Polygone.    Hat  man  in 

ein  erstes  Polygon    und  spiegelt  es  an  der  X-Achse,  so  hat  das  Spiegel- 
bild die  Reihe  der  Ecken     »  ^        •  ^  s  a 

Beide  Polygone  sind  invers  congruent.    Jedes  andere  Polygon 

JLj  X.^  JCj  •  .  .  -zC n  • 

das  dem  ersten  ähnlich  ist,  erfüllt  die  fortlaufende  Gleichung: 


■^1  "^  •  "^2  ""s  •  •  •  •  •  -^n  -^1  —  -2Cj  jL^  '  2Cj  JCj  : . .  • :  An  A j , 

denn,  da  jedes  Einzelverhältniss  aufeinander  folgender  Strecken  eine  Ecke 
E  vollkommen  charakterisirt,  so  folgt  aus  der  Gleichheit  dieser  Verhält- 
nisse die  Aehnlichkeit  der  Ecken  beider  Polygone  und  somit  die  Aehnlich- 
keit der  letzteren  selbst.  Sei  F,  F^  . . .  r„  ein  Polygon ,  das  dem  inversen 
zu  ^,  j4g ...  J.n  ähnlich  sein  soll^    so  muss  als  einzige  Gleichung  bestehen: 


S.Gleichung  eines  Kreises.    Soll  die  Entfernung  a  zweier  Punkte 
P  und  Q  berechnet  werden,  so  hat  man: 

(p-e)ö(p«e)  =  a« 

^^^^  PdP  -  PÖQ  -öP.Q  +  QÖQ^  a\ 

Hält  man  Q  als  Mittelpunkt  fest,   so  ist  diese  Gleichung  für  ein  ver- 
änderliches P  die  Gleichung  eines  Kreises. 
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=  0. 


Hiernach  ergiebt  sich  als  die  Bedingung  dafür,  dass  vier  Punkte  P, 
Qy  Mi  8  auf  einem  Kreise  liegen: 

PÖP 

R6B 

S6S 

Die  Gleichung  des  Kreises  kann  auch  in  mancherlei  Parameterformen 
gegeben  werden;  eine  der  interessantesten  ist  die  folgende:  „Ist  das  Doppel- 
verh&ltniss  von  vier  Punkten  P,  Q,  B,  S  eine  reine  Zahl  m,  so  liegen  die 
yier  Punkte  auf  einem  Kreise".    Das  heisst: 

P-Q     S-C 
~R-R'  S -R 


PSF 

P 

ip 

1 

QiQ 

Q 

iQ 

1 

BÖS 

B 

iB 

1 

SiS 

S 

iS 

1 

=  Wl. 


Die  Einzelverhältnisse  stellen  Ecken  Ei  und  E^  vor,  für  welche 


folglich : 

daher  durch  Division: 


i/j :  E^  =  fw  1 


öE^ :  SE^  =  ^wi  =  •», 

E,  E^ 


ÖE, 


ÖE^ 


woraus  man  auf  Winkelgleichheit  der  Ecken  (Peripheriewinkel  des  Kreises) 
schliesst.  Die  letztere  Gleichung  ist,  in  P,  Q,  R^  S  geschrieben,  identisch 
mit  der  zuerst  aufgestellten  Bedingung. 

4.  Gleichung  einer  Geraden.  Soll  in  einem  Punkte  M  eine  Gerade 
senkrecht  zu  021  errichtet  werden  und  ist  P  ein  Pankt  derselben,  so  ist 
die  Ecke  PMO  eine  rechtwinklige,  das  heisst,  es  muss 

E 
ÖE 


=  c«'.«=-l 


sein,   woraus  folgt: 


oder: 


PM       6PM  _ 
MO'^  ÖMO         ' 


Pi{M-0)+6P.(M-0)  =  MS{M''0)  +  SM.{M''0). 
Drei  Punkte  P,  Q,  R  liegen  demnach  auf  einer  Geraden,  wenn 

P    dP    1 
C    «C    1   =0. 
R    ÖR    1 

Sind  P^  Qy  R^  S  vier  Punkte,  welche  durch  Stäbe  von  den  Längen 
Pi>  Pt'y  Qiy  Qii  ♦'u  ^i]  ^1»  *a  ™i*  2wei  Fixpunkten  U  und  V  verbunden  und 
wird  das  Ganze  nach  Art  einer  Nürnberger  Scheere  beweglich  gedacht,  so 
gelten  für  P  die  Gleichungen: 

PdP  -  {P6U  +  Ü6P)  +  U6U  ^ Pi\ 
PÖP  -  {P6V+  VÖP)  +  VöV^p^\ 
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p 

SP 

1 

(J>.»-V) 

Q 

iQ 

1 

i9^'-q^) 

B 

SB 

1 

(n»-r,«) 

8 

SS 

1 

{«.*  -  sJ) 

Stellt  man  solche  Gleichungen  auch  für  die  anderen  Punkte  auf  und 
eliminirt  U  und  F,  so  folgt: 


=  0    (Fig.  1); 


die  geometrische  Interpretation  lautet:  Errichtet  man  in  den  vier  Punkten 
zu  ihrer  Ebene  Senkrechte  von  den  Längen  (i?i*-P2*),  (ffi*— ^s*)  •  •  •  >  so 
liegen  die  erhaltenen  Endpunkte  F\  Q\  B\  8'  bei  allen  Verzerrungen  von 
U  und  Y  in  einer  neuen  Ebene. 

5.  Spiegelung  eines  Punktes  an  einer  Geraden.  Spiegelt  man 
einen  Punkt  P  an  einer  Geraden  UV,  so  erhält  man  einen  Punkt  Q,  dessen 
Coordinaten  berechnet  werden  sollen.  Zu  dem  Ende  bedenke  man,  dass 
die  Ecken  PUV  und  QUV  invers  congruent  sind,  so  dass  folgt: 


.PU      QU 

^uv^Wv' 


woraus  folgt: 


UV 

^^  ÖUV 


Diese   Formeln    sprechen    sich  einfacher   aus,    wenn   es   sich   darum 

UV 

handelt,  eine  Strecke  a  =  PCT  an  einer  Richtung  YtTtt  *°  inversiren,  die 


ÖUV 


erhaltene  Strecke  a  genügt  dann  der  Gleichung 

Wv 


a  =  da 


ÖUV 


das  heisst  a  ist  proportional  öa, 

6.  Gleichung  der  Focalen  eines  Stammvierecks  (Fig.  2).  Isi^, 
By  Cy  D  ein  Gelenkviereck  von  den  Seitenlängen  a,  &,  c,  d;  Pein  Punkt, 
der  so  gelegen  ist,  dass  die  Summe  der  Winkel  APB  +  CFD  =  180®  ist,  so 
ist  der  Ort  von  P  bekanntermaassen  eine  Curve  dritter  Ordnung,  der  geo- 
metrische Ort  der  Brennpunkte  derjenigen  Schaar  von  Kegelschnitten,  die  dem 
Stammviereck  einbeschrieben  sind.  Der  angegebenen  Bedingung  entspricht  die 


Gleichung : 


oder: 


oder: 


E,      E, 


P-Ä   P-C 


ÖE, 


g,iin 


=  1, 


=  sl^s^- 


oder: 


P-B  P-D'P-B'P—D 
(P'-P[Ä  +  C]  +  ÄC)  S(P^-P[Ä+C]  +  ÄC) 
(P«-P[5  +  D]  +  J?2))  S{P  -P[B  +  D]  +  BD) 
P»  SP*  1 

(P[A  +  C]+äO)    S.P[A  +  C]  +  AC)    1 
{P[B  +  D]  +  BD)    S(P[B  +  D]  +  BD)    1 
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Hätte  man  verlangt,  dass  die  Winkelsamme  eine  andere  als  180^  sein 
soll ,  80  würde  die  Gleichung  formal  nur  unwesentliche  Aenderungen  erfahren 
haben,  sie  würde  aber  dann  vom  vierten  Grad. 

7.  Gleichung  der  Eoppelcurve  beider  Dreistabbewegung. 
Wird  im  Gelenkviereck  AB  CD  der  Stab  AD  festgehalten,  am  Stab  BG 
ein  Dreieck  von  der  Form  BF  +  PC=  BC  oder  x  +  A  =  l  befestigt,  so 
beschreibt  P  die  Koppelcurve.     Dies  entspricht  den  Gleichungen: 

(5-C)5(B-C)  =  J«    P=^7iC+kB. 

{C''D)d{C'-D)  =  c^ 
Hieraus  wfiren  C  und  D  zu   eliminiren.     Um    diese  Elimination  sym- 
metrisch zu   gestalten ,   fähren  wir  noch  eine  Fremdgleichung  Z  =  C  —  B 
ein;  dann  ergiebt  sich  C^P  —  XZ 

B  =  P-  kZ. 

8etzt  man  dies  in  die  drei  quadratischen  Gleichungen  oben  ein,  so  folgt: 

ZdZ=:h\ 
{X'Z-^DP)Ö{XZ'-'DP)  =  (^. 
Aus  diesen  drei  Gleichungen  folgt: 

1  0 

XÖX     "XÖDP 


ZÖZ:  — Z:ÖZ:-1  = 


APÖAP-a* 
DPöWP-c^ 


wobei  £  =  uiP,  fi='DP. 
Relation,  so  folgt: 

Xdfi    ridX 


"ÖTl.AP 

0 
"ÖXDP 
0     HOB    — ajx     eöe  —  a^  +  KÖTih^ 
10  0  -6« 

O-Xdr}  "fidX    fi8fi  —  c^  +  XÖXh^ 
Setzt  man  hieraus  die  Werthe  Z6Z,  Z,  öZ  in 


0=2^» 


fiSX  ridfi-c'^  +  XÖXh^ 


X8fi    ti6ri-€^  +  XÖXh' 
Anmerkung.    Jeder  Punkt  des  Punktfeldes 
P=-hA  +  X'B  +  iiC+vD 
beschreibt  eine  Koppelcurve,  die  einem  Curvenindividuum  aus  der  Schaar 

P=zkC+XBj     x  +  A  =  1  (complex) 
ähnlich   ist.     Der  Beweis  ergiebt   sich   aus  dem   Satz  H  über  das  Punkt- 
yiereck.     Die  Gleichung  wird  genau  wie  oben  abgeleitet. 

8.  Welche  festen  Winkel  können  die  Diagonalen  eines  Stamm - 
Vierecks  bei  der  Bewegung  beibehalten?     ABCD  sei  das  
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Viereck,  AC  die  eine  Diagonale,  BD  die  andere.    Ihr  Winkel  (Ecke)  soll 
constant  sein,  daher  die  Gleichung: 

A_,    oder     ^-g   S{B-D)_ 

Addirt  man  zu  den  Seiten  der  letzten  Gleichung  die  Zahl  1 ,  so  folgt: 
USB  +  B6A)  +  {C6B  +  D6C)'-{AdB+BdÄ)-(C^B+BSC)  ^ 

{B^D)Ö{A^C)  "'*'*■ 

Ist  AB  =  a,  BC=hf  CD  =  c^  DA=^df  so  schreibt  sich  der 
Zähler  auch  —{«''+ c*— 6*— d*),  wird  also  constant,  somit 

Wird  J?  — D=JBie'>s  A-C=R^e^v*  gesetzt,  so  folgt: 

*       *  1  +  X 

Als  erstes  Resultat  gewinnen  wir  also  den  Satz  (Ei,  R^  sind  die 
Längen  der  Diagonalen,  9^-  ip^  ihr  Winkel): 

jylst  in  einem  Gelenk  Viereck  der  Winkel  der  Diagonalen  con- 
st-ant,   so  ist  auch  ihr  Product,   also  auch  der  Inhalt  des  Gelenk- 
vierecks constant." 
Dieser  Satz  ist  in  dem  Falle  ungiltig,  wenn  die  rechte  Seite  die  Form 
Null  durch  Null  annimmt;  das  heisst,  wenn 

Beide  Bedingungen  schliessen  einander  ein  und  bleibt  der  Winkel  der 
Diagonalen  bei  der  Bewegung  ein  rechter. 

um  den  allgemeinen  Fall  näher  zu  untersuchen,  hält  man  die  längste 
Seite  des  Gelenkvierecks  {AD)  fest  und  lässt  erstens  die  Seite  AB,  zweitens 
DC  in  diese  fallen,  dann  ist  in  beiden  Fällen  die  eine  Diagonale  ^  ÄD^ 
die  anderen  müssen  also  gleich  lang  sein  und  mit  AD  gleiche  Winkel 
bilden.  Aus  dem  dadurch  entstehenden  Parallelogramme  folgt  dann  die 
Bedingung  a  f=  Cy  ferner  5  s=  d,  das  heisst^  das  gesuchte  Viereck  kOnnte 
also  nur  das  Parallelogramm  oder  das  überschlagene  Parallelogramm  sein. 
Nur  letzteres  lOst  die  Aufgabe,  dann  ist  x  =  —  1  und  beide  Diagonalen 
sind  parallel,  der  Inhalt  ist  Null,  wie  es  sein  muss,  da  jedes  Gelenk- 
viereck einmal  den  Inhalt  0  annimmt  und  sonach  nur  Null  die  Grösse 
eines  constant  bleibenden  Inhaltes  sein  kann. 

9.  Welches  Gelenkviereck  ist  immer  Kreisviereck?   Sind  a,  2i. 

Cf  d  vier  Strecken   nach  Grösse  und  Richtung,   und  a+h  +  c+d  =  0  9\& 

geschlossener  Streckenzug  das   Gelenkviereck,    so   lautet  die  zu  erfüllende 

Bedingung:  de      ^  d  \ 

1)  H'^'Td    [^'''^^=    "* 


ad 
hc 
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2) 


Dies  in  Parameterform  geschrieben: 


{a  =  X 
6=  l. 


Darch  Addition  und  Berücksichtigung  von  a  +  b=-'{c  +  d): 
3)  {c  +  d)  =  '-c{Kdc  +  öd). 

Aus  2)  und  3)  folgen: 

höh  =  odo ,dödy 
{e  +  d)d{c+d)==a.6a.{nde  +  dd){KC  +  d). 
Diese  Gleichungen  können  sinngemäss  nur  bestehen,  wenn 
isöa  =  lt     X  =  1,  aJa  ==  cdc»     hdh  =  ddd\ 


dann  ist 


0  = 


c  +  d 


ä{c  +  d) 

Berücksichtigt  man  die  in  diesem  Paragraphen  für  die  symmetrische 
Lage  von  Strecken  abgeleiteten  Beziehungen,  so  erkennt  man  aus  2),  dass 
das  gesuchte  Viereck  nur  das  überschlagene  Parallelogramm  sein  kann. 
10.  Wann  stehen  zwei  Linien  im  Punktfeld 
P=xÄ  +  XB+iaG+vD 
auf  einander  senkrecht?    Verbindet  die  eine  Linie  die  Punkte  P  und 
Qj  die  andere  die  Punkte  R  und  8,  so  muss  sein 


Setzen  wir: 


R-S  '^     B-8 


B-S=tA  +  lB  +  mC  +  nD,     f  +  t  +  m  +  n  =  0, 
80  geht  die  Bedingung  ttber  in: 

0^{*Ä  +  lB  +  ftC+vD)d{tA  +  \B+mC+nD) 
+  ifÄ  +  lB  +  mC+nD)ö{nÄ  +  XB  +  tiC+vD). 
Die  Entwickelang  liefert  fOr  reelle  x,  (,. .  .: 

{xl  +  n){ÄiB  +  BöA)  +  {Xm+(il){BöC+C6B) 
+  ((tn  +  vm){CdD  +  D«C)  +  {vt  +  xn)iDöÄ  +  ÄdD) 
+  (xm  +  fit){ÄSC  +  CöA)  +  (An  +  vl){B5D  +  D8B) 
+  2xfAdA+2XlBSB  +  2iimCSC+2vnD6D  =  0. 
Berficksichtigt  man  nun,  dass 

ASB+BdA'=AöA+  B5B-a^, 
BÖO+  CöB=BdB  +  CäC-  6«, 
C9D+  DSC  —  CSC+DöD -  <?, 
DdA  +  ASD  =  DSD+  A6A-  d', 
80  ergiebt  eine  Zasammenziehung  des  entwickelten  Ansdrackes 
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(xm  +  f.!)  [ÄöC+CöÄ-ÄiÄ-CSC] 

+  {Xn  +  vl)lB8D+DSB-BSB-DdDli 

-  [(»cl+tA)a«+(im  + f4l)6»+(f«n+vjn)c*+(vl+«nK]=0. 

Setzt  man  das   letzte  Glied  zar  Abkürzung  =  <Z>,  so  kann  man  aneb 

schreiben:   ^^^^  ^ ^t)JCdIC+  (in  +  v\)B3iBD+  *  =  0, 

das  heisst,  zwischen  den  Quadraten  der  Diagonalen  mfisste  eine  lineare 
Relation  eintreten.  Hat  man  ein  Viereck,  bei  dem  dies  nicht  der  Fall,  w 
müssen  die  Coefficienten  einzeln  verschwinden: 

I)  (xm  +  »*f)  =  0,    (in  +  vt)  =  0,     <l>  =  0. 

Dies  ist  die  allgemeine  LSsung.  Die  singulSre  erfolgt  für  das  FanUelo> 
gramm,  das  ja  das  Viereck  ist,  für  welches  eine  Relation  zwischen  den 
Diagonalqnadraten  existirt:  {a  =  c,  h  =  d) 

ÄCdÄC+  BDÖBD  =  a'+b*+<^+iP. 

Demnach  wird  die  Bedingung: 

[(*nt  +  ftl)  -  (in  -  vi)]ÄCdAC=-  O 

-  (a«+  »*+<!•+  <P)(in  +  vi)  =  <Z>' 
nnd  demnach  die  singnlSre  Lösung: 

II)  o  =  c,     b  =  d,    (xm  +  fif)  =  (in  +  i'0.     *'=0; 
die  weitere  Discussion  der  Formeln  soll  hier  nicht  gegeben  werden, 

11.  Wann  sind  zwei  Linien  im  Punktfelde 
P=»Ä  +  kB  +  itC+vD 
an   Länge  gleich?     Verbindet  die  eine  Linie  die  Punkte  P  und  Q,  die 
andere  die  Punkte  B  nnd  8,  so  muss  sein: 

(P-Q)S{P-Q)  =  (B-S)d{R-8). 
Setzen  wir: 

P-Q  =  *A  +  IB+  (tC+vD,     (ic  +  X  +  tL  +  v  =  0), 
B-8==lÄ+lB  +  mO+nD,     (f  +  t  +  m  +  n  =  0), 
so  geht  die  Bedingung  über  in: 

0  =  i*A  +  lB  +  iiG+  vD)S{»Ä  +lB  +  (iO+  vD) 
=  {lÄ  +  IB  +  mC+nD)d(tÄ  +  IB  +  mC7+  nD), 
die  Entwickelnng  liefert  für  reelle  x,  f, .  .  .: 

(xi  -  n){AdB  +  BSA)  +  (if.  -  1.m)(BdC+  dB) 
+  (|*v -  mtt){CdD  +  BSC)  +  (vx  -  Vi\){p8A  +  ASD) 
+  (x,»-  lm){ASC+  CSA)  +  (iv  -  U){B8D  +  D8B) 
+  (x«  -  V^AiA  +  (i« -  V)B8B  +  (^«  -  nt*) C6C 
+  (v*-tt*)I>ä-D  =  0. 
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Berücksichtigt  man  wieder,  dass 

ÄÖB  +  BdÄ  =  ÄdÄ  +  BdB  -  a«  etc., 
BO  ergiebt  eine  Zusammenfassung  des  entwickelten  Ausdrucks: 
(>c|i*  -  lm)[ÄöC  +  CdA  -  ASA  -  CSC] 
+  (Av  +  U)[B6B  +  B6B  -  BdB  -  DdD] 
-  [(»t't  -  10«^  +  (Aft  -  rm)&«+  (|i*v  -  mn)c« 

Setzt  man  das  letzte  Glied  zur  Abkürzung  =  ^f^  so  kann  man  auch 
schreiben : 

(Äfi  -  lm)ACdÄC^{Xv  -  lVi)BBiBD+  ^F=0. 

Wie  oben  ergiebt  sich  auch  hier  eine  allgemeine  und  eine  singulare 
Lösung  des  Problems.  Bezüglich  der  Discussion  werde  auf  den  vorigen 
Fall  verwiesen. 

Anmerkung.  Die  Discussion  ergiebt,  dass  es  möglich  ist,  in  den 
Seiten  eines  Gelenkvierecks  Punkte  X  YZ  W  so  festzulegen ,  dass  sie  bei 
allen  Verzerrungen  des  Gelenkvierecks  ein  Antiparallelogramm  bilden. 


dass   die   zu   erfüllende 


§  8.    Kreis-  und  Kugelpunkte. 

1.  Ereispunkte  auf  den  Seiten  des  Gelenkvierecks.  Wir 
nehmen  auf  den  Seiten  des  Stammvierecks  AB  CD  vier  Punkte  P,  Q,  B^  8 
an  und  wollen  untersuchen^  unter  welchen  Voraussetzungen  dieselben 
immer  auf  einem  Kreise  liegen.  Wir  wissen, 
Gleichung  die  folgende  ist: 

BSP     P 

Q^Q     Q 
BSB    B 

SdS     8 


1) 


Setzen  wir :  _ 


dp   1 

6Q     1 
dB     1 

-0. 

iS     1 

e  =  K,B  +  A,C, 

S  =  *iD 

+  M, 

«3(7+ A^P, 

so  mass  die  Relation  1)  anabhSogig  von  den  A,  B,  C,  D  bestehen, 
diese  umzuformen,  bedenken  wir,  dass  (x^A^  reell)  X{+ A{=  1: 

PiP  =  *i*AiÄ  +  X*BSB  +  %^l^{ASB  +  B6A), 

=  **ASA  +  X*B6B  +  *^X^{AbA  +  B&B  -  a'), 
=  XiAdA+  X^BSB  +  n^Xia*, 

QdQ  =  x^BSB  +  X^CöC—XjX^b*, 

BÖB^x^CdC+X^DöD  -  XjijC*, 

SdS  =  x^DSD  +  XtAöA-  x^i^tJ*. 


um 


3) 
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Soll  nun  1)  umgeformt  mit  2)  und  3)  unabhängig  von  den  J.,  B,  (7,  D 
bestehen,  so  müssen  sich  vier  Zahlen  u^u^fi^u^  finden  lassen,  welche  von 
Ay  By  Cj  D  unabhängig  sind  und  die  Gleichungen : 

u^PöF  +  u^QöQ  +  u^EÖB  +  u^SöS  ee  0, 
^iP  +^tQ  +WsÄ  +u,8  =0, 
UiöP     +u^6Q    +Uj^öB     +u^6S    =0, 

<*i  +u^  +th  +^4         ^^ 

zu  identischen  machen.     Zu  dem  Ende  muss  sein: 

u^k^  +^2X8  =  0, 
fijÄg  +  1*3X3  =  0, 

Oder,  es  haben  die  Determinanten  der  Matrix  zu  verschwinden: 
XiA^a*    Xj^jö*    HjAjc^    K^X^d* 


4) 


0 
0 


0 
0 


0 
0 


0 
0 


=  0. 


Nach  dem  Eron  eck  er 'sehen  Satze  sind  dies  zwei  Bedingungen.  L&sst 
man  die  erste  Zeile  fort,  so  folgt  eine  Determinante,  welche  ausgewerthet 
lautet: 

5)  AiXgAaA^ssXjXjXjX^. 

Die  andere  Gleichung  würde  sich  am  symmetrischsten  ergeben,  wenn 
man  die  Matrix  mit  einer  beliebigen  Zahlenreihe  (z.  B.  1)  rändert,  asjm- 
metrisch ,  wenn  man  eine  Zeile  weglässt  (z.  B.  die  letzte) : 

6)  a\  XiÄjXgÄjX^  —  hK  Äi^gXgXjX^  +  c\  A,  AjAjXjX^—  d«.  AiX,X3i^X4=  Ö. 

Da  Xi  +  Ai  =  1 ,  so  stellen  die  zwei  Gleichungen  für  die  Unbekannten 
XiX^XgX^  geschrieben  ein  Dio phänisches  System  dar.  Zu  je  zwei  Punkten 
auf  Seiten  des  Gelenkvierecks  können  immer  noch  zwei  andere,  auf  den 
anderen  Seiten  gelegen,  angegeben  werden,  die  zusammen  mit  jenen  auf 
einem  Kreise  liegen. 

2.  Kreispunkte  im  Punktfelde  P  =mÄ  +  XB  +  (iC  +  vD.  Die 
Lösung  erfolgt  wie  vorhin,  nur  ist  zu  setzen: 

P=ic^A+X,B  +  fi,C+v,D, 
Q  =  7t^Ä+X^B  +  (i^C+v^D,     x,  +  A,  +  ^,  +  v,=  l 
Ä'=  X3A+  A3B  +  (i^C+v^D,  (reell). 

S=-K^Ä+X^B  +  fi^C+v^D, 
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Die  nothwendige  Umformung  von  PöP^.,.  lautet: 
PÖP^%iJii{ÄdB+BdÄ)  +  X,(i,{BdC+CÖB)  +  (i^v.iCdD  +  DÖCf) 
+  v,n,{DdA  +  ÄÖB)  +  K^(i^(AöC+  CöA)  +  XiV^{B8D  + D8B) 
+  K^^ÄÖA  +  l^^BÖB  +  (A^^CöG+  v^^DÖD, 
Ersetzt   man   wieder  A6B  +  B6A   durch  A6A  +  BöB-a*u.3.(., 
80  folgt:  pjp=  -  [kj^(IiIcöIc+  l^v^BDÖBB] 

+  [tc^AÖA  +  X^BÖB  +  ii^CöG+  v^DöD] 

Bezeichnen  wir  den  letzten  Ausdruck  in  PöP,  QdQ.».  mit  H^^  H^ 
JTg,  JS^,  80  ergehen  die  weiteren,  genau  wie  Yorhin  zu  führenden  Be- 
trachtungen als  Lösung  des  Prohlems  das  Verschwinden  der  folgenden 
Matrix: 


=-.0. 


H^     H^     E^     H^ 

Die  in  dieser  nach  Eronecker  enthaltenen  vier  Gleichungen  geben 
mit  den  Relationen  xi  +  >tj  +  fi<  +  ^i  =>  1  zusammen  acht  Oleichungen  zur 
Bestimmung  von  16  Unbekannten.  Wir  können  demnach  immer  zu  zwei 
vorgegebenen  Punkten  des  Feldes  (auf  oo^  Arten)  noch  zwei  weitere  be- 
stimmen ,  die  mit  jenen  immer  auf  einem  Kreise  liegen. 

Eine  ausfdhrlichere  Discussion  soll  nicht  Platz  greifen. 

3.  Kugelpunkte  im  Punktfelde  P=  x^  +  iL-B  +  fiO+vD.  Wir 
denken  uns  jetzt  das  Gelenkviereck  räumlich  beweglich  und  windschief 
und  fragen^  welche  Bedingungen  erftlllt  sein  müssen,  damit  fünf  Punkte 
Pi  immer  auf  einer  Kugel  bleiben. 

Wir  benützen  nunmehr  gewöhnliche  Coordinaten  Xiyiei  und  haben  die 
Aufgabe,  die  Bedingung 


*I 

«« 

H 

H 

*1 

i« 

h 

h 

fl 

H 

H 

«*4 

"l 

"« 

"« 

n 

*iH 

*»f»j 

*Sf8 

**H 

Ajv, 

A,vj 

^"8 

K^i 

(i^i^  +  Vi^  +  ti?    Xi    Vi    ffi     i 


=  0 


identisch  zu  erfüllen,  ohne  Bücksicht  auf  die  besondere  Lage  der  Eck- 
punkte J,  ^,  C,  D  des  Vierecks.  Kommen  diesen  die  Coordinaten  ^tii^i 
zu  und  sind  die  Punkte  P,-  als 

KiA  +  XiB  +  (iiC+ViD 

(«.•+A.  +  u,+  v,=  l), 
80  ergiebt  sich:  ^  1 
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Vi  =  ^ini  +  hn^  +  f*.»?8  +  V'^ii 

Ferner  liefert  die  Umformung  von  aJ,*+y<*+ V  das  Folgende: 

+  2^,v,a3  J,+  ri,ri,+  ?30  +  2v,)t,(5,|,  +  n,ri,  +  f,?,) 

4.  Eugelpnnkte  auf  den  Seiten  des  räumlich  beweglichen 
Gelenkftinfeoks.  AB=^a,  BC=h^  CD^c,  BE^d,  JB^=e  seien 
die  Längen  der  fQnf  Stäbe,  welche  das  OelenkfQnfeck  bilden. 

seien  Punkte  auf  diesen  Stäben,  welche  so  gewählt  werden  sollen,  dass  sie 
bei  allen  Bewegungen  des  Fünfecks  auf  einer  Kugel  bleiben  sollen.  Zu 
dem  Ende  muss  wieder  die  Determinante: 


xf  +  y?  +  z?    Xi    yt    Zi    1,^0 


umgeformt  werden.    Es  ergiebt  sich  insbesonders : 

=*i(«i*+v+ti*)+Ai(«»*+%*+t,*)-«iii«*-* 

Analoge  Werthe  für  xf-^-y^^+e^.    Dies  eingeführt  ergiebt,  wie  früher, 
das  Verschwinden  der  Matrix: 


h 

*i 

u 

u 

0 

h 

«8 

0 

0 

0 

h 

»4 

0 

0 

0 

^4 

*1 

0 

0 

0 

0 
0 


=  0. 


H^  H^  H^  H^  H^\ 

Hierbei  ist  H^  =  K^X^a^^  -^a=  K^X^b^  u.  s.  w.  Diese  zwei  Gleichungen 
im  Vereine  mit  Xj-f-^i=l  bilden  sieben  Gleichungen  zur  Bestimmung  von 
acht  Unbekannten.     Drei  der  Punkte  Pi  bestimmen  die  übrigen: 

*  Dies  Besultat  kann  unter  Anwendung  des  Transversalensatzes ,  den  ich  iit 
der  Zeitschrift  für  mathem.  und  naturw.  Unterricht  XXVII,  2  gegeben  habe,  direct 
hingeschrieben  werden. 
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Bedenken  wir  aber,  dass 

2(S.  S,  +  »?,%+  ?i  Q  =  (li*  +Vi*  +  fi*)  +  iit'  +  V»'  +  f,*)  -  a\ 
2(1*1,+  %%+  f,f,)  =  a,*+  V+  V)  +  (V  +  %'+  ts*)  -  6», 
2(S,l4+  »?s'?4+  ?»?4)  =  (V+  V+  V)  +  (1**+  Vi*+  ?«*)  -  c*, 

80  folgt:      _^^,_j_  y^«^  ^.»^  _  [^^n-JcdlC  +  liViBBöBI)] 

+  f»i(l3*  +  %*  +  ?»*)  +  na,'+v,'+  ?♦«)] 

—  [xilia*+  A.fti-6*+  fKViC*+  vjXjflP]. 

Bezeichnen  wir  den  letzten  Elammeransdruck  mit  Hi,  bo  ergiebt  sich 
als  EndbedingnisB  zur  LOsnng  unserer  Aufgabe  (die  Zwischenrecbnaogen 
ToUzieben  sich  wie  beim  Problem  der  G[reispankte)  das  Verschwinden  der 
Uatrii: 


0. 


*l 

*i 

*s 

*4 

«6 

K 

1, 

As 

K 

^6 

t*i 

f»» 

»»8 

N 

Ms 

^1 

"« 

»'s 

"4 

»'s 

«i^ 

«sf»» 

«8  Ms 

««Mi 

«sMs 

A,v, 

*«"» 

h^B 

i^v^ 

*S»'6 

^. 

^, 

B, 

^4 

s. 

Diese  drei  and  die  Gleichungen  x^  +  ^^c  +  !»<  +  v^  =  1  stellen  acht 
Gleichungen  für  20  unbekannte  vor.  Zu  je  vier  Punkten  des  Feldes  kann 
man  also  einen  Punkt  hinzufinden,  der  mit  jenen  immer  auf  einer  Kugel 
liegt* 

§  9.    Linear  verwandte  Oelenkvierecke. 

I.Definition  der  Verwandtschaft.  Ist  J.  J9  CD  ein  Oelenkviereck 
von  Constanten  Längen  a,  h,  c^  d  seiner  Seiten ^  so  ist  dasselbe  —  aller- 
dings nicht  eindeutig  —  bestimmt,  wenn  die  Endpunkte  Ä  und  D  einer 
Diagonalen  fizirt  sind.  Ist  nun  etwa  eine  Lage  der  Ecken  B  und  J)  fest- 
gestellt, was  die  Auflösung  von  zwei  quadratischen  Gleichungen  erfordert 
und  somit  zwei  Irrationalitäten  in  den  Zahlenbereich  unserer  Rechnungen 
einführt,  so  können  die  drei  anderen  möglichen  Aspecte  des  Vierecks  linear 
aus  der  ersten  hergeleitet  werden.  Zn  dem  Ende  bedenke  man,  dass  dazu 
nur  Spiegelungen  an  der  Diagonale  ÄC  nothwendig  sind,  deren  Formeln 
wir  bereits  früher  abgeleitet  haben.  Was  sich  dabei  nicht  ändern  kann, 
sind  die  Irrationalitäten,  also  die  Grössen  der  Ecken  bei  B  und  D. 


*  Aaser  den  hier  behandelten  Kreis-  und  Kugelpunkten  ,, erster  Ordnung *%  die 
den  Charakter  der  Affinität  haben ,  kann  es  noch  solche  „  zweiter  Ordnung  "  geben, 
die  erst  auftreten,  wenn  gewisse  Relationen  zwischen  den  Seiten  erfüllt  sind. 
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Als  linear  verwandt  zu  einem  ersten  Viereck  werden  also  alle  jene 
Vierecke  bezeichnet  werden  können,  welche  in  einem  Paar  Gegenwinkel 
übereinstimmen.  Dieses  üebereinstimmen  ist  aber  nicht  blos  ein  Gleiehsein 
der  entsprechenden  Winkel,  sondern  kann  auch  ein  Ergänzen  solcher  zq 
180^  bedeuten,  entsprechend  der  Gleichung: 

öEi     8  Ei 

In  der  Tbat  sind  derartige  Vierecke  von  Eempe  (allerdings  obnedass 
diese  Verwandtschaft  ausgesprochen  wurde)  aufgestellt  und  benutzt  worden. 

2.  Das  Eliminationsverfahren  zur  Aufstellung  linear  ver- 
wandter  Gelenkvierecke.  Bezeichnen  wir  im  vorigen  Falle  AC  als 
Spiegeldiagonale,  so  stellt  Kempe  den  verallgemeinerten  Cosinussatz  be- 
züglich dieser  her,  indem  er  ÄC  zweimal  ausdrückt: 

ÄC*  =  a*  +  h^  -  2ahcosB, 

^  ,  ,.  ^  IC^  =€^+cP-2cdcosD, 

folglich:  ' 

{a*+b^  -  {c^+d^)  =  2ahcosB  -  2cdcos  D. 

Hierdurch  ist  gezeigt,  dass  die  Irrationalitäten  cosB  und  cosC  selbst 
linear  verbunden  sind. 

Fügen  wir  an  das  erste  Viereck  AB  CD  ein  zweites  AyB^C^T>y% 
welches  mit  dem  ersten  so  verwandt  sei,  dass  die  Ecken  D  und  D^  sich 
zu  180®  ergänzen  {A^G^  Spiegeldiagonale),  ebenso  die  Ecken  B  und  £p 
so  folgt:    (aj«+&j2)  -  (c^HO  =  2a^\cosB^  +  2c^d^cosB^, 

Aus  beiden  könnte  dtinn  offenbar  die  Grösse  B  und  D  berechnet 
werden,  das  heisst,  beide  Vierecke  wären  in  ihrer  Bewegung  nur  in  dem 
Momente  verwandt,  wo  eben  B  und  D  die  berechnete  Grösse  passirten. 
Sollen  aber  die  Gelenkvierecke  immer  verwandt  bleiben,  so  mi^ss  offenbar 
die  erste  Gleichung  mit  der  zweiten  innerlich  übereinstimmen.  Dividiren 
wir  die  Gleichungen  je  mit  dem  Factor  von  cosB  bez.  cosB^  und  setzen 

„  ,  .  C05B  =  —  cosB. ,     also    cosD  =^  —  cosD,^ 

so  folgt:  '  '* 

^  ^  r^— — ^  =  cosB -cosD, 

ab  ah 

Da  die  In^ationalitHten  cos  B  und  cosJ)  nicht  anderweitig  linear  za* 
sammenhängen ,  so  kann  die  Identität  der  zwei  Gleichungen  nur  erzielt 
werden,  wenn  gleichzeitig: 

(«'+&0-(c»+d')  ,  («.'+&.')-fa'+rf.O_Q    ^^^  ^_^<!ii. 

ab  a^b^  ab      üib^ 

In  diesem  Falle  sind  die  Gelenkvierecke  in  allen  Lagen  verwandt,  wo 
ein  Paar  der  Winkel  B  oder  D  übereinstimmen. 
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S.Koppel  von  verwandten  Vierecken  (Fig.  3).     Ist 

ein  polygonaler  Zug,  Bi  ein  zwischen  C^.i  nnd  d  eingeschalteter  Punkt  und 
werden  von  einem  Pol  A  nach  allen  Punkten  Bi  Linien  gezogen ,  so  entstehen 
n -Vierecke,  die  in  Ä  gekoppelt  erscheinen.  Diese  Koppel  soll  eine  Koppel 
von  verwandten  Vierecken  dann  genannt  werden,  wenn  der  letzte  Winkel 
Bm-^i  mit  dem  ersten  ^,  übereinstimmt 

Zu  dem  Ende  muss  {BiCi=Xi^  C^f-ß<+i  =  yi+i.  ABi^  ai): 

—  iJi  ~  («1*+  a?!^)  -  (oj,*  +  y^^)  =  2aiXiC0sBj^  -  2a^y^cosB^' 

—  H^^  («8*  +  x^^)  -  («8*  +  y^^)  =  2a^x^ cosB^  —  2a^y^cosB^' 

—  H^—  (05*+  V) -  {a^  +  O  =  2a^x^cosB^  -2a^y^co3B^ 

—  Hnz^  (a„*+  Xn^)-{alj^i+yl^^  =  2anXnC0sBn'-2an^\yn'^\cosB\j^i. 

Dabei  ist  cos  Bi  +  cos  B!  ==  0.  Führt  man  dies  in  das  Oleichungs- 
system  ein,  so  hat  man  n- Gleichungen  zur  Bestimmung  von  n -  Unbekannten 
^1,  Bj,. .  .J?n,  ^«+1^  J^i.  Soll  die  letzte  „Uebereinstimmung^'n 4. 1  =  5," 
statthaben  für  alle  möglichen  Verzerrungen  der  Vireckskoppel ,  so  muss  die 

Bestimmung  der  unbekannten  in  unbestimmter  Form  -rr  erscheinen.    Nun  ist 


2a^y^      0         0     . 

..0 

0 

2a^x^  203%      0     . 

..0 

H, 

0 

0      2a^x^  2a^y^. 

..0 

B, 

2a,+ii/„+i0         0         0       2anXn  Hn 
Also  müssen  die  sSmmtlichen  Determinanten  der  Matrix  verschwinden : 
0  0     ...a„+iyn+i 

0     ...         0 
»s^s  •  •  •         0 


0       (hVi 


=  0. 


0  0  0     ..anXn 

H^       H^       H^ fli, 

Dies    sind    zwei  Bedingungen.     Die    eine   symmetrische  erhalten  wir 

durch  ViTeglassen  der  letzten  Zeile: 

a, fljdj . . . ttnX^x^x^ . . . a?»  =  a»+i a^a^,,. anyn+iy%y9 -"Vn^ 
oder: 

a^x^x^x^ . . .  a;„  =  an^iynJfiy^y^  '^-yn- 

Anmerkung.     Fällt  die    letzte  Seite  On+i   mit  der  ersten  Seite  a^ 
in   allen  Fällen  zusammen,   was  z.  B.  beim  Problem  der  Auftheilung  eines 
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Stammvierecks  in  Fachvierecke  der  Fall  ist,  so  stimmt  die  Matrix  der 
Form  nach  mit  der  Matrix  für  die  Kreispunkte  eines  Vierecks  zusammen, 
aber  beide  sind  nicht  identisch. 

4.  Winkelsatz  für  die  Viereckskoppel.    Da  in  jedem  Viereck  die 
Winkelsumme  4B  beträgt,  so  folgt: 


-£<:  ^  =  4wi?  -  [(-Bi  +  Bn+i)  +  -SCf  +  «-  1  .2ä]. 

Für  eine  Koppel  verwandter  Vierecke  ist  3^  +  Ba^\  =  180®,  also 

-S<4  =  2nÄ--2:<Cf, 
oder: 

£<)CÄ  +  £<XC=-2nB. 

5.  Die  CO njugirte  Koppel  (Fig.  4).  Die  eben  abgeleitete  Formel  be- 
sagt schon,  dass  zwischen  den  Ecken  Ä  und  C  der  Vierecke  eine  gewisse 
Yertauschbarkeit  besteht.  Bezeichnen  wir,  um  diese  aufzudecken,  das 
Viereck  zur  Spiegeldiagonale  Ad  mit  C<,  so  stossen  93/  und  93 j 4.1  ander 
gemeinsamen  Kante  J.^/+i  =  0^4.1  zusammen ,  während  die  Kanten 


OiBi^\  =  y/,    Bi^iCiJ^i  =  Xi 

in  eine  Gerade  fallen.  Dreht  man  die  Vierecke  so  lang,  bis  die  Seiten 
y^  und  x^  zusammenfallen,  so  ergänzen  sich  die  Ecken  bei  Bi  wieder  za 
180^.  Da  aber  y^  und  x^  im  Allgemeinen  nicht  gleich  lang  zu  sein  brauchen, 
so  muss  eine  Vergrösserung  des  einen  Vierecks  eintreten,  damit  jetzt  die 
Vierecke  in  den  Punkten  Ci  gekoppelt  erscheinen. 

Allgemein:    Koppelt  man  die  Vierecke  SSt*  durch  einfache  Drehung  um 
die  B  in  den  Punkten  (7|'=  C7,  so  löst  sich  Ä  auf  in  ein  Polygon 

BiÄiÄ^Ä^  .  .  •  Ä„Bm  4-1, 

auf  dessen  Seiten  die  Punkte  B  liegen,  in  denen  zwei  Vierecke  zusammen- 
stossen.  Die  so  erhaltene  Koppel  der  93/  soll  die  zur  ersten  conjagirte 
genannt  werden.  Für  beide  gilt,  dass  die  Winkel  Bi  nndBn+i,  ebenso 
I1<)C,A  und  2  <)C  CI  unverändert  erhalten  bleiben. 

6.  Maassverhältnisse  an  der  conjugirten  Koppel.  Lassen wirdas 

erst«  Viereck  93i  unverändert,  so  ist  das  zweite  mit  dem  Factor  —  >  das  dritte  mit 

^  •  ~  u.  s.  w.  zu  vergrössern ,  um  den  Anschluss  der  Punkte  C  zu  einem 

ZU  erhalten.     Das  letzte  Viereck  erfordert  den  Multiplicator 

X^.X^..,Xn  «n  +  iyn  +  l 

Da  seine  Seiten  am,   a„^i,   ^n+i,   Xn  waren,   so  werden  diese  jetzt: 

Än-l-iyn  +  i         yn+l  »n+l       ^n  +  iyn+l 
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Betrachten  wir  die  neue  Koppel  im  Punkte  (7,   so  wird  der  Winkel 
<)iZO  dort  gebildet  von  den  Seiten 

»1  von  83,     und       ^    * 


von 


Wenden  wir  nan  anf  das  Oanze  eine  Vergrösserang 


fltn+l 


so  werden 


die  den  Koppelpankt  C  begrenzenden  Schenkel :  ^ 

Ob+i     und     dl, 
wShrend  in  der  alten  Koppel  der  Punkt  A  begrenzt  wurde  von 

a^    und    Oft^.!. 

Die  Ecken  A  der  alten  und  C  der  neuen  Koppel  haben  demnach  ent- 
sprechend gleichlange  Schenkel,  während  sich  ihre  Winkel  zu  einem  Viel- 
fachen von  2B  ergänzen. 

7.  Die  Kempe -Burmester'sche  Auftheilung  des  Stamm- 
vierecks^  in  Fachvierecke  besteht  in  einer  Aneinanderreihung 
zweier  conjugirten  Koppeln  [verwandter  Vierecke]  (Fig.  5).  Legt  man 
die  conjugirte  (hier  zweigliedrige)  Koppel  in  der  Ebene  um  (inversiren) ,  so 
ergänzen  sich  die  Ecken  A  der  alten  und  C  der  neuen  Koppel  zu  4i2, 
die  Schenkel  decken  sich  der  Länge  nach  und  da  £i+  -^s^  ^^7  ^^  bildet 
der  umfang  beider  Koppeln  ein  Oelenkviereck ,  das  Stammviereck  Bur- 
mester's.  Die  Fach  Vierecke  sind  diagonal  gepaart  invers  ähnlich,  wie 
es  sein  muss.  Auch  stellt  unsere  Auftheilung  den  allgemeinsten  Fall 
Burmester 'scher  Auftheilung  vor,  da  man  umgekehrt  sofort  übersieht, 
dass  jede  letztere  auf  einer  Aneinanderreihung  zweier  conjugirten  Koppeln 
beruht. 

Diese  Art  der  Darstellung  hat  neben  dem  Vorzug  der  Kürze  wohl 
auch  den  grösster  üebersichtlichkeit  der  Ableitung  und  der  Voraussetzungen 
über  den  Bationalitätsbereich. 

8.  Aneinanderreihung  einer  Koppel  von  2m  Vierecken  und 
ihrer  invers  conjugirten  (Fig.  6).  Wie  oben,  decken  sich  hier  die 
Schenkel  von  A  und  C  der  Länge  nach,  doch  ist  die  Winkelsumme  in 
J.(=C)  nunmehr  (4U)w,  das  heisst,  die  Ebene  wird  wfach  tiberdeckt. 
Im  üebrigen  gliedern  sich  wieder  an  den  Anschlusspunkten  B^  und  Bh'\-\ 
die  Seiten  der  Koppeln  geradlinig  aneinander,  so  dass  der  umfang  der 
beiden  Koppeln  ein  die  Ebene  mmal  überdeckendes  4  m  Eck  vorstellt. 
Dasselbe  erscheint  in  4  m  Fachvierecke  aufgetheilt  und  stellt  als  ein  4  m- 
Gelenkpoljgon  einen  den  obigen  analogen  übergeschlossenen  Mechanis- 
mus vor. 

Anmerkung.  Weist  die  erste  Koppel  eine  ungerade  Zahl  von 
Vierecken  auf,   so  M\i  die  erste  Seite  der  ersten  und  die  letzte  Seite  der 


*  Proceeding  of  the  London  Mathematioal  Society,  Vol.  IX  und  Zeitschrift 
der  Mathematik  und  Physik  XXXVIU ,  4. 
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letzten  Koppel  nicht  direct  zusammen,  sondern  bilden  die  Schenkel  eines 
gestreckten  Winkels,  in  dessen  Mitte  und  Scheitel  der  Punkt  Ä{^C)  ]iegi 
(Fig.  7).  Der  Aspect  liefert  ebenfalls  ein  4m  Eck,  die  Aufbheilung  in 
Fachyiereke  erfolgt  aber  von  einem  in  einer  Seite  gelegenen  Punkt. 

9.  Decklage  einer  Koppel  und  ihrer  inyersen  (Fig.  8). 
Bleiben  wir  etwa  bei  der  zweigliedrigen  Koppel  verwandter  Vierecke  S^ 

und  93s  ^^^'  nehmen  an,  dass  Oi^a^  sei,  so  ist  der  Winkel  A  von 
gleichlangen  Schenkeln  begrenzt.  Legen  wir  auf  diese  Koppel  die  inverse 
so,  dass  Ä  und  dessen  Schenkel  gemeinsam  erscheinen,  so  sind  beide 
symmetrisch  zur  Mittellinie  des  Winkels  A. 

Halt  man  den  Schenkel  AB^  tesi,  so  bilden  die  in  B^  einmündenden 
Stäbe  J3|C,  und  B^C^'  mit  dem  festgehaltenen  zwei  Winkel,  die  sich  so 
180^  ergänzen,  sonach  symmetrisch  zum  Stab  AB^  sind.  Bringt  man 
zwischen  die  Stäbe  BiC^  und  BiC^  eine  Kempe'sche  Zelle,  so  beschreibt 
deren  Ecke  8  eine  Gerade,  die  senkrecht  zu  AB^  verläuft. 

Verbindung  mehrerer  conjugirter  Koppeln.  Sei  mit  IT/die 
zu  Ki  invers  gelegte  conjugirte  Koppel ,  abgesehen  von  der  absoluten  Grösse, 
bezeichnet,  so  kann  man  die  Beihung  von 

■K]i»  -Kl,  Äji  Ä^, . .. 

versuchen  und  gelangt  zu  dem  Satze,  dass  die  Koppeln  vertauschbar  sind 
und  eine  Eintheilung  eines  Polygons  in  Fachvierecke  ergeben,  die  jedoch 
hier  nicht  weiter  behandelt  werden  soll. 

10.  Coordinatisirung  verwandter  Vierecke  in  der  Oauss'schen 
Ebene.  Wir  setzen  voraus,  dass  die  Irrationalitäten  des  Stamm  Vierecks 
bekannt  seien,  dann  sind  die  Strecken  a,  5,  c,  d  der  Seiten  AB,  BC, 
ODy  DA  nach  Bichtung  und  Länge  bekannt  und  nur  gebunden  durch 
die  üneare  Belation:  a  +  6  +  c  +  d  =  0. 

Ist  nun  A'EC'D  ein  dem  ersten  bezflglich  der  Spiegeldiagonalen 
J.C,  A!C'  verwandtes  Viereck ,  so  müssen  die  Winkelpaare  BooB\  (7<>j  (T, 
übereinstimmen.    Hierbei  sind  zwei  Fälle  zu  unterscheiden: 

a)  Es  herrsche  die  Winkelgleichheit  B  =  B\  D  ^  D\  um  diese  zn 
markiren»  setzen  wir  die  Seiten 

iB'^d,    WC'^V,     Cl^^c,    Wl^d' 

versuchsweise  den  folgenden  Termen  gleich: 

asszKa 

c':==fic.<f     t*'  *'  **'  ^  ^®®^»  ^  complex]. 

cf»  vd .  a 

Dann  ist  jedenfalls  B  ^  B'  \md  D  =:  D\  Diese  vier  Strecken  sollen 
ein  geschlossenes  Viereck  bilden,  das  heisst: 
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a  +  6'+  c  +  4*=  0,     oder     —  <j  =         , — r; 

f4C  +  vd 

ferner  dürfen  bei  der  Bewegung  des  Stammvierecks  die  Seiten  des  ver- 
wandten ihre  absolnte  LSnge  nicht  ändern,  das  heisst:  oda  muss  constant 
sein.    Dies  ist  aber  nur  möglich,  wenn 

ah       a'h'  %l.al> 


das  heisst,  wenn 


cd        ei       fiv.ed.a8a 


aoa  =  — • 

flV 


ada  = 


Ans  dieser  Bedingung  folgt  von  selbst  jene  fQr  die  xXfiv: 

xX_(%a  +  Xh)8(%a  +  Xl>)  ^|xa|»+|  A&|^-Xie(|  q|H|&r)->txa>t 
~  (IV     (jic  +  vd)d(jic  +  vd)     \tic\^+\vd\*-iivl\c\^+\d\^)-iivO^' 


a>i=  ia  +  h)8{a  +  h)=0^={c  +  d)i{e  +  ä) 


wobei 

ist,  folglich  im  Zähler  und  Nenner  weggelassen  werden  kann: 

„x,-*^  -   (»-X)[»|a|'-^|6!'] 
"'"'  ,^v-{^-v)[i.\c\'-v\d\'] 

Damit  ist  die  Aufstellung  des  verwandten  Vierecks  geleistet,  wenn 
die  Winkel  bei  B  und  J)  übereinstimmen. 

b)  Es  soll  Winkelergänzung  eintreten:  B  +  B'^180^,  D+D'=  ISO^. 
Dann  hat  man  wie  folgt  anzusetzen: 

h=  +  %8a 
c=s  —  v8d.  a 
iz=  +  fi8e .  a 

Durch  diesen  Ansatz  ist  die  Winkelbeziehung  verbürgt.  Die  einzige 
Bedingung  für  a  und  nXfiv^  wurde  bereits  oben  angegeben: 


[«,  X,  fi,  V  reell]. 


ffd<j  = 


_xA_    (x'-X)[%\a\^  +  X\b\^ 


^v        {(i'-v)[j.\c\'  +  v\d\'] 

Anmerkung.  Setzt  man  statt  der  Werthe  von  aV  e  i  die  deltairten, 
so  erscheint  das  Viereck  in  der  Ebene  einfach  umgelegt. 

11.  Anderer  Nachweis  zur  Eempe-Burmester'schen  Auf- 
.theilung  des  Stammviereckes  in  Fach  vierecke.  Auch  dieses  Mal  soll 
es  sich  nicht  um  eine  Aufbheilung,  sondern  um  einen  Aufbau  des  Stamm- 
vierecks aus  den  Fachvierecken  handeln.  Zu  dem  Ende  nehmen  wir  ein 
Musterviereck  93  zur  Grundlage,  dem  wir  das  erste  Fachviereck  iB|  direct 
ähnlich  machen.  Das  zweite  ^^  wählen  wir  dem  93}  verwandt  an.  An 
dieses  reihen  wir  J93i=aiBsund  483s«  834  ^^  geeigneter  Weise,  um  schliesslich 
zu  zeigen,  dass  das  Umrahmungsviereck  sich  lückenlos  schliesst.  Die  Seiten 
der  Vierecke  bezeichnen  wir  in  folgender  Weise : 
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ä. 


«» 


^ 


-U3- 


■h,- 


1 


Dann  ergiebt  ein  yersnchs weiser  Ansatz  zunächst  ftlr  die  Gestalt  der 
Vierecke  (also  nicht  schon  absolute  Anschlnsslage)  die  folgenden  Proportionen : 


im  Viereck: 

a,= 

6i  = 

Ci  = 

d,= 

«1 

a 

b 

c 

d 

», 

%ia 

-Xdh 

(töc  .  0 

—  v8d.a 

«, 

Sa 

8b 

8c 

8d 

»4 

*a 

-Xb 

ftcSa 

—  vd.80 

Orientirt  man  die  Vierecke,   wie  in  Figur  angedeutet,    so  erhSlt  man 
für  die  wahren  Werihe  von  a.-,  hi,  Cij  dt  bis  auf  constante  Factoren: 


im  Viereck: 

«<= 

h  = 

c,-  = 

di  = 

»1 

a 

b 

c 

d 

», 

* 

a 
T 

8 

a 

u      de 

—  -  a  —  •  ff 

X     6h 

V    Sd 
-  a —  •  a 
X     8b 

». 

X 

a 

i 

b.c 

-h- 

fl       öc 

-x%b-' 

H    8d 

—  — 0 — ff 

X    8b 

«4 

_  J 

x' 

.0 

% 

V 

d 

VergrOssem  wir  die  Vierecke  der  Reihe  nach  mit  den  Factoren  Gq, 
JJq,  £0,  jLo  und  wählen  diese  so,  dass  die  aneinander  gefügten  Vierecke 
je  Seiten  der  Länge  und  Richtung  nach  gemeinsam  haben,  so  dass  also 

wird,  so  zeigt  sich,  dass  auch  das  letzte  Paar  Seiten  e^  und  c^  nach  Länge 
und  Richtung  zusammenfallen.  Dann  aber  wird  der  umfang  des  Ganzen 
zum  lückenlos  geschlossenen  Stammviereck  für  alle  vom  Musterviereck  93 
definirten  Bewegungen  der  Fachvierecke. 
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Zu  dem  Ende  ergeben  sich  folgende  Werthe  von  Gq,  Hq^  Kq,  LqI 


«.=T 

a 

^=i^. 

^=! 

b 

a 

V 

Bo. 

•Ä 


Ol 


^01 


§  10.  Ein  zweites  S&ndeningsprineip. 
Bedingung  dafür,  dass  sich  ein  Polygon  schliesst  (Fig.  3). 
Gehen  wir  zur  allgemeinen  Koppel  von  Vierecken  zurück,  wie  sie  in  Figur  5 
angedeutet  ist  Jede  Bewegung  des  Systems  wird  im  Allgemeinen  verursachen, 
dass  die  Schlussseiten  B^A  und  ABn^x  sich  in  ihrer  gegenseitigen  Lage 
verändern  und  nur  in  discreten  Momenten  der  Bewegung  wird  ein  Zu- 
sammenfallen beider  Schenkel  eintreten.  Sollte  dagegen  dieses  Zusammen- 
fallen immer  eintreten,  bei  allen  Phasen  der  Bewegungen,  so  ist  dies  eine 
Forderung  für  einen  übergeschlossenen  Mechanismus.  Diese  Forderung  kann 
algebraisch  eingekleidet  werden  in  die  sogenannte  Schliessungsbedingung, 
welche  besagt,  dass  die  Summe  der  ümfangsstrecken  für  die  ganze  Beweg- 
ung identisch  verschwindet: 

Dabei  bedeutet  jeder  Summand  einen  Streckensummanden  nach  Bichtung 
und  Länge  und  soll  zur  Schliessung  ferner  noch  vorausgesetzt  werden,  dass 
die  Längen  AB^  und  ABa-^-x  einander  gleich  sind. 

Das  Ränderungsprincip.  Angenommen,  wir  hätten  irgend  einen 
derartigen  Mechanismus  Q  nach  dem  Typus  Figur  5  gewonnen ,  der  immer 
geschlossen  bleibt,  so  dass  die  Gleichung  1]  besteht,  so  bleibt  die  Gleichung 
auch  noch  richtig,  wenn  wir  folgende  Umformung  mit  ihr  vornehmen: 

Man  multiplicirt  die  auf  das  Viereck  IB^  bezüglichen  Werthe  mit  ®j, 
die  auf  das  Viereck  SS^  bezüglichen  mit  ®^  u.  s.  f.  und  erhält  (^n+i^^i)* 


2) 


1  +' 


\C^B^  +  ®,S,C,)  +  (©,0,^,  +  ®s5,G,)  + . 


wenn  man  ToraoBsetzt,  dass 


3) 


i>i  C,  B,  +  iS^B,  Cj  =  C,B,  +  B,  C, 


complex]. 


<&nCnB^  +  (Bi^iC,  =  CnB^  +  B^C, 
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Was  bedeutet  diese  Yoraassetzang?  Ein  Viereck  mit  einem  complexen 
Factor  mnltipliciren  heisst,  dasselbe  unter  Vergrösserung  drehen.  Es  er- 
scheinen also  unserer  Bedingung  gemäss  alle  Vierecke  unseres  Mechanismus 
verdreht.  Die  in  den  Gleichungen  3)  enthaltene  weitere  Voraussetzung 
besagt,  dass  die  Punkte  J5i,  in  denen  die  neuen  Vierecke  noch  immer  ge- 
bunden erscheinen,  nicht  mehr  im  ,Bande^  d^  i Ct  liegen,  sondern  in  der  Spitze 
eines  an  den  „Band**  angeschlossenen  Dreiecks.  Oder  mit  anderen  Worten : 
Der  neue  Mechanismus  hat  mit  dem  alten  den  „Band**  der  d  gemein; 
die  Anschlusspunkte  Bi  liegen  aber  nicht  mehr  direct  im  Band ,  sondern  in 
den  mit  den  Bandseiten  verbundenen  Ebenen  in  bestimmter  Weise.  Denn 
es  ist  zunflchst  noch  fraglich  ^  ob  ®|  beliebig  gewählt  werden  könne  oder 
gewissen  Bedingungen    unterliege,     um    dies  zu   untersuchen  ^   bezeichnen 

wir  wieder  1^77  _  ^       tt^      _ .. 

Bi  Ci  =  Xi ,     CiBi^i^yi^i, 

dann  schreiben  sich  die  Oleichungen  2)  wie  folgt: 

(<»i-i)y.+  (®,-iK=o, 
(®,-i)y5+C®,-iK=o, 


(®.-i)y,  +  (®x-iK=o. 

Fasst  man  die  (@<  —  1)  als  homogene  unbekannte  auf,  so  ist  zunftchst 
erforderlich,  dass  die  Determinante  verschwinde: 

y,  x^  0  0  . .  .0 
0  yj  a?j  0  .  •  .0 
0     0     y^    «^...0 


das  heisst: 


0, 


yi     0     0     0...« 

yiy%yi''^yn  =  xix^x^...xn. 

Diese  Gleichung  ist  aber  für  den  vorausgesetzten  übergesohlossenen 
Mechanismus  identisch  erfüllt,  wie  bereits  früher  abgeleitet  wurde.  Also 
ist  klar,  dass  @i  willkürlich  angenommen  werden  darf.  Das  Bftnderungs- 
princip  hat  allgemeine  Oiltigkeit 

um  die  Drehung  der  Vierecke  um  @<  praktisch  zu  bethätigen,  schiebt 
man  zwischen  je  zwei  folgende  einen  Keil  von  entsprechender  Grösse  und 
kettet  sie  vorschriftsmftssig  an  den  Band. 

Der  von  Kempe*  entwickelte  übergeschlossene  Mechanis- 
mus, in  welchem  die  Seiten  von  zwei  Gelenkviereoken  in 
Punkten  der  mit  diesen  Seiten  verbundenen  Ebenen  gekoppelt 
sind,  kann  sofort  mit  Hilfe  unseres  zweiten  Bftnderungsprincips  aus  dem 
Typus  (Fig.  5)   der  Eempe-Burmester 'sehen   Auftheilung  des  Stamm- 


*  Vergl.  Proceedings  of  the  London  Mathematical  Society  Vol.  IX. 
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Vierecks  in  Fachvierecke  angegeben  werden  (Fig.  9,  10).  Die  Ableitung 
gestaltet  sich  in  diesem  Falle  sogar  noch  bedeutend  elementarer,  denn  die 
Bandsohliessungsgleichung   für   die  besagte  Auftheilung  wird  nach  unserer 

oder  die  Werthe  eingesetzt: 

Diese  Gleichung  bleibt  unverftndert  bestehen,  wenn  wir  statt  der 
reellen  Werthe  O^,  Hqj  K^^  Lq  compleze  Werthe  0^  Hy  K^  Z  setzen,  für 
welche:  6  +  H^  60  +  H^, 

x  +  e  =  Xo+eo. 

Dass  die  Determinante  des  Systems  yersch windet,  oder  mit  anderen 
Worten,  die  Wahl  einer  der  Grössen  Q,  H,  K^  L  beliebig  ist,  erkennt 
man,  wenn  man  die  Gleichungen  mit  den  Factoren  +\^\^  +1  —  1 
multiplicirt  und  addirt. 

Nun  haben  wir  noch  immer  die  Möglichkeit,  die  Grösse  6  reell  oder 
complex  zu  wtthlen.  Wählt  man  sie  reell,  so  ergiebt  sich  der  Typus  von 
Figur  10,  wählt  man  sie  complex,  so  erscheint  der  Typus  von  Figur  9. 

Anmerkung.     Die    Gleichungen,    welche    die    Drehung   und    Ver- 

grösserung  der  Fachvierecke  charakterisiren,  können  auch  in  Parameterform 

geschrieben  werden:  ^      Ck    t   o. 

ü  =a  Üq  +  ^, 

wobei  ^  irgend  eine  compleze  Zahl  bedeuten  kann.  Wie  sich  aus  den 
Werthen  von  60,  ITq,  Zq,  L^  ergiebt,  sind  diese  Zahlen  durch  die  Re- 
lation verknüpft:  0  Zk=HvZ  • 

dies  bedingt  für  die  Reihe  der  6,  H,  £",  X,  ^  die  Gleichung: 

(6  -  ^)(ir- e)  =  (H+ e)(ir+ ^), 

'^*'''  (OK- HL)  =  ^{e  +  H+K+L), 

:=  ^(00+^0+ ^+^0)1 


-o+^)o+t|ii> 


Da   im  Allgemeinen  ^   nicht   verschwinden   soll,    so    wird  auch  eine 
Relation:  ^  1 
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nicht  eintreten,  dasheisst,  die  Anschlossdreiecke  werden  im  Allgemeinen  unter 
einander  nicht  ähnlich  sein. 

Erweiterung  des  Bänderungsprincips.  Hat  man  einen  liber- 
geschlossenen sternförmigen  Mechanismus,  der  aus  gekoppelten  Vierecken 
besteht I  etwa  wie  Figur  11  einen  solchen  giebt  (von  P  gehen  eine  ge- 
rade Zahl  von  StSben  aus,  die  cyklisch  zu  Parallelogrammen  vereinigt 
sind,  zwischen  deren  Gegenseiten  sich  Dreiecke  von  fester,  aber  im  All- 
gemeinen verschiedener  Gestalt  befinden),  so  kann  man  die  Frage  stellen, 
ob  auch  hier  eine  ümränderung  stattfinden  kann.  Diese  Frage  iSsst  sich 
bejahen  und  zwar  besteht  für  die  Zahl  dieser  ümränderungsflLlle  min- 
destens eine  oo^ fache  Mannigfaltigkeit;  im  angezogenen  Beispiele  ist  sie 
sogar  00 'fach,  das  heisst,  die  Drehung  und  Dehnung  des  ersten  Vierecks 
ist  vollkommen  beliebig  und  ergiebt  die  Ansicht  von  Figur  12»  doch  soll 
auf  diese  Erweiterungen  zunächst  nicht  weiter  eingegangen  werden. 
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XVI. 
Ueber  die  Doppelpunkte  der  algebraischen  Carmen. 

Von 

Dr.  Hermann  Oppenheimer 

in  Frankeuthal  (BheinpfaU). 


Am  Eingang  der  Arbeit  genüge  ich  einer  Pflicht  der  Pietät,  indem 
ich  Herrn  Professor  Dr.  Noether  in  Erlangen  für  den  bewährten  Rath, 
den  er  mir  an  manchen  Stellen  ertheilt  hat,  meinen  tiefsten  Dank  aus- 
spreche. 

Einleitung. 

fl.  j    (^  +  w)(w  +  «»  +  3)  ,  ,.  ,.      -,    ,.    .     ,     „, 

Smd  -^^ '-^ '-  beliebige  Punkte  m  der  Ebene  gegeben,  so 

lässt  sich  nach  der  Methode  von  Chasles  mittelst  projectiver  Büschel 
n^  und  w*"^  Ordnung  durch  diese  Punkte  die  (7"+"*  legen.  Diese 
Methode  ist^aber  nicht  für  jede  Form  der 

(f»  +  m)(f»  +  m  +  3) 


2 

Bedingungen,  die  eine  solche  Curve  eindeutig  bestimmen,  zu  gebrauchen. 

^'*'-^'-  (n  +  m)(n  +  m+3) 

2 =  ^i>  +  ^» 

und  sollen  p  beliebig  liegende  Punkte  Doppelpunkte,  q  beliebige  Punkte 
einfache  Punkte  der  C""^^  werden,  dann  lässt  sich  dieselbe  nicht  ohne 
Weiteres  anwenden. 

Es  soll  zunächst  eine  auch  fttr  diesen  Fall  giltige  Construction  der 
algebraischen  Curven  mittelst  Absplitterung  gegeben  werden.  Diese  wird 
sodann  die  Grundlage  für  die  Untersuchung  der  0"*+"  mit  mehr  als 
p  Doppelpunkten  bilden. 
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I. 

Aufgabe.  Eine  C"  za  zeichnen  bxxb  p  Doppelpunkten  Ä^  —  Ä^  und 
q  einfachen  Punkten  B^  —  Bq^  wobei 

3p  +  3  = 2 

sei.  Wir  zeichnen  einen  BOschel  von  Cj^+ ^  ^,     .     ...  das  heisst  einen  Büschel 

von  C*+^,  die  die  Punkte -4^  — -4^  zu  Doppelpunkten  und  die  Punkte  B^-^B^ 
zu  einfachen  Punkten  haben. 

Ein  solcher  Büschel  hat  ausserdem  noch  [{n+lY—Ap-^q]  Basis- 
punkte Bq^i^  wB^-i- 2 1  •  .  •  JP(n  +  i)t  -  4p*  Durch  diese  und  die  Punkte  A^  —Ap 
legen  wir  eine  (7",  C^;  jede  0"+^  des  Büschels  hat  dann  mit  derselben 
eben  diese  [(n  +  1)^  —  4|)  _  ^]  einfachen  Basispunkte  und  die  je  doppelt 
zählenden  p  Basisdoppelpunkte  ^i—^  gemeinsam,  also  im  Ganzen: 

[(♦»  +  l)«-4i>  -  3  +  2ri  =  [(»  +  1)«  -2p- q] 

feste  Punkte,  schneidet  also  ausserdem  noch  in 

{^(^  +  l)-[(n+l)«-2p-(7]}={2p  +  g-n-l) 

weiteren  Punkten.    Es  entsteht  also  durch  den  (7**+^  Büschel  auf  der  C^ 
eine  Involution  von  je  (2p  +  g  — w  — 1)  Punkten.    Jede  solche  Gruppe  er- 

/^ 1  Vn  4-  2^ 

giebt   mit    den   gegebenen  p  Punkten    gerade  ^ Pnnkte,  das 

heisst  so  viele,  als  erforderlich  sind,  um  eine  C"~~^  eindeutig  zu  bestimmen. 
In  der  That  ist 

2p  +  g  -  n- 1 +p  =  3i)  +  g-n  -  1  =  :?^^?^-n -1 

(            A      T,  A*             Q     .         t»(f»+3)\       n(n  +  3)-2n-2 
^wegen   der  Bedingung,  3p  +  ff  =  -^-s — )  ^      — — ~2 

_(n-l)(n+2) 
■"  2 

Eine  solche  (7""^,  durch  eine  Involutionsgruppe  und  Ai^  Ap  gelegt, 

schneidet  die  Oj  in  weiteren ^-^ —  Punkten;  es  folgt  unmittelbar 

aus    dem    für  adjungirte  Curven  erweiterten  Brill-Noether'schen  Best- 
satz, dass  eine  durch  eine  andere  Involutionsgruppe  veranlasste  CS-^  eben- 

^8 3  fi  -I-  2 

falls  durch  diese  ^      Punkte  geht,    und    dass    diese    zwei    O-* 

einen  Büschel  bilden ,  der  ebenfalls  diese  Involution  ausschneidet.     Dieser 
erzeugt  mit  dem  Büschel  der  C^-^^  die 

unter  Absplitterung  der  C^.    Dass  eine  solche  Gruppe  von: 
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(n^l)(n  +  2) 
2 

Pankten  eine  C*^^  eindeutig  bestimmt,  ist  deswegen  nothwendig,  weil, 
wenn  dieselbe  erst  durch  s  weitere  Punkte  bestimmt  wttre,  diese  auf  der 
zugehörigen  C"+i  angenommen  werden  konnten.  Dann  würde  die  erzeugte 
C*  auch  durch  diese  s  Punkte  gehen,  also  $  Bedingungen  mehr  erfüllen, 
als  nach  der  Constantenzahl  ihrer  Gleichung  möglich  ist.  —  Diese  Con- 
struction  gilt  ftlr  ein  beliebiges  j),  das  der  ganzzahligen  Oleichnng: 

genügt^  z.  B.  auch  f&r  j)  —  0.  So  Iftsst  sich  eine  C^^  _^  .  z.  B.  constmiren 
mittelst  eines  Büschels  von  0?^  __^  a  -a  )  ^^^  ^^ne&  dazu  projectiven 
C^  Büschels  unter  Absplittemng  einer  C^^  _^^  y  Im  Folgenden  haben  wir 
es  mit  Curven  zu  thon,  für  die  p  seinen  höchsten  Werth  hat,  q  also 
entweder  —  0  oder  —  2  ist. 


^.    .»  n. 

Die  C'rA,^^A*^n^^^^\ 

a)   Die   Constmction    einer   solchen    Curve   bewerkstelligt   sich   nach 

obigem  folgendermassen:  wir  zeichnen  einen  Büschel  von  C^'J'i'^  .,  v 

f  ?^»_±!)). 

(9n*      3fi         \  \  2      / 

-^  +  -^  +  IJ    Basispunkte    dieses    Büschels,    die    Basis- 

doppelpunkte    als    einfache    Punkte    gerechnet,    gehen    im    Allgemeinen 

>»(gi»-f-8)       9n*       in     ^ 

00       *  *       *        — oo'"— *  Curven  3«**'  Ordnung.      Jede  derselben 

reranlasst  in  der  oben  erörterten  Weise  einen  Büschel  von  (7'"~^  nnd 
gleichzeitig  die  projective  Beziehung  desselben  auf  den  C"+^  Büschel, 
deren  Erzeugniss  jene  0*"  und  die  gewünschte  C^/5«_^«  x   ist 


r 


b)  Ein  Fundamentalsatz  der  C^"  ,     .,  ., 


r 


Bw(n-fl) 


Wir  wollen  untersuchen,  welche  gegenseitige  Lage  — ^-^ Punkte 

Ä.  —  Ain  (n+i)  haben  müssen,  damit  eine  durch  sie  gelegte  C**  ,_  .»  . 

— S —  p     ^»»(f+Dj 

einen    weiteren   Doppelpunkt   JsnCn-f  i)        besitze.     Bei   der  C?^,^^  ,x  ist 

2 

diese  Bedingung  bekannt:  neun  von  den  zehn  Doppelpunkten,  ^, — Ag, 
müssen  so  gelegen  sein,  dass  durch  sie  ein  Büschel  von  C^«.j«x  geht. 
Es   l&sst  sich  nun   zeigen,   dass   dieser  Satz   allgemein   für  Curven^ 3 n*®'  I 
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Ordnung  gilt:   dass  durch  je   — ^ von   I — ^ "^^J  ^^PP^^" 

punkten  einer  C"  ein  Büschel  von  C^"  geht.  Zum  Bieweise  dieses  Satzes 
wollen  wir  von  der  C^  ausgehen  und  zusehen,  wie  die  Eigenschaft,  dass 
durch  neun  Punkte  Äj^—Aq*  ein  Büschel  von  ^/^•_^i>  göht,  in  unserer 
Constructionsmethode  zum  Ausdruck  kommt. 

Wir  legen  also  durch  solche  neun  Punkte  einen  Büschel  von  G^«_  ii%; 
ein  solcher  hat  noch  13  weitere  Basispunkte  B^^B^^.  Zeichnen  wir  nun 
irgend  eine  C?,  _ .  b  -b  )^  ^^  schneidet  eine  C'  des  Büschels,  Cj',  dieselbe 
in  weiteren  11  Punkten,  C[  —  Cjij  soll  es  nun  einen  Büschel  von  Cf^^j-i,!) 
geben,  so  ist  das  nur  möglich,  wenn  durch  die  Punkte  J.^  —  ^9,  C{  — C^ 
nicht  eine  C^,  sondern  ein  Büschel  von  C^  geht.  Greifen  wir  eine  Corre 
dieses  Büschels,  G^\  heraus,  so  wird  dieselbe  die  G^  ausser  in  A^—A^^  C['-  C[^ 
noch  in  weiteren  zehn  Punkten  D[  —  D[q  schneiden.  Eine  zweite  C7',  Cj', 
wird  eine  Punktgruppe  (?{'  —  €[[  veranlassen;  nach  dem  Bestsatze  giebt 
es  eine  Cf^,— j„  c,"— (7„",  d/— z),o');  a^l®  ^^  veranlassen  also  einen  Büschel  von 
C^O../)/— V)  ^"^^  liefern  eine  Cf^,»— v>  ^^^^  ®8  aber  00 1  Gruppen  D[  —  D[q 
giebt  —  ausgeschnitten  von  allen  Curven  des  C"^  Büschels  —  so  erhalten 
wir  in  der  That  einen  Büschel  von  (7^,  wenn  wir  alle  diese  Gruppen  be- 
nutzen. Dieser  Bedingung  iSsst  sich  noch  eine  einfachere  Form  geben. 
Wir  wählen  als  C^ai—a^,  ^i— ^j>)  ^^le  zerfallene  C^,  bestehend  aus  einer 
Cf^i— ^,  Bi— 5,1)  nnd  der  Geraden  B^^'^^n*  ^i®  Punktgruppe  C{— C|i, 
ausgeschnitten  von  der  C^'^  vertheilt  sich  auf  dieser  C^  so,  dass  fünf  von 
den  Punkten,  G[— C^  auf  B^^  —  B^^  liegen,  die  andern  sechs  auf  der 
C^Ai-^A^,  Bi  —  Bn)'     Weil  es  nun  aber  einen  Büschel  solcher  Curven 

giebt,  und  fünf  Punkte  dieses  Büschels  auf  einer  Geraden  J?^  —  ^,j 
liegen,  so  müssen  die  übrigen  Punkte  A^—A^^  ^6""^ii  *^^  ®^^®^  ^* 
liegen.  Jede  C  des  Büschels  veranlasst  so  eine  C\  und  alle  C^  bilden 
wieder  einen  Büschel  und  erzeugen  eine  Cf^,«.^,9)  unter  Absplitterung 
der  ClAi—A^^Bi—Bity  Daraus  folgt  aber,  dass  die  Punkte  B^^^  J3|j  auch 
auf  der  Cf^t_^,,  Bi—Bh)  liegen  müssen.  Denn  als  Basispunkte  des  einen 
erzeugenden  Büschels  gehören  sie  der  erzeugten  Curve  an;  würden  sie 
also  nicht  auf  der  C^  liegen,  so  müssten  sie  auf  dem  andern  Bestand* 
theil  des  Erzeugnisses  des  CBüschels  und  des  C^Büschels,  der  C^,  liegen. 
Es  würde  also  ein  Netz  von  C^Ai^^a;^  geben;  denn  die  Construction  des 
Q^/ii*— V)Büschels  erlaubt  die  beliebige  Lage  der  Basispunkte  B^^^  B^^ 
Ein  solches  Netz  kann  aber  nicht  existiren,  denn  sonst  gäbe  es  einen 
Büschel  von  Cf^^»— ^,»,  p),  wenn  P irgend  ein  Punkt  ist,  d.h.  einen  C^Büschel 
mit  37  Basispunkten.     Wir  kommen  so  zu  dem  Kriterius^  eines  fB&schels 
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Yon  Cfj,i— j,«):  „Ein  beliebiger  Büschel  von  CIa.^^a^^)  hat  13  weitere 
Basispunkte  B^-^B^^  es  giebt  eine  C(^i— ^„  ^x— b,,)"  Selbstverständlich 
bekommen  wir  gleichartige  Beziehxmgen,  wenn  wir  Büschel  von  Curven 
höherer  Ordnung  mit  Ä^  —  -4^  als  Basisdoppelpunkten  wählen.  Ein  be- 
liebiger Büschel  von  Q^^»— ^,2)  z.  B.  hat  28  weitere  Basispunkte  B^  —  B^^, 
A^  —  ^,  ^1  —  JBga  liegen  auf  einer  C7'.  Diese  Relationen  nun  lassen  sich 
leicht  verallgemeinem.    Es  sei     3«  (w  +  1) 

2 
der  Kürze  wegen  »  k  gesetzt.     Legen  wir  durch  h  Punkte  A^y  A^,,.  Ak 
einen  Büschel  von  C^\'^\ ,     .  ,x  und  bestimmen  die  Zahl  seiner  weiteren 

Basisptmkte,  so  finden  wir  für  dieselbe  (3«  +  1)*  —  4 ^  ^  —  3w*  +  1; 

es  seien  dies  die  Punkte  B^  —  B^n-^^w  bei  beliebiger  Lage  der  Punkte 
-4i—  Ak  wird  es  nun  keine  C,^*Zi    Bv^b    •»     )  8^^ö^>  ^^^^ 

•         ^<n  +  l)  ^  3^^,  ^  ^_  (3n-l)(3n  +  2)  ^  ^ 
Ist  dieses  aber  der  Fall,  dann  existirt  ein  Büschel  von  C^?,     ., 

»  /V— ^8n(«+l)) 

2  . 

Denn  jede  Curve  des  Büschels  von  Cfl^^^.  ,v  schneidet  die  C®'»"^ 

1.  in  den  zweifachen  Schnittpunkten  A^  — Aky 

2.  in  den  einfachen  Punkten  -B^  —  JJsä'+i; 
die  Zahl  der  weiteren  Schnittpunkte  beträgt  also: 

(3«  +  1)  (3n  - 1)  -  2 .  ^<''  +  ^)  ^  (3n«  + 1)  «  3w«  -  3n  -  2; 

diese  weiteren  Schnittpunkte  seien  für  irgend  eine  Curve  die  Punkte 
^19  ^8'-**  ^8n«— 8»-2;  nuu  gicbt  OS  einen  BQschel  von 

dementsprechend  erhalten  wir  auch  einen  Büschel  von  C^J^^_j  ,.,  wie  wir 
das  eben  an  dem  Beispiel  der  C^  erläutert  haben. 

Inf  einem  solchen  BQschel  wird  nun  auch  wohl  eine  endliche  Anzahl 
von  Curven  sich  befinden,  die  einen  weiteren  Doppelpunkt  besitzen.  Es 
fragt   sich  aber,   ob   diese   Curven  allgemeine  C^/,_^»        sind,  oder  ob 

dieses  Kriterium  der  Existenz  eines  Büschels  von  C?!*,  . ,,  nicht  vielleicht 
nur  einem  bestimmten  Typus  solcher  Curven  zukommt. 

Wir  wollen  nun  aber  —  der  Kürze  wegen  an  dem  Beispiel  der 
C^^j«— j^g«^„')  —  zeigen,  dass  umgekehrt  k  Doppelpunkte  einer  gegebenen 
CA",    A        die  eben  erörterte  Relation  veranlassen,  dass  die  Basispunkte 
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eines  Büschels  von  0^2 %2a  ^  *^  ®"*®^  C®*""^^  liegen.    Wir  gehen  auf  die 

CoDstruction  der  C^  zurück,  die  sich  mittelst  eines  C*®-  und  eines  (7®- 
Büschels  unter  Abspiitterung  einer  C^  bewerkstelligt..  Und  zwar  gehen 
wir  von  der  gegebenen  C(^^t— ^,^«)  aus.  Nehmen  wir  einen  beliebigen 
Bttschel  von  C(iiJ«— ^„«),  so  schneidet  irgend  eine  Ourve  desselben,  C\  die 
C^  in  18  weiteren  Punkten  B[  —  B[^.  Eine  entsprechende  C^  muss  durch 
A^  —  -äjg,  B[  —  B[^  gehen.  Nehmen  wir  nun  8  beliebige  weitere  Punkte 
D^  —  i>g  auf  der  C^  an^  so  wird  es  unter  allen  Umständen  eine 

geben;  dass,  wenn  die  Punkte  A^  —  A^^  beliebig  liegen,  es  nicht  unend- 
lich viele  solcher  C(2ij_j,,,  Bi'— ä,.',  a— />.)  geben  wird,  l&sst  sich  leicht 
erkennen.  Würde  das  nftmlich  der  Fall  sein,  und  würden  wir  die  Punkte 
A  '^  -^8  ^^  ®^°®^  geraden  Linie  q  liegend  annehmen,  so  würden  auch  diese 
Punkte  unendlich  viele  C^A^—Aig,  ^i'—Bts')«  ^^^  jedenfalls  auch  einen  Büschel 
solcher  Gurven  veranlassen.  Ein  solcher  C^  Büschel  aber,  von  dem 
acht  Basispunkte  D^  —  Dg  auf  einer  geraden  q  liegen,  enthält  eine  zerfsiUene 
Ourve,  bestehend  aus  q  und  einer  C(\^Au,  B^'—B^^y  Wenn  aber  eine 
C^Ai^^A^^\  B^—B^^)  existirt,  deren  Schnittpunkte  -äj  — -4.,g,  B^— B^^  auf 
einer  C^  liegen,  so  ist  das  nach  dem  Bestsatz  bei  jeder  solchen  Curve  der 
Fall;  nehmen  wir  also  einen  Büschel  von  C(ii|s-.^,,«,  b^^b^^)^  so  entspricht 
ihm  ein  Büschel  von  (/(^i,— 4„,  ä»— ä,,)-  l^iö  Absplitterungscurve  ist  also 
eine  C^,  die  durch  sämmtliche  46  Basispunkte  des  C^^  Büschels  geht 
Diese  Eigenschaft  aber  involvirt,  wie  wir  allgemein  bewiesen  haben,  die 
Existenz  eines  Büschels  von  C(^,t.j,,>).  Also:  bei  beliebiger  Lage  der 
Punkte  A^  —  J.|g  ist  das  Vorhandensein  einer  unendlichen  Mannigfaltigkeit 
von  C^A^ — A^, ,  Bi— Ä,e ,  /)| — /).)  ausgeschlossen.  Andererseits  involvirt  die  Existenz 
dieser  Mannigfaltigkeit  diejenige  Eigenschaft,  die  wir  von  der  C^a^^^a^j^,  ^i,«) 
nachweisen  wollen.  Lidem  wir  also  zunächst  Verhältnisse  der  allgemeinen 
C^Ai*—Ait*)    besprechen,    haben    wir    anzunehmen,    dass    es    eine    einzige 

Aus  dem  Restsatz  folgt  dann,  dass,  wenn  eine  Curve  C"  des  C^^- 
Büschels  die  Punkte  J?{'  —  5{g  ausschneidet,  eine  C(i,— ^„,  ä/'— Bis"f  i)*— i>«) 
existirt.  Die  beiden  C^  liefern  den  erzeugenden  C^  Büschel,  von  dem  die 
Punkte  JDj  —  D^g  Basispunkte  sind.  Num  sind  die  Punkte  D^  —  Djg  durch 
die  eine  Curve  C^(^— -d»,,  b/— ä,,',  i>,— /),)  schon  bestinmit;  wir  kommen  so 
leicht  zu  dem  Satze:  wird  eine  C^  von  irgend  einer  C^  in  pq  Punkten 
A^  —  Apq  geschnitten,  und  dürfen  wir  von  den  weiteren  Schnittpunkten 
einer  C'       .    ,  mit  der  C^  noch  r  beliebifl:  auf  der  C^  wählen,  die  Punkte 

B^^  Bri  SO  ist  der  Best  der  Schnittpunkte  nur  abhängig  von  der  Lage 
der  Punkte  B^  —  JBr,  nicht  von  der  Wahl  der  C?.     Der  Satz  lässt  noeh 
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eine  weitere  Yerallgemeinening  zn.  Legen  wir  einen  Büschel  von  C(^V- 
dnrcb  die  Punkte  Ä^  —  -i^g,  so  schneidet  irgend  eine  Ourve  0'  desselben 
noch  27  Punkte  B[  —  B^„  aus.  Dann  dürfen  wir  auf  der  C(?i,t-^„t)  für 
eine  entsprechende  C(?ij_^,,,  b/— Ar)  wiederum  acht  weitere  Punkte  D^^  —  D^ 
(und  noch  einen  Punkt  ausserhalb  der  C^)  wählen.  Diese  acht  Punkte 
D^  —  Dq  bestimmen  dann  wiederum  unabhängig  yon  dem  C^^  Büschel  die 
zehn  Bestpunkte  D^q—  D^g. 

Dass  nun  diese  mit  den  vorhin  behandelten  zehn  Bestpunkten,  aus- 
geschnitten von  einer  C^,  identisch  sein  werden,  ist  mit  Bücksicht  darauf, 
dass  sie  nur  Yon  D^  —  Dg  abhSngig  sind,  an  und  für  sich  wahrscheinlich, 
unmittelbar  ist  es  aber  ersichtlich,  wenn  wir  eine  0^^  betrachten;  bestehend 
aus  einer  Qi?i»— ii|8*,  bj— äis)  nnd  einer  Geraden  g(öi"~  Od)?  ^  entspricht 
auch  eine  zerfallene  C^,  bestehend  aus  q  und  der  C(5ij— ^,9,  ^i— ^is,  /)i— /)i«>. 
Es  hat  also  Sinn,  von  dem  Reste  einer  Anzahl  von  Punkten  D^  —  Dg, 
Bi  —  Br  zu  sprechen.  Was  nun  die  C^a^^-.a^^,  ^„»)  betrifft,  so  dürfen^  da 
die  Conatruction  der  C^A.^-^At^*)  allgemein  giltig  und  unabhängig  davon  ist, 
dass  die  erzeugte  Curve  mehr  Doppelpunkte  besitzt,  als  in  das  Constructions- 
arrangement  eingehen,  auch  auf  dieser  die  Basispunkte  D^  —  Dg  für  den 
erzeugenden  Büschel  beliebig  gewählt  werden.  Dann  werden  wir  auch 
einen  dieser  Basispunkte  Dg  dem  Doppelpunkt  J-^^  beliebig  nähern  und 
schliesslich  in  denselben  hineinfallen  lassen  dürfen.  Dann  wird  auch  ein 
Punkt  der  Bestgruppe,  D9,  in  Ä^^  hineinfallen.  Nehmen  wir  also  irgend 
einen  Büschel  von  C(^,«_^,^i),  so  werden  sich  die  Curven  des  zugehörigen 
C(^,— 2),)  Büschels  im  Punkte  -ä^^  berühren.  Eine  C^  wird  in  ihm  einen 
Doppelpunkt  besitzen ^  diejenige,  welche  der  C(^!^,,Ai^)  entspricht.  Nehmen 
wir  nun  die  Basispnnkte  D^  —  Dg  in  specieller  Lage  an^  so  zwar,  dass 
wir  eine  Gerade  q  durch  Äiq  legen,  die  die  C^  ausserdem  in  Qi  —  Q7 
schneidet;  und  die  Punkte  öi  —  Ö7 1  -^19  als  Punkte  D^  —  Dg  verwenden, 
80  muss  die  C(|.-q,,  4,,),  die  der  (7(i®«-j,.«,  Bi-b,,,  .*.•)  entspricht  —  D^  -Djß 
seien  die  einfachen  Schnittpunkte  mit  der  C^  — ,  weil  sie  in  Ä^^  einen 
Doppelpunkt  besitzt,  in  diese  Gerade  q  und  die  Cl^At^An^  b^^Bu,  Ät^)  zer- 
fallen. Diese  C  muss  also  ebenfalls  durch  die  Punkte  D^q—  D^g,  den  Best 
der  Punktgruppe  Qi—  Q-jj  Ä^^  gehen.  Also  alle  möglichen  C^a,-a,^,  b,^b^,,  4.,) 
sind  corresidual ;  die  Bestgruppe  D^q  —  D^g  ist  unmittelbar  mit  der 
C^Ai'^Au*,  At^'»)  gegeben.  Es  ist  nun  nach  dem  Bisherigen  klar,  dass  auch 
alle  möglichen  C(^»-^„,  ä— s^,,  ^i,)  corresidual  sind,  wo  ^^  —  ^26  ^i®  ^^^' 
fachen  Schnittpunkte  von  C^Ai^^Atj^,  ^„)  sein  sollen,  und  dass  sie  dieselben 
Punkte  Djo  —  D,g  zum  Best  haben. 

Die  Constraction  der  C^j,«-^„»,  j,,«)  mittelst  eines  solchen  Büschels 
von  C(Ui»— ^„«,  ^„)  und  des  zugehörigen  Büschels  von  C?(f. .  z),^— d,,)  bildet 
nun  den  Ausgangspunkt  für   das   zu  behandelnde   Problem.      Legen^wir 
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wieder  durch  A^q  eine  Gerade,  p,  mit  den  weiteren  Schnittpunkten  Pl—P^ 
und  zeichnen  einen  Büschel  von  C^X*^Ai,\  ^,„  Pi^Pj),  von  welchem  drei 
weitere  Basispunkte  Pg,  Pg,  P^q  auf  p  liegen  sollen,  so  wird  ihm  ein 
bestimmter  Büschel  von  C^Ai^-A,^,  p^^Pj,  a»)  entsprechen.  Es  müssen  alßo 
beide  Büschel  eine  zerfallene  Curve  baben  mit  p  als  dem  einen  Besta&d- 
theil.  Nehmen  wir  einmal  an,  diese  beiden  zerfallenen  Curven  entspr&chen 
einander  in  der  projectiven  Zuweisung,  dann  würde  also  von  der  Ab- 
splitterungscurve,  einer  C^^  diese  Gerade  p  sich  wiederum  absplittern, 
der  andere  Bestandtheil  wäre  eine  C^.    Diese  C^  müsste 

1.  durch  -äj— udjg, 

2.  durch  die  einfachen  Basispunkte  des  C^^> Büschels  gehen,  ausser 
den  11  auf  der  Geraden  p  befindlichen,  ihre  Zahl  betragt  somit 
38,  ^1  —  J&jg. 

Zeichnen  wir  nun  aber  diese  C?^  _^  J5  -J&  )»  so  schneidet  jede 
^(i '-A  *  Jß— JE?  )  ^®se  Curve  in  weiteren  25  Punkten  N^  —  ^^a^ 
nun  giebt  es  aber  einen  Büschel  von  G?a  _ ^  N  -N  )  ^^^  dement- 
sprechend auch  einen  Büschel  von  Cfj^  i_^  i\,  wie  wir  das  an  dem  Bei- 
spiel der  C^  ausgeführt  haben.  Noch  in  einer  zweiten  Weise  folgt  dieses 
Ergebniss  aus  der  Annahme  der  Zusammengehörigkeit  der  beiden  zer- 
fallenen Curven;  die  zerfallene  C^^  wird  im  Allgemeinen  eine  beliebige 
^fji^  —  A  ')  ^^  zweiten  Bestandtheil  enthalten;  denn  man  kann  ja  um- 
gekehrt den  C^^  Büschel  bilden,  indem  man  eine  beliebige  ^|V>-j  *) 
mit  p  zusammen  als  zerfallene  C^^  und  eine  beliebige 

wählt.     Entspricht  aber  einer  C/Jl  *-J.   \  B-^B  )   ®"^® 

C'^A  -^18,    ^1-^18)' 

SO  ist  das,  wie  wir  eben  ausführten,  gleichbedeutend  mit  der  Existenz 
eines  Büschels  von  CK  i_^  a\.  Nun  ist  aber  allgemeiner  die  Annahme, 
dass  die  beiden  zerfallenen  Curven  sich  nicht  zu  entsprechen  brauchen, 
sondern  der  zerfallenen  C®  eine  beliebige  C^^  entspricht  und  der  zerfallenen 
C"  eine  beliebige  C^.  Wir  können  nun  aber  die  Existenz  solcher 
C^^  Büschel  nachweisen,  bei  welchen  dieses  Entsprechen  der  zerfallenen 
Cui'ven  thatsächlich  eintritt. 

Wir  wollen  diese  C^^  unseres  Büschels  (der  die  zerfallene  C^  ent- 
spricht) kurz  mit  0^  bezeichnen«  Ein  zweiter  C^*  Büschel,  der  den  gleichen 
Bedingungen  genügt,  nur  dass  die  drei  Basispunkte  Pg— P|o  durch  drei 
andere  auf  p  liegende  Punkte  Pg-P|o'  ersetzt  sind,  wird  ebenÜEdls  eine 
solche  Curve  enthalten,   der  eine  zerfallene  C®  entspriehjt;  sie  heisse  (^*; 
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Ci*  und  0,*  werden  einen  BOschel  Yon  C^^  bilden,  denen,  weil  zweien  Yon 
ilmen  serfallene  C^  mit  der  Geraden  p  als  dem  einen  Bestandtheil  eni- 
spreohen,  lauter  zerfallene  Gurren  zugehOren.  Dieser  C^  Büschel  wird 
^19  nicht  zum  Basispunkt  haben«    Denn  die  0|*  z.  B.;  die  durch  A^^-Ai^^ 

5,-Ä,8,  Pi-J't.  ^19  g«*^*.  veranlasst  eine  Cf^,-^,.,  b.-b,.,  Ao-a.).  ^^^ 
keine  weiteren  Schnittpunkte  mit  der  C^  haben  kann.  Daraus  folgt,  dass, 
wenn  das  Erzeugniss  des  Büschels  der  C*  und  der  zugehörigen  C^  in  A^^ 
einen  Doppelpunkt  haben  soll^  sich  die  O*  in  A^^  berühren  müssen.  Es 
ist  nun  ein  Beweismoment ,  dass  diese  Berührung  im  Allgemeinen  keine 
mehrpunktige  ist.  Das  iSsst  sich  an  Beispielen  nachweisen.  Nehmen  wir 
nftmlich  irgend  eine  C,;  (7|%  und  nehmen  als  zweite  Curve  für  den  Büschel 
der  C»  eine  Cunre,  bestehend  aus  p  und  einer  CJ2^««^^^i^  ä,— ä„,  j„);  so  ist 
das  eine  zerfallene  C^^  mit  Doppelpunkt  in  A^^\  ihr  entspricht  als  Cg  p 
und  die  Cji^— ^,„  ^i— ^u,  A%)-  —  ^^s  auch  die  C®  zerfallen  muss,  folgt 
daraus,  dass  die  C*  vier  Funkte  mit  der  C^  in  A^^  gemeinsam  hat,  also 
auch  die  zugehörige  C^  in  Ay^  einen  Doppelpunkt  haben  muss.  —  Weil  nun 
aber  die  Tangentenrichtung  der  Cfi^t-^jg»,  Bi— ä„,  j„)  in  ^19  beliebig  ge- 
wählt werden  kann,  wird  im  Allgemeinen  die  0^^  mit  dieser  zerfallenen 
C^^  nur  zwei  Punkte  in  A^^  gemeinsam  haben.  Dann  werden  auch  zwei 
allgemeine  C*  nicht  noth wendig  mehr  als  zwei  Punkte  in  Ay^  gemeinsam 
haben  müssen.  —  Die  C^  und  die  C^*  haben  gemeinsam: 

1.  Ay  —  Ai^  je  vierfach; 

2.  P,-P,; 

3.  ii,9  zweifach;   also  haben  sie  noch  weitere  40  Schnittpunkte 

Die  Absplitterungscurve,  die  ausser  der  Cf^/.^^.t  ^^^«^  von  dem  C^^- 
und  dem  C- Büschel  erzeugt  wird,  ist  also  eine 

Diese  wird  nun  aber  von  irgend  einer  &,  C*\  ausser  in  E^—E^f^  und 
Ai'-Ay^  doppelt,  in  weiteren  23  Punkten  N^-^  N^^  geschnitten. 
Nun  giebt  es  mindestens  00^ 

greifen  wir  eine  heraus,  so  schneidet  diese  die  C^  in  einem  Best  von 
weiteren  31  Punkten  B^  —  B^ ,  und  alle  C^  des  Büschels  veranlassen  einen 
Büschel  von  ^s 

das  Erzeugniss  der  beiden  Büschel  ist  ausser  der 

die  t  in  ^^9  zur  Tangente  hat.  Wir  ersehen  daraus,  dass  es  cc^  solcher 
Cnrven  C/3,««-^,,t,  p,_ii,,  ^„)    giebt     Würde  es   nun  etwa  oo*  solcher  0^^ 
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geben ,  dann  würde  noch  ein  Büschel  von  ihnen  darch  drei  beliebige  weitere 
Funkte  Sq,  S^q^  S^^  auf  p  gehen;  ein  solcher  Büschel  aber  mttsste,  weil 
elf  Basispunkte  auf  p  liegen ,  in  p  und  einen  Büschel  von  Cf^^s-^^t)  zer- 
fallen ,  die  wegen  der  gemeinsamen  Tangente  t  auch  noch  durch  Ä^^  gehen 
müssten.  Also  abgesehen  davon,  dass  diese  Annahme  von  Haus  aus  nn- 
wahrscheinlich  ist,  würden  ihre  Consequenzen  unseren  Beweis  in  sich 
schliessen,  ja  über  das  Ziel  desselben  noch  hinausgehen.  Nehmen  wir 
also  die  Existenz  von  nur  oo^ 

an,  so  ist  klar,  dass  alle  diese  Curven  in  ä^q  eine  gemeinsame  Tangente 
besitzen.     Denn,  nehmen  wir  irgend  eine 

C^Qf  und  lassen  durch  zwei  beliebige  ihrer  Punkte  8^^  S^  eine  zweite  Curve 
dieser  Mannigfaltigkeit  hindurchgehen ,  so  wird  zu  dem  Büschel,  den  die 
zwei  Carven  bilden,  auch  die  zerfallene  Curve  gehören,  bestehend  aus  der 
Geraden  8^82  und  der  Cf^,«-^„«);  weil  nun  diese  Curve  in  Ä^^  einen 
Doppelpunkt  hat,  so  wird  die  Tangente  von  0^^'  in  -äj^  alle  Curven  des 
Büschels  berühren,  und  weil  wir  die  zweite  Curve  beliebig  gew&hlt  haben, 
überhaupt  alle  oo^  Curven.  Wir  haben  also  folgendes  Resultat: 
Alle  möglichen         ^,    riii 

denen  zerfallene  C^  entsprechen,  berühren  sich  im  Punkte  Äi^  und  haben 
in  ihm  dieselbe  Tangente,  wie  alle  möglichen 

Eine  Drehung  von  p  um  Ä^^  wird  auch  eine  Drehung  von  t  im  Ge- 
folge haben.  Zwei  Richtungen  giebt  es  nun  jedenfalls,  in  welchen  t  und 
p  zusammenfallen:  Die  Doppeltangenten  der  C^  in  J.19,  ti  und  ^;  wfthlen 
wir  ti  als  Gerade  p,  dann  fällt  P7  in  die  Nähe  von  il^g,  und  die 

werden  t^  zur  Inflexionstangente  haben;  das  Gleiche  gilt  von  allen  mög- 
lichen Of.y  Nehmen  wir  nun  irgend  eine  nicht  zerfallene  C^,«.  ^^,«,  p,-p,), 
die  ti  in  J.19  berührt  und  durch  drei  beliebige  Punkte  Pg,  P^,  P^q  auf 
^1  geht,  und  nehmen  wir  als  zweite  Curve  für  den  erzeugenden  C^  Büschel 
eine  zerfallene,  bestehend  aus  ^^  und  irgend  einer 

SO  muss  auch  die  C^  dieses  Büschels  ^^  zur  Inflexionstangente  in  A^q 
haben.  Dann  kann  sie  also  nur  die  zerfallene  Curve  sein,  weil  sie  zwölf 
Punkte  mit  ^  gemeinsam  hat.  Bei  diesem  Arrangement  also  entsprechen 
sich  in  der  That  die  zerfallenen  Curven;  und  die  Punkte  Äi  —  .ä|g, 
£|  — P|g  liegen  auf  einer  C,  womit,  wie  wir  sahen,  unser  Beweis  er- 
bracht ist. 
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Der  allgemeine  Beweis  ist  so  YoUkommen  adäqnat  diesem  Beispiel, 
dass  es  langweilig  wäre,  ihn  in  extenso  anzuführen.  Wir  wollen  daher 
nur  einige  Zahlen  geben.  An  die  Stelle  der  C^^-  and  der  C^- Büschel 
treten  im  allgemeinen  Falle  0^«+^  Büschel  und  solche  von  C^"  "  '.  Eine  zweite 

schneidet  im  Allgemeinen  die 


8       *  a 

ausser  je  vierfach  in  A*—Älu{n^i)  noch  in 

- 


{3«(«  +  2)-4?^:^^)  =  3«« 


Punkten  B^^Bzh*]  geht  aber  eine  solche  Curve  durch  A^nin^t)       hindurch, 


%      +^ 


80  fallen  in  diesen  Punkt  zwei  von  den  Schnittpunkten  der  beiden  Curven. 
Die  Gesammtzahl  derselben  reducirt  sich  also  um  1. 

Nun  ist      3n{n  +  l)   .   ^  ,      ,       (3n-l)(3«  +  2) 
2 +  3f»^-l  = 2 ' 

also  geht  durch  die  Schnittpunkte  einer  solchen  Curve  eine  C^"— i; 
die  Gesammtheit  der  C»"-^^  „  „  ,  —  »-Ä?±il  _,  ^^ 
in  dieser  Weise  zu  einem  Büschel  von  C.^j|j:^,  ^  v  gehört,  bildet  einen 
Büschel  mit  demselben  Besiduum,  wie  das,  das  zu  den  Schnittpunkten 
Ak+t^  Ak^\,  i>i-2>8ii-2  irgend  einer  Geraden  P(4|t+i)  g^^ört.  Dem  Büschel 
der  Cfij«-^,.»,  j„,  Pi-p„  Pa-Pio)  entspricht  im  allgemeinen  Falle  ein  Büschel 
von  C*''+* 

(^t*-^'*»  ^it+l'  ^*-^8n-2»  ^««-1.  Psn  +  l)' 

c)  Eine  Eigenschaft  alier  Curven  eines  Büschels  von 

(^^'-^*8»(,  +  l))' 

eine  merkwürdige  0'""^ 

Es  sollen  18  Punkte  A^^A^^  so  gelegen  sein,  dass  es  einen  Büschel 
von  C^A^'A,^)  giebt.  Zeichnen  wir  sodann  irgend  einen  Büschel  von 
C7('i,i-^,,t)  mit  den  weiteren  Basispunkten  By—B^^,   so  existirt  also  eine 

Auf  dieser  C^  bilden  die  Gruppen  von  weiteren  Schnittpunkten 
^i""^i6>  ^^®  ^®  ^^^  ^^8  Büschels  ausschneiden,  eine  Involution.  Wir 
erhalten  dann  eine  C^  des  Büschels,  wenn  wir  irgend  einen  Punkt  B^  auf 
C^  annehmen  und  zu  jeder  Curve  CIa^^a^.,  s^^s,^)  des  Büschels  die  zu- 
gehörige CJij_j„,  «i-5'j«,  Äi)  zeichnen.  Eine  C®  und  ihre  entsprechende  C 
schneiden  sich  ausser  in  A^-^A^^  doppelt  und  in  S^—S^^  noch  in  18  Punkten 
JB,-J9^8,  die  der  C*  angehören;  also:  „eine  C(!4,«-^„«)  charakterisirt  sich 
dadurch  als  einem  Büschel  solcher  Curven  angehörig,  dass  sie  von  einer 
beliebigen  CiJ»_j,,«)  in   18  Punkten  B^—B^^   geschnitten    wird,    die    mit 
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A^^i8  ^°^  ®^°®^  ^^  liegen **•  Diese  Eigenschaft  kommt  also  nicht  nur 
den  Cnrven  mit  einem  19.  Doppelpunkt,  sondern  jeder  Cnrre  eines  solchen 
BQschels  zn.  Auf  jeder  dieser  Curven  giebt  es  also  eine  solche  Bestgruppe 
2>j  — JDig,  ausgeschnitten  von  den  0',  die  zu  den  Gurren  C(i?,«-j„»,  äi-b»,) 
gehören. 

Der  O^Büschel  hat  ausser  R^  noch  21  weitere  Basispunkte  S^^-^ 
auf  der  C\  Einer  anderen  Restgruppe  B[  —  J?^^  entspricht  ein  anderer 
C Büschel  und  eine  andere  C(^,«— ^^^t).  Nehmen  wir  nun  irgend  zwei 
Curven  C  und  C"  des  C^^Bttscheis,  die  die  Punktgruppen  Äj— /S{g  und 
8"  —  S\q  ausschneiden  mOge^  und  nehmen  wir  irgend  einen  Punkt  i?, 
auf  C%  so  wird  es  sowohl  eine  ^('^i— j,.,  5/— i5,/ä,)  als  eine 

geben ;  die  Curven  schneiden  die  Basispunktgrappen  R^  —  R^^  aus.  Nehmen 
wir  einen  anderen  Punkt  R[  auf  der  C7^,  so  veranlasst  der  zwei  andere  Curven 

die  eine  andere  Basispunktgruppe  If^  —  R^^^  ausschneiden.  Indem  wir  so 
die  Curven  der  beiden  C^Büschel  andere  und  andere  Basispunktgruppen 
ausschneiden  lassen^  beziehen  wir  sie  gleichzeitig  projectiv  auf  einander. 
Das  Erzeugniss  ist  die  C^  und  eine  Cf^,— j^.).  Jeder  der  erzeugenden 
Büschel  hat  noch  15  weitere  Basispunkte,  resp.  Sis  —  Ä49  und  /SJ5  —  fi&. 
Diese  liegen  auf  der  C^.  Dieselbe  ist  also  der  Ort  der  weiteren  Basis- 
punkte aller  Büschel  von  C(!i,_j,g^  äi— ä,.)?  veranlasst  durch  die  einzelnen  C^\ 
Denn,  dass  wir  bei  anderer  Wahl  der  erzeugenden  (7^  Büschel  dieselbe  C^ 
erhalten,  geht  aus  der  Beziehung  hervor,  in  der  dieselbe  zu  den  Curven 
unseres  C^  Büschels  steht:  auf  der  C^  liegen  1.  die  Bestgruppen  D^q  —  D^^ 
aller  C*;  denn,  nehmen  wir  wieder  die  Büschel  der  C(!i,_^,,,  5/— äj.')  ^^^ 
der  C(!i4— ^,„  5,"— 5,.")  als  erzeugende,  und  seien  wieder  C^...Si'—si^\  Rt)  und 
Clß^"^Si6*\  Rt)  z^oi  entsprechende  Curven,  so  bilden  dieselben  doch  den  er- 
zeugenden (7*^  Büschel  einer  bestimmten  C^  und  gehen  deshalb  durch  die 
Bestgruppe  l>io"— As  ^ö»®'  Curve;  2.  geht  die  C*  durch  die  weiteren 
Basispunkte  N^  —  Nq,  die  der  0^  Büschel  ausser  den  Basisdoppelpunkten 
A^—Ä^g  noch  hat.  Denn,  nehmen  wir  die  C(jf^)j  die  den  Büschel  der 
C(^..5.(»).5ie(n),  veranlassen  möge,  so  ist  N^  offenbar  einer  der  15  weiteren 
Basispunkte  dieses  Büschels,  da  jede  Curve  desselben  auf  der  C(^i)  die 
Punktgruppen  ^•"^is  ®^°®^  ^^  ausschneidet,  alle  diese  Punktgruppen 
aber  N^  gemeinsam  haben.  Also:  die  neun  weiteren  Basispunkte  Nj^  —  N^ 
eines  C(!i,«—^i9t)  Büschels  und  die  Bestgruppen  Ao~  As  *^^®^  ^^  desselben 
liegen  auf  einer  C^^^Aib)»  Allgemein  lauten  diese  Besultate:  Irgend  eine 
C^"    ist    Individuum    eines    Büschels    von    C®"  ,     .,  .     wenn   eine 
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^/*;ti^f3,(^^jA    sie    '^    3n(n  — 1)    weiteren    Punkten    Bt-B^nin-t) 

schneidet)  die   mit  Äi—  A^nin  +  i)  anf  einer  C®»— *  liegen.     Alle   diese 

Panktgruppen  J^i— ^8»(n— i)  sind  corresidnal,  der  Best  besteht  aus 
3ti(«  —  2)  Punkten  2>8«+i  — -Z^snCn-i);  jöd©  Carve  hat  einen  solchen  Rest. 
Alle  diese  Punktgruppen  liegen  auf  einer  ^J^l?^  x     dieselbe  geht 

auch  durch  die  3n(n  —  2)  einfachen  Basispunkte  des  Büschels  Ni—  N^n(n^2y 

d)  Um  interessante  Erweiterongen  dieses  Satzes  kennen  zu  lernen^ 
betrachten  wir  das  Netz  der  (7(^jt.^j7i,  Ai^)-  Zeichnen  wir  irgend  eine 
Carve  dieses  Netzes,  C",  so  bildet  dieselbe  offenbar  mit  jeder  C(^ji_^jgt) 
des  Büschels  selbst  einen  Büschel;  der  ^^g  zum  Berührungspunkt  hat. 
Das  ganze  Netz  von  C^,  das  A^  —  A^^  zu  Doppelpunkten  und  A^^  zum 
einfachen  Funkte  hat,  wird  so  in  oo^  Büschel  zerlegt^  deren  jeder  A^g  zum 
Berührungsbasispunkt  hat.  Nun  gehört  aber  C'  allen  diesen  Büscheln  an; 
ihre  Tangente  in  A^^  ist  somit  gemeinsame  Tangente  aller  dieser  Büschel. 
Also:  „Hat  eine  Gruppe  von  Punkten  A^  —  A^^  die  Eigenschaft  der 
Existenz  eines  Büschels  von  C^Ait—Ai^^))  so  haben  alle  ^'(^^2— yf^^t,  y^^g)  in 
Ajg  dieselbe  Tangente  ^^f^^". 

e)  Es  Iftsst  sich  nun  zeigen,  dass  diese  in  c)  besprochene  C^,  ver- 
anlasst durch  den  Büschel  der  C(^.>-.^,.«)  eine  Garve  eines  Netzes  ähnlich 
definirter  C^  ist,  indem  aus  dem  Netze  der  C^A^*^Ai,\  A%)  j^der  Büschel 
eine  solche  C^  veranlasst.  /  (    jl^\        \ 

Das  Kriterium  dafür,   dass  durch  (    ^     — -  —  1  j  Punkte   ein  Netz 

von   C  geht,   besteht  darin,    dass    die   ^^ -^ weiteren   Punkte 

eines  Büschels  solcher  Curven  auf  einer  (/""^liegen  (Bacharach,  Inaugural- 
dissertation). Aus  der  Modification  dieses  Satzes  für  Curven  mit  Doppel- 
punkten folgt^  dass,  wenn  irgend  ein  Büschel  aus  dem  Netze  der  C^a^'^—Au*,  a^^) 
die  weiteren  Basispunkte  B^— Bi^  besitzt,  eine  C(^j— j,,,  a—äj,)  existirt. 
Alle  Büschel  dieses  Netzes  veranlassen  so  ein  Netz  von  C^,  und  von  diesem 
Netze  ist  unsere  C(%^Au,  n^—n^)  eine  specielle  Curve. 

Nehmen  wir  nun  irgend  eine  Curve  C'  ans  dem  Netze  der  C(!i,»-  a„^,  j,,); 
greifen  femer  einen  Büschel  aus  demselben  heraus,  dem  C'  nicht  an- 
gehört^ mit  den  weiteren  Basispunkten  B^  —  B^^y  so  lässt  sich  die  C'  mit 
Hilfe  dieses  Büschels  construiren,  indem  wir  irgend  einer  Curve  C"  des- 
selben, die  die  Punktgruppe  B"  —  B[[  auf  C'  aasschneidet,  die  (/(!i.-j„,  b/'-ä,,") 
entsprechen  lassen.  Die  Absplitterungscurve  ist  die  C^^^Atr,  Bi—Bu)^  alBo 
selbst  wieder  eine  Curve  unserer  Mannigfaltigkeit.  Was  den  erzeugenden 
Büschel  der   C^Ai-^a^)  angeht,   so  liegen   von   seinen    19  weiteren  Basis-jTp 
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punkten  neun  auf  der  C\    die  Beatgruppe  D^  —  Dg.     Die  übrigen  zehn, 
öl—  §101  liögen  auf  der  Absplitterungscurve  C^a,^a,,\  B^^B„y 

Daraus  folgt: 

Das  Netz  der  C^a^-a^j)  hat  zehn  weitere  Basispunkte  Q^  —  Qiq,  In  der 
That,  construiren  wir  eine  zweite  C^Ai^a^,  At^)^  ^"'9  unter  Beibehaltung 
des  0^  Büschels,  so  schneiden  sich  C'"  und  C'  in  der  Punktgruppe 
J5{"—  B"l]  der  C"  erzeugende  C* Büschel  hat  also  mit  dem,  der  zu  C' 
gehört,  die  C^Ai-^a^,  Qi-Qio,  Bi"'-Bii'")  gemeinsam,  und  weil  auch  die  Ab- 
splitterungscurve C(^j-y!i7,  Qi-Qjo,  5i-5ii)  dieselbe  bleibt  wegen  der  Bei- 
behaltung des  C^  Büschels,  so  hat  auch  der  zu  C'"  gehörige  die  Basis- 
punktgruppe öl  —  §10«  -^^s  dieser  Erörterung  folgt  ohne  Weiteres:  Nehmen 
wir  irgend  einen  Büschel  Ton  C^Ai^—Ani,  Ais)  ^^^  ^^^  weiteren  Basispunkten 
B^  —  J?ii,  so  geht  die  zugehörige  Cf^^-jj^,  Si-Sn)  durch  die  Eestgruppen 
Dj  —  Dq  aller  Curven  dieses  Büschels.  Umgekehrt  ist  also  jede  (7®  des 
Netzes  erfüllt  von  Panktgruppen  B^  — D^'^  jede  dieser  Punktgruppen  ver- 
anlasst eine  C^Aif—Anf,  a^,  Di—Dgh  ^^^  ^^^  ^^®^®  ^^  bilden  einen  Büschel 
mit  den  weiteren  Basispunkten  B^  —  Bi^^  die  auf  dieser  0^  liegen.  Wir 
gehen  nun  zu  der  Betrachtung  des  Büschels  der  C'c^i— ^17,  Qi— Qio,  ^i«)  öl>er. 
Nehmen  wir  die  C^Ai—An,  ^is))  <3ie  zu  dem  Büschel  der  (7(^j««.^„i,  Ai^^)  ge- 
hört, so  wird  eine  von  den  unendlich  vielen  Punktgruppen  D^  —  Dq,  deren 
Trägerin  sie  ist,  einen  ihrer  Punkte  in  Äi^  liegen  haben.  Die  betreffende 
C^  heisst  (/'.  Schneidet  also  irgend  eine  C^^i^Ai^^)  C  in  den  weiteren 
Punkten  B^  —  ^^g,  so  fallen  von  den  neun  weiteren  Schnittpunkten  der 
C(J^i— ^18,  Bi—Bii)  noch  zwei  mit  Ai^  zusammen.  Diese  C  hat  also  mit  der 
C^  in  Ä^Q  vier  Schnittpunkte  gemeinsam.  —  Es  ist  leicht  einzusehen,  dassi 
wenn  ein  Restpunkt  in  einen  Doppelpunkt  hineinfällt,  ein  zweiter  Punkt 
des  Restes  sich  mit  ihm  in  dem  Doppelpunkt  vereinigt.  —  Diese  C  hat 
also  mit  der  C^  in  ä^q  vier  Schnittpunkte  gemeinsam.  Wählen  wir  nun 
an  Stelle  der  0*°,  die  die  Punkte  -ß^  —  B^^  ausschneidet,  eine  zerfallene 
Curve,  bestehend  aus  einer  mit  C'  nicht  identischen  Curve  aus  dem  Büschel 
der  QjfjS-^jjji)  und  einer  Geraden  p,  so  zerfällt  die  zugehörige  C^  in  die 
C^a^-^AiuAb)  ™^  ^®  Gerade  p. 

Daraus  folgt: 

Die  C'  hat  in  Ä^^  eine  singulare  Tangente,  die  zugleich  die  Tangente 
der  C^Ai—Ai^)  in  ^is  ist.  Aus  dem  Umstände  nun,  dass  diese  C^  vier 
Punkte  mit  der  0'  in  A^^  gemeinsam  hat,  folgt,  dass  von  der  Punkt- 
gruppe D^  — Dg,  zu  der  Aj^^  gehört,  zwei  in  diesen  Punkt  hineinfallen. 
Daraus  ergiebt  sich,  dass  der  Büschel  der  0(5*1— ^j^,  As)  As  ^^"^  •^®' 
rührungsbasispunkt  hat.  Es  iSsst  sich  nun  weiter  zeigen,  dass  die  zu- 
gehörige Basistangente  ty^i^  die  Basistangente  des  Netzes  der  C^/ii^^Ai*^  A») 
isi     Wir  erhalten  nämlich  diesen  Büschel,   wenn  wir  durch  jeden  Punkt 
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von  O'  den  Büschel  der  C(Wi«-./fi7», -^jg)  nnd  die  zagehOrige  C*  zeichnen. 
Greifen  wir  einen  der  Büschel  herans  nnd  nehmen  wir  an,  er  hätte  elf 
Yon  iijg  yerschiedene  einfache  Basispnnkte  B^  — B^^^  so  müsste,  weil  die 
zdgehOrige  C^  der  Ort  der  Bestgruppen  D^  —  D<)  aller  Curven  des  Büschels 
ist,  ^|g  zweifacher  Bestpnnkt  aller  C^  dieses  Büschels,  also  überhaupt 
jeder  C^  des  Netzes  sein. 

Diese  Annahme  ist  nngereimt  nnd  würde  z.  B.  zur  Folge  haben,  dass 
von  dem  Büschel  der  C^^it—Ai^^)  nicht  nur  die  C',  sondern  jede  Ourve 
mit  der  C^^i—Ai^)  vier  Schnittpunkte  in  Ä^g^  also  auch  in  jedem  anderen 
Punkte  -äj— J.17  hat.  Es  bleibt  nur  übrig,  dass  jede  C(^ji_j,y»,  j^^)  mit 
C'  in  Ä^g  vier  Funkte  gemeinsam  hat,  d.  b.  dass  die  singulare  Tangente 
tji^  zugleich  Basistangente  des  Netzes  der  C(^il^^^i,  Ai^)  ist.  Bemerken 
wir  nocb,  dass  das  Netz  der  C^Ait—j^n*,  ai6)  ^^^  ^^^  ^^^ 

C(?<ii-^ie»,  >^i8», -4,7) 
den  Büschel  der  ^^ 

M^l«-^17«,  ^18»,  ^l-A'öb 

also  auch  die  C^Ai^Ais,  Ni^n^)  gemeinsam  hat,  so  kommen  wir  zu  dem 
Resultate: 

,,Die  Basistangenten  Iai^  tA^,..  der  Netze  der 

sind  zugleich  Tangenten  der  C^Ai-^Ais^  Ni^m- 

f)  Wir  haben  uns  nun  mit  der  Frage  zu  beschäftigen,  wie  viele  von 
den  Doppelpunkten  einer  C(/f|>— w^^»*)  von  einander  unabhängig  sind.  — 
Die  Betrachtung  der  Cf^,t-.^,^),  von  deren  zehn  Doppelpunkten  acht  eine 
beliebige  Lage  haben  können,  könnte  vermuthen  lassen,  dass  analog  auch 
17  von  den  Punkten  Ai  —  ä^q  beliebig  liegen.  Dass  das  aber  in  der  That 
nicht  der  Fall  ist,  lässt  sich  leicht  erkennen.  Denn,  zeichnen  wir  die 
Jacobi'sche  Curve  zu  dem  Netze  der  C^|S-^,7S,  Pi»)  wenn  Pj  ein  be- 
liebiger Punkt  der  Ebene  ist,  so  muss  dieselbe  durch  iljg  und  ä^q  hindurch- 
gehen, weil  sowohl  der  Bflschel  der  C^A^t^Ait*,  Aist)^  als  auch  der  der 
C(U,ff-/i^7t,  y^igi)  eine  Curve  durch  P  senden  wird,  das  heisst,  das  ganze 
System  der  Jacobi'schen  üurven  aller  Netze  von  C(U,«-/f,7«)  geht  durch 
ilj3,  AjQ,  Das  wird  aber  bei  beliebiger  Lage  der  Punkte  J-jg»  Ai^  nicht 
der  Fall  sein. 

Anmerkung.  Die  Consequenz  der  Annahme,  dass  die  Jacobi*sche 
Curve  eines  Netzes  von  C(*^,t— ^,71,  j)  bei  beliebiger  Lage  der  Punkte 
A^—Ai^,  P  durch  bestimmte  Punkte  der  Ebene  gehen  muss,  wäre  die, 
dass  auch  die  Jacob i'sche  Curve  von  Netzen,  die  in  anderen  Formen, 
z.  B.  durch  52  einfache  Basispnnkte  gegeben  sind,  ähnlichen  Bedingungen 
unterliegen  würde,   was  absurd  ist.    Die  eigenartigen  Verhältnisse  der  C^ 


haben    vielmehr    in    der   singulären    Eigenschaft   ihren    Grund, 
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Jacob i'sche  Curve  eines  Netzes  Yon  Cf^,t_^t,  p)  in  die  doppelt  zu  rechnende 
C^At  -.-4„  n  ^ind  eine   Cf^,»-^i)  zerfällt. 

Dass  aber  16  von  den  Doppelpunkten  il|  —  ^^^  beliebig  liegen  können, 
folgt  ans  dem  Umstand,  dass  sich  zwei  Systeme  yon  Cf^,i^^,^t)  angeben 
lassen,  die  je  sechs  weitere  Doppelpunkte  besitzen.  Die  C\  bestehend  ans 
der  C®^,»-.^,^>,  if ,„  ^,e)  ^^^  ^^^  Geraden  il,ß— iljg  ist  eine  Curve  des  einen 
Systems;  die  weiteren  sechs  Schnittpunkte  der  Geraden  ä^^—Aiq  mit  der 
C7^  ^1  — ^69  ^^^  ^^^^^  weitere  Doppelpunkte  dieser  C\  Es  giebt  folglich 
einen  Büschel  von  C\a^^Ax^,  a,^\  a,^\  8i\8t^y  der  eine  Curve  durch  einen 
beliebigen  Punkt  P  sendet. 

Iß    1  f\ 
Solcher  Curven  giebt  es  — r-^-s — •    Das   zweite  System   von  ebenfalls 
Iß    15  1  •  ^ 

Curven  erhftlt  man ,  wenn  man  durch  jede  Gruppe  von  14  Punkten 


1.2 

ilj  — -4j4  die  C*  und  diejenige  C^  legt,  die  in  den  übrigen  zwei  Punkten 
Doppelpunkte  besitzt.  C*^,-^,^)  und  Of^,-^,^,  ^„t,  ^„i)  bilden  wiederum 
eine  zerfallene  C^  mit  den  sechs  weiteren  Schnittpunkten  der  beiden  Be- 
stand theile,  Si—  8q   als  weiteren  Doppelpunkten. 

Was  nun  die  Frage  angeht,  wie  viele  Punkte  Äi>j  zu  einer  Gruppe 
willkürlich  liegender  Punkte  il^  -  il^^  gehOren,  so  Ittsst  sich  aus  dem  Um- 
stände, dass  die  angegebenen  zwei  Systeme  von  Punkten  A^^^  das  der 
fii  — Sg  und  das  der  S/— Äg',  nicht  gleichartig  zu  A^  —  Äi^  gelegen  sind, 
schliessen,  dass  diese  Punkte  ^^^  eine  Curve  erfüllen  werden.  Denn,  würde 
nur  eine  endliche  Anzahl  solcher  Punkte  existiren,  so  wftre  zu  erwarten, 
dass  dieselbe  Constrnction ,  die  eine  dieser  gleichartig  definirten  Curven 
liefert,  auch  alle  anderen  ergiebt. 

Nehmen  wir  nun  auf  dieser  Curve  J^(^(.^,j,  die  zu  16  beliebig 
liegenden  Punkten  Ai— A^^  die  fraglichen  Punkte  Ai^j  enthält,  irgend 
einen  Punkt  A^^  an  und  untersuchen  die  Zahl  der  Punkte  ii,3,  die  die  Eigen- 
schaft haben,  dass  es  einen  Büschel  von  ^(>«i<-^,c»,  ^„<,  ^„.s)  giebt,  so  folgt 
aus  der  Existenz  dieser  Curve  ohne  Weiteres,  dass  die  Zahl  der  Punkte 
^ig  eine  endliche  sein  muss;  denn,  würden  die  Punkte  A^^  eine  Curve  er- 
füllen, so  müsste  diese  identisch  mit  2^(^,  .^^^)  sein;  dieselbe  Curve  also, 
die  durch  die  Punkte  A^^Aiq  schon  bestimmt  ist,  würde  eine  Definition 
zulassen,  in  die  irgend  ein  weiterer  ihrer  Punkte,  ii^,  einginge.  Das  ist 
ungereimt;  es  würde  zur  Folge  haben,  dass  die  Fnukie  A^  — Ai^  auch  ein- 
fache, beliebig  liegende  Punkte  von  F^j^^a,^)  sein  müssten;  es  giebt  aber  keine 
Curve,  die  durch  16  oder  17  beliebige  ihrer  Punkte  eindeutig  bestimmt  ist. 

In  der  That  ist  es  leicht,  die  endliche  Anzahl  dieser  Punkte  A^^  zu 
construiren,  wenn  die  Pnnktgruppe  A,  —  ii,^  und  einer  der  gesuchten 
Punkte,  A\^y  gegeben  ist. 

Da  diese  Punkte  auf  den  Jac ob i 'sehen  Curven  aller  Netze  von 
ClAi'-Aij'»)  gelegen  sind,  so  liegen  sie  auch  auf  der,  die  zu  dem  Netze  der 
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Qji«-^i,«,  j|.)  gehört.  .^1^  ist  selbst  als  Bertthrangsbasispunkt  des  Netzes  drei- 
facher Punkt  dieser  Cnrve.  Nehmen  wir  sodann  einen  der  neun  einfachen 
Basispunkte  ^1—^9  des  Bflschels  der  Outt^^,,«,  ^,,i),  so  gehört  zu  dem 
Netze  der  Ct,#,t.j„t,  Nt)  eine  andere  Jaoobi'sohe  Curve;  dieselbe  enthält 
natürlich  den  Punkt  ii',g,  aber  dass  derselbe  nun  einfacher  Punkt  der  Curve 
sein  wird;  obgleich  er  als  Basisdoppelpuukt  ein  singnlärer  Bertthrungs* 
punkt  ist;  zeigt  uns  ein  Blick  auf  die  (7^  Zeichnen  wir  einen  Büschel 
Yon  C(!i,«-j,>,  j,«)  und  irgend  eiue  C(j,.jj,  die  nicht  durch  Aq  geht,  so 
bildet  die  C^,  wenn  man  sie  doppelt  rechnet  und  als  zerfallene  C^  auf- 
fasst,  mit  dem  Büschel  ein  Netz  yon  C^.  Die  Jacobi'sche  Curve  dieses 
Netzes  besteht  aus  der  (C^)^  von  der  jeder  Punkt  ein  Doppelpunkt  ist, 
und  der  C(3f|S-^,*)i  dem  Orte  der  neunten  Doppelpunkte  nicht  zerfallener 
C(U,t-^,t,  y^,t).  Von  dieser  Jacobi'schen  Curve  aber  ist  Är^  ein  einfacher 
Fnnkt.  Also  wird  das  Gleiche  in  unserem  Falle  auch  von  dem  Punkte 
A\^  gelten.  Die  beiden  Jacobi*schen  Curven,  die  zu  dem  Netze  der 
C(*^,t_y/,7t,  yj„)  und  die  zu  dem  Netz  der  Cj^,i-^,7t,  ;^,)  gehörige,  haben  als 
C*^  576  Schnittpunkte  mit  einander.    Von  diesen  zfthlen 

1.  Ä^—  Äi^  als  fünffache  Punkte  beider  Curven  je  25 fach, 

2.  A\g  als  dreifacher  Punkt  der  einen  Curve  dreifach. 

Sie  haben  also  noch  576— 17.25  — 3  =  148  Punkte  gemeinsam,  und 
es  ist  ohne  Weiteres  klar,  dass  diese  Punkte 

Äff       Alft  A(U9) 

•^18»    -^18»  •  •  •  -^18 

die  weiteren  Punkte  A^g  sind.  Denn,  da  A"g  auf  beiden  Jacobi'schen 
Curven  liegt,  so  giebt  es  eine 

Cm  «~>i    •  >l   ^  A  "«^     ^J^d  eine     C?a  2_>i    i  \r    a   ^'^ 

Fallen  nun  die  beiden  Curven  in  eine  zusammen,  so  hat  dieselbe  auch  in 
A[^  einen  Doppelpunkt,  weil  eine  CPj^  i_^  «\,  die  durch  N^  und  A[g  geht, 
zu  dem  Büschel  der  CV^  8_^  »  ^  r»\  gehört  Fallen  die  beiden  Curven 
aber  nicht  zusammen,  so  bilden  pie  ja  doch  einen  Bflschel  von 

Die  Punkte  A'^^ , , .  A^^^^^  haben  also  die  Eigenschaft,  dass  es  Büschel  von 

giebt.     Offenbar  sind  dieselben  auch  definirt  durch  die  Existenz  von 

C(^«-^,,«,  A,r,  A,.-*)-'^{Ai'-A,,\A,,'\A,,iuo)f) 

Denn,  würde  von  den  Curven  C/^  «_^  ■  ^  '2\  eine  einen.  19.  Doppelpunkt 
Ap  haben,  der  mit  keinem  Punkte  aus  der  Beihe  der  ^'/^ . . .  ^^j^g'^Mdentisch 
wäre,  so  wäre  er  eine  neue  Lösung  des  Problems,  betreffend  die  Zahl  der 
Punkte  -äjg,  die  einen  Büschel  von  C/^  *— ^  \  A  *)  veranlassen.  Daraus 
folgt,   dass  je   zwei  von   den   Punkten  A^^^  A^^ , , .  A^^^^^   weitere  ^Doppel- j 
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punkte   einer   C/^  2_j    %\   sind,   und   dass   es  — ^-^-^ —  =»  11026  Gurren 

^{Ä  '- J.  •)  ^^  ^^^^  weiteren  Doppelpunkten  giebt.  Indem  wir  ferner  A^^^ 
ersetzen  durch  einen  der  149  Punkte  Ä[^ . . .  Ä^^^*^  und  bemerken ,  dass  es  eine 

(^(A  ^—A    *    >4    "^    A     *    A    '«^1      oine      C/>i  «_  j     2    a    m    A     »    A    fttT\ 

u.  e.  w.  giebt)  erkennen  wir  folgende  Eigenschaft:  Von  einem  solchen 
Systeme  von  Punkten 

können  irgendwelche  17  Punkte  als  die  Ausgangspunkte  genommen  werden. 

T.OX  ...,..,.  ^  IX,.  166. 165.. .147 
Das  System  ist  involutonsch  und  veranlasst  im  Gan^^en  -^ 

Curven  mit  19  Doppelpunkten. 

Die  allgemeinen  Resultate  lauten:  ^    .  . 

Soll  eine  C^"  einen  Doppelpunkt  mehr  als  ^ Doppelpunkte 

besitzen,  so  muss  zwischen  je  ( — -^ —  ij  von  ihnen  eine  bestimmte 

Beziehung  bestehen.  Dann  giebt  es  zu  einer  solchen  Gruppe  nicht  blos 
ein  Paar  von  Punkten  als  weiteren  Doppelpunkten  einer  C",  sondern  alle 
Paare  einer  Gruppe  von 

87n«-183n  +  64 


|[3(8.-l)].-25(2^)-l)-2)-: 


2 

Punkten  haben  diese  Eigenschaft;  diese  Funkte  und  die 

anfänglichen  bilden  ein  System  von  Punkten ^  in  welchen  je 

Punkte  Doppelpunkte  einer  C^^  sind. 

3.  Die  Methode  der  Construction  der  algebraischen  Curven  mittelst 
Absplitterung  ist,  wie  wir  sahen,  geeignet,  die  Doppelpunkte  der  algebra* 
ischeu  Curven  zu  stndiren.  Dieselbe  iSsst  sich  nun  aber  auch  für  die  all- 
gemeine C^  fructificiren  und  liefert  Erscheinungen,  die  mit  denen,  die 
aus  der  allgemeinen  Chasles'schen  Construction  sich  ergeben,  parallel 
laufen. 

a)  Wir  beginnen  mit  einer  Definition  der  C",  indem  wir  zur  ErlSuterung 
das  Beispiel  der  C?^  s.^   >)  vorausschicken. 

Zeichnen   wir  irgend  eine  0^^^^^^   s^  und  construiren  einen  Büschel 

80,  dhss  einer  der  28  einfachen  Basispnnkte,  J?,,',  anf  der  C"  Hegt,  dann 


schneidet  jede  (7*°  desselben  die  C^  in  weiteren  17  Punkten  ^tj^^^^p^tp^,  und 
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es  ist  klar,  dass  alle  diese  Panktgruppen  C^—C^^  corresidaal  sind  und 
alle  Clj^^^j^   ^  c  "C  )  eioei^  Büschel  angehören,  der  mit  dem  C^®  Büschel 

*^  CfA  »_  A    «i    wnd  eine    C?j  ^a       r  _  t?   ^ 

erzeugt.  ^"^^        "  ^  CA- As .  ^i -  ^27) 

Die  C^^  a_^  t\  iSssfc  sich  somit  auffassen  als  der  Ort  aller  Punkte 
B^^'  von  der  Eigenschaft,  dass,  wenn  B^-^B^^  die  weiteren  einfachen 
Basispnnkte    eines     beliehigen  Büschels    von  CJ^  «_^   »^  _B  1^   sind,    eine 

^(A-Ae,  -B1-B.7)   '^^'*^''*- 

Eine  solche  Definition  nun  lässt  sich  von  jeder  C"  geben:  Nehmen 

wir         ^ — ^  beliebig  liegende  Punkte  Ä^  —  -äncn+s)  auf  einer  C",  so  hat 

^  "~2 — 

ein  Büschel  von  0"+^    .  ^   noch  weitere 

(.+i)._'ü(;!+i)_(üöHil)  +  ,) 

Basispunkte  5^  —  Bn{n-\-i)      \  dann  ist  die  C*  der  Ort  aller  Punkte  B[  von 

2      "^ 
der  Eigenschaft ,  dass,  wenn  wir  einen  solchen  Büschel  von 

construiren,  die  Punkte  ^^  —  ^«(«+1)        auf  einer  C""^  liegen. 

2      ^ 
b)  Hat  eine  Gruppe  von  Punkten  Äy—  An{n-\-^)  die  Eigenschaft,  dass 

2 
die   weiteren  Basispunkte  B^  —  Bn[^n^i)        eines  beliebigen  Büschels  von 

2      *"^ 
Cli:*     ^  ,  auf  einer  C"^  liegen,  dann  riebt  es  offenbar  einen  Büschel 

von  C?  .       .  . :  denn  jede  C"+^  des  Büschels  schneidet  diese  C"""^ 

\         r        A\t    -1.1N      r^C^  +  l);  ,^      /^(n-2)(n+l)      A 

in   weiteren   (n  -  1)  (w  +  1)  -  ^"^^^g — ^  +  ^)^  y 2 ~"    / 

Punkten  Ey^  —  ^/^(«:r2)('»+^_iY 

Alle  diese  Punktgruppen  und  ein  Punkt  P  auf  C"'^  liefern  einen 
Büschel  von  Cyz?    „  „^,   der   mit  dem  Büschel   der  C*+^ 

die  C"~^  und  eine  0»         .  ,  erzeugt.   Es  werden  also  alle  Punkte  P 

von  C""^  einen  Büschel  von  C?  ,       ,  ^  veranlassen.    Dieser  Satz  ist 

umkehrbar.  Wir  wollen  der  Kürze  wegen  nur  Beispiele  anführen.  Sind 
neun  Punkte  A^  —  A^  Basispunkte  eines  C'Büschels  und  sind  die  weiteren 
Basispunkte  eines  Büschels  von  CAi      A\B,^B.,y  so  liegen  nach^esem^ 
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Satze  B^  —  B^  auf  einem  Kegelschnitt;  greifen  wir  eine  C^  des  Büschels 
heraus,  und  schneidet  irgend  eine  Curv^e  des  0^  Büschels  diese  C  in  drei 
weiteren  Punkten  Qi—  Q^^  so  liegen  diese  auf  einer  Geraden;  denn,  nach 
dem  Bestsatze  gehen  alle  OA  ^aq  q)  ^^^^  dui'ch  den  Punkt  Q,,  eine 
solche  C^  ist  aber  auch  irgend  eine  andere  C^  des  Büschels  und  die  Ge- 
rade Qi  ^2*  ^^ö  Gerade  Q^  Q^  Q^,  veranlasst  durch  alle  Curven  des  C*- 
Büschels  bilden  selbst  einen  Büschel  und  erzeugen  mit  jenem  die  C^  unter 
Absplitterung  einer  C^^  —  B  )•  ^®^*  durch  die  Punkte  Ä^  —  A^  ein 
Büschel  von  C^,  so  liegen  die  22  weiteren  Basispunkte  eines  Büschels 
von  CT^  -^  )  *^  ®'^®^  ^*'  »^^^^  Curve  dieses  Büschels  trifft  eine  C^ 
in  15  weiteren  Punkten  Cj  —  C^g,  die  auf  einer  C*  liegen ,  jede  solche 
C^  schneidet  die  C^  in  einer  solchen  Bestgruppe  D^-^  2)9,  und  die  Best- 
gi*uppen  aller  Curven  des  C^  Büschels  liegen  auf  der  C,  die  durch  die 
neun  weiteren  Basispunkte  des  C^ Büschels  Ä^^  — A^^  bestimmt  ist. 

c)  Bemerkenswerth  sind  auch  die  Beziehungen ,  betreffend  die  Schnitt- 
punkte der  algebraischen  Curven: 

Legen  wir  durch  die  19  Doppelpunkte  einer  OfAi^-Ai»*)  ^^^^^  Büschel 
von  CT^t.^  s\  mit  den  weiteren  Basispunkten  B^^ B^^^  so  schneidet 
jede  Curve  derselben  die  C^  in  14  weiteren  Punkten  C|— C14.  Durch 
-^i""-^i9»  ^i~C^u  ^^^  *^®^  weitere  Punkte  2)|,  2),  auf  der  0*  geht  eine 

alle  diese  C  bilden  einen  Büschel,  der  mit  dem  C7^^ Büschel  die  C^  er- 
zeugt unter  Absplitterung  einer  Cfj^^^j^^^^  Bi-JJ,^);  *^®r  mit  Bücksicht 
auf  die  beliebige  Lage  der  Punkte  i),,  D^  auf  der  0^  giebt  es  ein  Netz 
solcher  C^,  Also:  j,Sind  19  Punkte  A^—Aiq  Doppelpunkte  einer  C^  und 
legen  wir  durch  sie  einen  Büschel  von  Q^t^j^  s\,  so  geht  durch  die 
43  Basispunkte  dieses  Büschels  ein  Netz  von  C^*',  Mit  jedem  neuen 
Doppelpunkt  nun  tritt  eine  neue  derartige  Beziehung  hinzu:  20  Doppel- 
punkte A^—A^  einer  C^  haben  die  Eigenschaft,  dass  durch  die  40  Basis- 
punkte eines  Bücheis  von  C^^  *-.A^^  ^^  ^^  gehen;  hat  eine  C^  21  Doppel- 
punkte A^^—A^i^f  so  gehen  durch  die  58  Basispunkte  eines  Büschels  von 

ö(li«-^i»)  "^^  ^^^  ^-  ®-  ^'  ^^  ^^^^^  ^^^^  ^^^  Büschel  von  C^\  C", 
auch  Büschel  beliebig  hoher  Ordnung  wählen  können  und  h&tten  analoge 
Beziehungen  erhalten.  —  Wir  wollen  noch  den  Satz  für  die  C^  vom  Ge- 
schlechte 0  anführen: 

0 Irgendein  Büschel  von  0%  der  die 

(n-l)(n^2) 

2 

Doppelpunkte    einer    (7"  vom    Geschlechte  0    zu  Basisdoppelpunkten    hat, 

m« i ^ Ij  Basispunkte.     Durch  diese  und  X 

weitere  Punkte  geht  eine  Cf««— 8»  +  »;  dabei  ist  X  definirt  durch-die  Gleichung: 
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,      3(n-l)(n-2)  (2in- 2n  +  3)(2  ♦n-2n  +  6) 

_  ng-9n  +  20 

""  2 

Nun  sind  diese  Sätze  auch  auf  zerfallene  Curven  anwendbar.  Sie 
bilden  also  anch  Kriterien  für  die  Schnittpunkte  der  algebraischen  Carven. 
Ein  C^  nnd  eine  C^  z.B.  schneiden  sich  in  20  Pankten  Ai—A^.  Zu 
17  von  ihnen,  Äi  —  A^^f  ist  il,g  bestimmt  durch  die  Bedingung,  dass  die 
46  Basispunkte  eines  Büschels  von  C}^t^j^^^t^  auf  einer  G^  liegen.  Der 
Pnnkt  .^19  zeichnet  sich  dadurch  aus,  dass  durch  die  43  Basispunkte  eines 

Büschels  von  C^^  •--4,9«)  ®^°  ^®*'  ^^^  ^^  fi^®^*»  ^*  ^-  ^-  ^^^  *^  ^^  Schnitt- 
punkten Ai—An  einer  0*  mit  einer  gegebenen  C*  gehörige  zwölfte  Punkt 
A^^  unterliegt  der  Bedingung,  dass  die  28  Basispunkte  eines  Büschels  von 
Cfj^  «-ilj «)  ^^^  öi^öJ^  0^  liegen. 
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XXn.  stereometrische  Paradoxa. 

Im  41.  Jahrgange  dieser  Zeitschrift  S.  60  habe  ich  die  Frage  za  er- 
ledigen gesucht,  wie  man  die  drei  reellen  Wurzeln  gewisser  in  der  Stereo- 
metrie auftretenden  cubischen  Gleichungen  erklären  kann  und  zwar  auch 
dann,  wenn  zwei  der  Wurzeln  zur  ursprünglichen  geometrischen  Aufgabe 
in  keiner  Beziehung  zu  stehen  scheinen.  —  Auf  streng  begrenzter  ele- 
mentarer Lehrstufe  wird  man  kaum  anders  verfahren  können  als  ich  angab. 
Aber,  wenn  man  die  Grenzen  erweitert,  wenn  insbesondere  das  der  Kugel 
innig  verwandte  zweischalige  Botationshjperboloid  zugelassen  wird ,  auch 
gelegentlich  physikalische  Deutungen  nicht  ausgeschlossen  bleiben,  so 
lassen  sich  die  scheinbar  paradoxen  Anworten  erklären ,  welche  die  Algebra 
zuweilen  auf  die  stereometrische  Fragestellung  ertheilt,  und  man  erkennt, 
welche  Vollkommenheit  dem  analytischen  Anzatz  innewohnt. 

Aus  den  mannigfaltigen  Aufgaben,  welche  das  Gesagte  bestätigen, 
mögen  die  nachstehenden  hervorgehoben  werden. 

T,  Die  Höhe  x   eines    geraden  Kreiskegels  zu  bestimmen, 
dessen  Mantellinie  5  und  Volumen  J  vorgeschrieben  ist. 

Auflösung.    Bezeichnet  man  den  Grundflächenradius  durch  r,  so  wird 

1)  r«=5»-««, 

2)  J=|a?(fi»-««). 

Diese  Aufgabe  ist,  soweit  es  sich  um  die  Deutung  der  zwei  positiven 
Wurzeln  handelt,  oft  behandelt  worden.  Man  erkennt  augenblicklich ,  dass 
zwei  Kegel  möglich  sind,  zwischen  welchen  ein  Maximalvolumen  auftritt, 
welches  letztere  durch  das  vorgeschriebene  J  zunächst  nicht  überschritten 
werden  darf,  wenn  reelle  Lösungen  gewünscht  werden. 

Aber  die  Gleichung  2)  hat  noch  eine  dritte  negative  Wurzel,  welche 
grösser  als  8  ausfällt.  Diese  Lösung  ist  meines  Wissens  noch  nie  erklärt 
worden,  und  es  sei  gleich  von  vornherein  bemerkt,  dass  die  vielleicht  nahe 
liegende  Betrachtung  des  Doppelkegels  auf  absolut  gleiche  negative  Volumina 
führt,  betreffs  der  dritten  Wurzel  aber  nicht  den  geringsten  Aufschluss 
giebt.  Beachtet  man  überhaupt,  dass  r  wegen  x>  s  nach  Gleichung  1) 
imaginär  wird,  so  ist  es  ja  zweifellos,  dass  eine  Erklärung  jener  Wurzel 
am  „eigentlichen^    Kegel  ganz  unmöglich  ist.     Aber  eben  die  imaginären 
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Grandflächenradien  sind  es,  welche  darauf  hinweisen ,  dass  man  die  Grund- 
fläche in  eine  neue  Lage  zu  bringen  hat. 

In  der  That,  die  Formel  J=^f^x  stellt  nicht  allein  ein  Kegelvolumen, 

o 

sondern  auch  ein  Drittel  des  statischen  Moments  der  Kreisscheibe 
f^TC  am  Hebelarm  x  dar.  Bei  dieser  allgemeineren  Auffassung  dürfen 
wir  den  Kreis  derartig  um  seinen  Mittelpunkt  drehen,  dass  der  Hebelarm  x 
in  die  Ebene  des  Kreises  zu  liegen  kommt;  an  Stelle  der  Mantellinie  8  tritt 
consequenter  Weise  die  durch  ihren  Berührungspunkt  und  den  freien  End- 
punkt des  Hebelarms  x  begrenzte  Kreistangente.    Nun  wird 

la)  r*  =  a;«-fi^ 

2a)  j'=|«(x«-5«), 

und  also  entspricht  die  negative  Wurzel  der  Gleichung  2)  genau  der  positiven 
Wurzel  von  2  a).  Sollen  die  beiden  negativen  Wurzeln  der  Gleichung  2  a) 
erklSrt  werden,  so  muss  man  die  Kreisebene  wieder  senkrecht  zum  Hebel- 
arm stellen  und  der  Strecke  s  die  Bedeutung  einer  Mantellinie  beilegen. 
Man  bemerke  auch,  dass  J*  in  der  Momentenaufgabe  beliebig  gross  gegeben 
werden  darf  und  weiter,  dass  in  dem  Auftreten  negativer  Hebelarme  nichts 
Befremdliches  liegt ,  denn  man  verlangt  positive  Momente,  obgleich  die 
Scheibe  nach  der  ümklappung  negativ  wird. 
Zahlenbeispiel:  /?r      ▼      o 

ic8_7a.  +  6„0;    «1  =  1,    «2=2,    aj8=-3. 

II.  Die  Hohe  x  einer  sehr  dünnen  homogenen  Kugelschale 
zu  bestimmen,  welche  in  einer  gegebenen  Flüssigkeit 
schwimmend  mit  ihrem  Bande  genau  bis  an  den  Flüssig- 
keitsspiegel einsinkt.  Gegeben  sei  der  Radius  a  der 
Kugel,  dasGewichtp  der  Flächeneinheit  der  Schale  und 
das  Gewicht  q  der  Volumeneinheit  der  Flüssigkeit. 
Auflösung.  Das  Gewicht  der  Schale  beträgt  Gr  =  2a 7ca;i),  dasjenige 
eines  Flüssigkeitssegments ,  welches  von  der  Schale  verdrängt  wird,  ist 

ö'=|aj«(3a~a:)ff. 

Wäre  &  unveränderlich  vorgeschrieben,  so  würden  der  veränderten 
Aufgabe  drei  Werthe  von  x  entsprechen,  von  welchen  nur  einer  für  das 
Segment  passt,  während  die  anderen  beiden  ganz  unverständlich  bleiben. — 
Modificirt  man  jedoch  die  Aufgabe,  wie  oben  geschehen,  so  folgt  wegen 
Q-  =s  O'  die  Gleichung : 

3)  2apx^^qx^{%ä-x). 
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Hier  scheidet  sich  zunächst  die  Wurzel  x  «=^0  aus,  welcher  zwar  ein 
positiver  Sinn  in  physikalischer  Hinsicht  nicht  beigelegt  werden  kann,  die 
aber  jedenfalls  auch  keinen  Widerspruch  in  sich  birgt. 

Die  anderen  beiden  Wurzeln  ergeben  sich  aus 

4)  ir«-3aa?  +  6Aa  =  0, 

wobei  A  =  —  eine    lineare  Grösse   vorstellt,    und    diese  Gleichung  besitzt 

ff  3 

zwei  reelle  positive  Wurzeln,  falls  A  ^  tt  a.    Da  die  grössere  dieser  Wurzeln 

^  1 

den  Werth  2a  nicht   übersteigen  darf,  so  möge  weiter  i^^'^(»]  hiernach 

liegt  X  zwischen  den  engen  Grenzen: 

Für  il  =  öA  erhält  man  speciell  x^=  a,  d^  =  2a,  und  hierin  liegt  die 

unmittelbar  einleuchtende  Thatsache,  dass,  wenn  die  hohle  Halbkugel 
schwimmend  bis  zu  ihrem  Bande  eintaucht,  die  gleich  schwere  andere  Halb- 
kugel, auf  erstere  dicht  aufgesetzt,  eine  hohle  YoUkugel  ergiebt,  welche 
soweit    einsinkt,    dass    sie    vom    Flttssigkeitsspiegel    tangirt    wird.     Fflr 

3  3 

k=z.—a  erhält  man  eine   einzige  Schale  mit  der  Höhe  x^-^a.    Für  alle 

X  zwischen  den  angeführten  Grenzen  ergeben  sich  zwei  verschiedene 
Schalen,  was  physikalisch  so  zu  erklären  ist,  dass  auf  die  kleinere 
Schale  stets  eine  entsprechende  schwere  Zone  angefügt  werden  kann,  ver- 
möge welcher  die  vergrösserte  Schale  wiederum  bis  zum  Bande  in  die 
Flüssigkeit  gedrückt  wird. 
Zahlenbeispiel: 

a  =  5,4  «"• ,     p  s=  2^'^^«*",     q  «=  yr/cbem^     ^  --  2^  ^ 

«« —  16,2  a?  +  64,8  =  0 }    a?i  =  7,2'^«,    x^  =  9«". 

Wir  haben  hier  das  anscheinend  paradoxe  Auftreten  der  drei  Wuneln 
bei  Bestimmung  eines  Eugekegments  durch  eine  sehr  wesentliche  Modi- 
flcation  der  eigentlichen  Fundamentalaufgabe  zu  erklären  versucht;  indessen 
ist  auch  eine  rein  geometrische  Erledigung  der  letzteren  möglich  und 
soll  nun  folgen. 

III.  Die  Höhe  x  eines  Kugelsegments  zu  bestimmen,    wenn 
der  Badius  a  der  Kugel    und  das  Volumen  J  des  Seg- 
ments vorgeschrieben  ist. 
Auflösung.    Bezeichnet  man   den  Badius  der  Grundfläche  des  Seg- 
ments mit  Pj  so  wird: 
6)  y«=«(2a-ic), 


7)  J=  Ja?«(3a-ic). 
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Fig.  1. 


Die  letzte  Gleicbnng  liefert,  wenn  «7  selbstverständlich  kleiner  als  das 
KngelTolnmen  vorgeschrieben  wird,  drei  reelle  Werthe  von  x,  von  welchen 
einer  grösser  als  der  Kogeldnrchmesser,  ein  anderer  negativ  aasfällt,  so  dass 
zunächst  nur  der  dritte  präcisen  geometrischen  Sinn  behält. 

Man  fasse  jetzt  die  Kugel  als  Rotationskörper  auf  und  zwar  entstanden 
vermöge  Drehung  eines  Kreises,  dessen  Gleichung  durch  6)  gegeben  ist 
Diesem  Kreis  möge  sich  eine  gleichseitige  Hyperbel  anschliessen  mit  der 
reellen  Halbachse  a,  welche  den  Kreis  mit  ihren  Scheiteln  auf  der  Z- Achse 
berührt  und  also 
durch  die  Gleich- 
ung: 
6a)  y*=a?(aj— 2a) 

bestimmt  wird 
(Fig.  1).  Denkt 
man  sich  endlich 
auch  das  zwei- 
schalige  Rotations- 
hjperboloid  durch 
Drehung  der  Hy- 
perbel um  die  X- 
Achse  erzeugt,  so 
haben  wir  mit  der 
Kugel  zusammen 
ein  continuirliches 

Volumen ,     für 
welches   sämmt-  ! 

liehe  Wurzeln  der  i 

Oleichung  7)    er- 
klärt werden  können. 

Das  Volumen  eines  Hyperboloidsegments  ist  durch  die  Formel 


7a) 


r^^j?{3a  +  x) 


gegeben^  wobei  die  Höhe  x  von  dem  zugehörigen  Scheitel  aus  gemessen 
wird;  mithin  gilt  die  frühere  Gleichung  7)  nicht  blos  für  ein  Kugelsegment, 
sondern  ganz  allgemein  für  ein  Segment  des  gesammten  in  Betracht 
stehenden  continuirlichen  Volumens,  wenn  für  das  vom  Scheitel 
(Coordinatenanfang)  0  aus  zu  messende  o;  positive  wie  negative  Werthe 
zugelassen  werden.  —  Man  wolle  hierbei  beachten ;  dasS;  wenn  auch  die 
Orundflächenradien  der  Segmente,  das  heisst  die  Ordinaten  y  beim  Ueber- 
tritt  von  der  Kugel  in  das  Hyperboloid ,  also  beurtheilt  nach  Gleichung  6), 
imaginär  werden,  immer  noch  die  das  Volumen  erzeugenden  Querschnitte, 
nämlich  die  Parallelkreise  y^n,  reell  bleiben. 

Zeittchriftf  Mathematik  u.  Physik.  41.  Jahrg.  1896.  6.  Heft  t?|Hb   GoOQIc 


330 


Kleinere  Mittheilangen. 


Wir  finden  demgemäss:  Für  die  kleinere  positive  Wurzel  ein  bestimmtes 
Kngelsegment  /;  fQr  die  negative  Wurzel  ein  gleich  grosses  Hyperboloid- 
Segment ;  für  die  grössere  positive  Wurzel  ein  zusammengesetztes  Yolnmenf 
bestehend  aus  der  positiven  Vollkugel  und  dem  sich  rechts  anschmiegenden 
Hjrperboloidsegment.  Letzteres  erlangt  einen  negativen  Werth  und  ver- 
mindert das  Kugel  Volumen ,  so  dass  abermals  der  Werth  /  erreicht  vrird.  — 
Für  x=:2a  erlangt  das  Volumen  seinen  Maxim alwerth,  es  wird  zur 
Vollkugel;    für  x^2a  nimmt   es   wieder  ab,    erlangt  für  xs=3a  zum 

zweiten  Mal  den 
Werth  Null  und 
geht  dann  ins 
Negative  über. 

Zahlenbei- 
spiel: 

a  =  7, 
J  =  324«. 
fl;8-21  ««+972=0; 
a?i  =  9, 
Äj  =  —  6, 

«3=18. 

IV.DieHöhe 
2x  eines  ge- 
raden      Kreis- 

cylinders 
zu  bestimmen, 
wenn       dessen 
Volumen  <r,  so- 
wie der  Radius  a  der  umschriebenen  Kugel  gegeben  ist. 

Auflösung.  Bezeichnet  man  den  Radius  der  Orundflfiche  des  Cylinders 
mit  y^  so  wird: 

8)  y«=ö«-aj«, 

9)  /=2««(a«-««). 

Es  ist  unmittelbar  einleuchtend,  dass  zwei  Cylinder  in  der  Kugel  vor- 
handen sind,  falls  J  ein  gewisses  Maximalvolumen,  welches  zwischen  den 
genannten  Cylindem  erreicht  wird ,  nicht  übertrifft.  Diesen  Cjlindem  ent- 
sprechen jene  beiden  positiven  Wurzeln  der  Gleichung  9),  welche  kleiner 
als  a  ausfallen.  Die  dritte  Wurzel ,  welche  grösser  als  a  und  negativ 
wird,  Ittsst  sich  wieder  durch  das  der  Kugel  angeschriebene  zweischaiige 
Hyperboloid  erklären,   welches  durch  Rotation  der  gleichseitigen  Hyperbel 

8a)  y8^ic«-a« 

um  die  Z- Achse,  welche  zugleich  Cylinderachse  sein  möge,  i^tstehtf Fig.  2). 
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Fig.  3. 


Das  Volamen  des  dem  Hyperboloid  eingeschriebenen  Cylinders   wird 
durch  die  Formel 

9a)  J'^2nx{a?-a^) 

dargestellt ,  and  die  positive  Wurzel  jener  Gleichung  entspricht  genau  der 
negativen  von  9).  Die  in  die  Schalen  des  Hyperboloids  eintretenden  Cylinder- 
grundfiächen  sind  negativ;  ihre  Radien  —  jedoch  nur  nach  Gleichung  8) 
benrtheilt  —  werden  imaginär.  Für  den  aus  der  Kugel  heraustretenden 
Cy linder  kann  J  beliebig  gross  vorgeschrieben  werden,  er  ist  immer  vor- 
handen, und  da 
J  positiv  gedacht 
wird,  so  gehören 
zu  den  negativen 

Grundfl&chen 
nothwendig  nega- 
tive Höhen. 

Zahlenbei- 
spiel: 

J=12«. 

aii  =  2, 
«3  =  -  3. 

Soll  statt  des  \ 

Cylinders  ein  ge-  j 

rader       Kreis-  ! 

kegel  mit  be- 
stimmtem Volumen  in  eine  gegebene  Kugel  eingeschrieben  werden ,  so  sind 
wesentlich  neue  Betrachtungen  nicht  erforderlich.  Nur  sei  darauf  auf- 
merksam gemacht,  dass  hier,  falls  J  positiv  sein  soll,  nur  eine  der 
beiden  Schalen  des  Hyperboloids  gebraucht  wird,  nämlich  diejenige,  welche 
die  negative  X-Achse  enthält  und  deren  Scheitel  also  mit  der  Kegelspitze 
zusammenftUt  (Fig.  3).  Bezeichnet  a  den  Kugelradius,  x  die  Kegelhöhe, 
so  ist 


10) 

Zahlenbeispiel: 


J=3^(2a-x). 

a  =  7,    J"=96«. 
a:3_  14a;« +288  =  0; 

iCj  =  6,    ajj  =  12,    aJa  =  — 4. 


Chemnitz. 


Dr.  W.  Hbtmamn. 
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XXUI.  Eine  neue  Ableitung  der  harmonischen  Eigenschaften 
des  Vierecks. 

In  seinem  Lehrbuch  der  niederen  Sphärik  definirt  Oudermann  als 
parallele  Hauptbogen  einer  Kugel  zwei  begrenzte  Haaptbogen,  die  sich 
auf  entgegengesetzten  Seiten  eines  dritten  Haaptbogens  befinden  und  deren 
vier  Endpunkte  von  diesem  Hauptbogen  gleichen  Abstand  haben;  das 
sphärische  Parallelogramm  wird  sodann  definirt  als  ein  KageWierecky  dessen 
jede  zwei  Gegenseiten  parallel  sind. 

Diese  Definition  ist  sehr  gekünstelt;  ich  halte  es  für  zweckmSssiger, 
den  Begriff  paralleler  Linien  auf  gerade  Linien  zu  beschrttDken. 

Die  Definition  des  sphärischen  Parallelogramms  in  dem  Lehrbuch  der 
elementaren  Sphärik  von  Schulz  lautet:  »Das  sphärische  FaraUelogramm 
ist  dasjenige  Viereck,  welches  zwischen  zwei  Paar  Gegenkreisen  liegt  — 
oder:  dessen  Ecken  Durchschnittspunkte  zweier  Oegenkreise  mit  zwei 
anderen  Oegenkreisen  sind ,  ohne  dass  das  Viereck  in  einem  dieser  Kreise 
liegt.« 

Lässt  man  den  Begriff  ,, parallele  Haaptbogen"  fallen,  so  empfiehlt 
es  sichy  auch  den  Namen  ,, sphärisches  Parallelogramm**  fallen  zu  lassen 
und  die  oben  als  solche  definirte  Figur  mit  dem  Namen  »Kugelraute**  xu 
bezeichnen. 

Eine  einfache  Definition  der  Kagelraute  ist  folgende: 

»Kugelraute  heisst  ein  sphärisches  Viereck,  dessen  Ecken 
die  Endpunkte  zweier  sich  gegenseitig  halbirender  Haupt- 
bogen sind.**  Diese  sich  halbirenden  Haaptbogen  sind  die  Diagonalen  der 
Baute;  ihr  Schnittpunkt  der  Diagonalschnitt  derselben. 

Aus  der  Congruenz  der  sich  am  Diagonalschnitt  gegenüber  liegenden 
Dreiecke  folgt  dann  sofort  die  Gleichheit  der  gegenüber  liegenden  Seiten; 
hieraus  ferner  die  Congruenz  der  beiden  Dreiecke,  in  die  die  Raute  durch 
eine  Diagonale  zerlegt  wird,  und  hieraus  die  Gleichheit  der  gegenüber 
liegenden  Winkel  der  Baute. 

Verlängert  man  ein  Paar  gegenüber  liegender  Seiten  einer  Kag^el- 
raute,  so  entsteht  ein  sphärisches  Zweieck.  Wir  wollen  als  Mittelpunkt 
eines  Zweiecks  die  Mitte  der  Winkelhalbirenden  desselben  bezeichnen.  Dann 
gilt  für  das  sphärische  Zweieck  der  Satz: 

„Jeder  durch  den  Mittelpunkt  des  Zweiecks  gelegte  Hauptkreis  «er- 
legt denselben  in  zwei  congruente  TheilC;  woraus  folgt,  dass  der  Mittel- 
punkt des  Zweiecks  die  Mitte  aller  durch  ihn  gelegten,  von  den  Seiten 
des  Zweiecks  begrenzten  Hauptbogen  ist.** 

Ist  also  in  Figur  1  D(7=  C-B,  JFC=  CG,  so  ist  FDGE  eine  Kngei- 
raute.    Durch  Verlängerung  des  gegenüber  liegenden  Seitenpaares  F2>  und 
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EG  erhält  man  das  Zweieck  FÄEB,  dessen  Mittelpunkt,  wie  leicht  nach- 
zuweisen, C  ist.  Ebenso  ist  G  der  Mittelpunkt  des  durch  Verlängerung 
von  DQ  und  FE  entstandenen  Zweiecks,  dessen  in  der  Figur  sichtbarer 
Theil  DQHF  ist. 

Es  ist  also  der  Schnittpunkt  der  Diagonalen  der  Raute  gemeinsamer 
Mittelpunkt  der  beiden  Kugelzweiecke.  Wir  wollen  ihn  deshalb  als  Mittel- 
punkt der  Baute  bezeichnen. 

Daraus  folgt  weiter: 

„Der  Mittelpunkt  der  Baute  ist  die  Mitte  aller  durch  ihn 
gelegten,  von  einem  Paar  Gegenseiten  oder  deren  Verlänger- 
ungen begrenzten  Hauptbogen. ** 

Es  lassen  sich  femer  leicht  folgende  Sätze  beweisen: 

1.  Haben  zwei  Kugelzweiecke  den 
Mittelpunkt  gemeinsam ,  so  ist  der  ihnen 
gemeinsame  Theil  der  Kugelfläche  eine 
Kugelraute. 

2.  Die  Ecken  aller  Kugelzweiecke, 
welche  den  Mittelpunkt  gemeinsam  haben, 
liegen  auf  einem  Hauptkreise,  demjenigen, 
dessen  Pol  jener  Mittelpunkt  ist. 

3.  Far  alle  Kugelrauten  mit  dem- 
selben Mittelpunkt  liegen  die  Durch- 
schnitte je  zweier  Gegenseiten  auf  dem 
Hauptkreise,  welcher  jenen  Mittelpunkt 
zum  Pol  hat. 

Führen  wir  nun  fdr  die  Schnittpunkte  der  Gegenseiten  einer  Kugelraute 
die  Bezeichnung  „Spitzen 
der  Baute",  für  den  Haupt- 
kreis, der  durch  die  Spitzen 
gelegt  ist,  die  Bezeichnung 
9 Spitzenlinie''  ein,  so  ist  der 
Mittelpunkt  der  Baute 
der  Pol  zur  Spitzen- 
linie. 

Wir  legen  nun  (Fig.  2) 
durch  0  einen  beliebigen 
Hauptkreis,  der  das  eine 
Paar  von  Gegenseiten  in  L 
und  iBT,  das  andere  in  N 
und  Q,  und  die  Spitzenlinie 
in  F  schneidet.  Die  Ebene 
dieses  Hauptkreises  wird 
durch  Figur  3  dargestellt. 
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Am  Eugelmittelpnnkt  bildet  oC  gegen  oP  einen  rechten  Winkel;  da 
LC-=^  Cüf,  BO  bilden  oL  und  oJEf  gegen  oO  gleiche  Winkel,  und  da  femer 
'SC^  CQ\  wo  Q'  der  Gegenpunkt  von  Q,  so  bilden  auch  oQ'  und  oN 
gegen  oC,  sowie,  wie  sich  aus  der  Figur  ergiebt,  oN  und  oQ  gegen  oP 
gleiche  Winkel.  Fig.  8. 
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Aus  dieser  Figur  schöpfen  wir  die  Definition  harmonischer  und  in- 
▼olutorischer  Elemente: 

„Unter  vier  harmonischen  Hauptstrahlen  verstehen 
wir  zwei  Strahlenpaare  eines  Büschels^  deren  eines  ein 
senkrechtes  ist,  deren  anderes  gegen  einen  Strahl  des 
senkrechten  Paares  (also  auch  gegen  den  anderen) 
gleiche  Winkel  bildet." 

,,Vier  Punkte  einer  Oeraden  oder  vier  Strahlen 
eines  Strahlbüschels  heissen  harmonische  Punkte  oder 
Strahlen,  wenn  sie  zu  vier  harmonischen  Haupt- 
strahlen projectivisch  sind.** 

*  um  einem  etwaigen  Bedenken  gegen  diese  Definition  der  harmonischen 
Elemente,  die  in  einer  sehr  bedeutenden  Anzahl  von  Fällen,  besonders  auch  in 
der  Theorie  der  Kegelschnitte,  harmonische  Elemente  auf  Grund  der  Definition 
sofort  als  solche  erkennen  lässt,  vorzubeugen,  bemerke  ich  hier,  dass  die  har- 
monische Theilong  oder  Trennung  und  die  projectivische  Geometrie  zwei  un- 
abhängig von  einander  bestehende  Lehren  sind,  woran  die  künstliche  Verbindung 
beider  zur  Ableitung  der  Grundlagen  der  Geometrie  der  Lage  einen  Zweifel  auf- 
kommen lassen  könnte.  Die  harmonischen  Elemente  sind  auch  hier  definirt  durch 
eine  gewisse  Lage:  die  Lage  ist  aber  durch  die  Beziehung  der  Winkel  mit  einem 
bestimmten  Maass  verknüpft. 

Li  der  projectivischen  Geometrie  sehe  ich  die  Lehre  von  den  Eigen- 
schaften der  projectivischen  Figuren,  oder  genauer:   die  Lehre  von  den  Eigen- 
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Ordnet  man  die  Strahlen  eines  Strahlbüschels  derart  zu 
Paaren,  dass  jedes  Paar  aus  den  zu  einem  festen  Paar  har- 
monischen Strahlen  besteht,  so  nennt  man  jedes  derartige 
Strahlenpaar  ein  Paar  einer  hyperbolischen  Involution  inner- 
halb des  Büschels. 

Ein  ausgezeichneter  Strahlbüschel  in  hyperbolischer  In- 
volution ist  ein  solcher,  bei  welchem  die  Strahlen  des  festen 
Paares  zu  einander  senkrecht  stehen.  Bei  diesem  bildet  jedes 
Paar  der  Involution  mit  dem  festen  Paare  ein  System  har- 
monischer Hauptstrahlen,  es  bilden  also  die  Strahlen  eines 
jeden  Paares  gleiche  Winkel  gegen  den  einen  Strahl  des 
festen  Paares,  und  ebenso  auch  gegen  den  anderen. 

Hieraus  geht  hervor,  dass,  wenn  von  zwei  project^vischen 
Strahlbüscheln  die  Strahlen  des  einen  involutorisch  gepaart 
sind,  auch  die  entsprechenden  Strahlen  des  anderen  innerhalb 
desselben  involutorisch  gepaart  sein  müssen. 

Wird  ferner  ein  involutorischer  Strahlbüschel  von  einer 
Geraden  geschnitten,  so  nennt  man  die  Durohschnittspunkte 
eines  Strahlenpaares  der  Involution  mit  dieser  Geraden  ein 
Punktpaar  einer  Involution   auf  dieser  Geraden.* 

Wir  kehren  nun  zur  Eugelraute  zurück  und  projiciren  die  ganze 
Fignr  vom  Eugelmittelpunkt  o  aus  auf  eine  beliebige  Ebene.  Denn  pro- 
jiciren sich  sämmtliche  Hauptkreise  als  Gerade,  die  Ecken  der  Baute  als 


Schäften,  welche  Figuren  zukommen,  insofern  sie  projectivisch  sind.  Diese  Lehre 
habe  ich  in  einem  besonderen  Schriffcchen  als  ein  in  sich  abgeschlossenes  Kapitel 
darzustellen  versucht. 

Zur  Begründung  dieser  Lehre  lässt  sich,  wenn  wir  die  Geometrie  der  Lage 
nicht  in  unsere  Erörterung  ziehen,  der  Satz  von  der  Gleichheit  entsprechender 
Doppelverhältnisse  nicht  entbehren;  der  Specialfall,  wo  dieses  Doppelverhältniss 
den  Werth  —  1  annimmt,  ist  bei  der  Behandlung  der  Projectivität  ebenso  wenig 
erforderlich,  als  der  Specialfall,  wo  das  Verhältniss  entsprechender  Seiten  der 
Einheit  gleich  ist,  bei  der  Behandlung  der  Lehre  von  der  Aehnlichkeit  der 
Figuren. 

*  Eine  elliptische  Involution  innerhalb  eines  Strahlbüschels  wird  in  analoger 
Weise  definirt: 

„Ordnet  man  die  Strahlen  eines  Strahlbüschels  in  der  Weise  zu 
Paaren,  dass  jedem  Strahl  der  zu  ihm  senkrechte  conjugirt  ist,  be- 
zeichnet sodann  auf  irgend  einer  den  Strahlbüschel  schneidenden  Ge- 
raden die  Schnittpunkte  je  zweier  conjugirter  Strahlen  als  conjugirte 
Punkte,  so  nennen  wir  je  zwei  conjugirte  Punkte  der  Geraden  ein  Paar 
einer  elliptischen  Involution  auf  dieser  Geraden." 
Diese  Bennenung  wird  sodann  übertragen  auf  die  entsprechenden  Elemente 
in  allen  zu  dieser  Geraden  projectivischen  Strahlbüscheln  und  Geraden. 

Uebrigens  scheint  mir  die  Bezeichnung  dei*  Involution  als  „hyperbolische" 
und  „elliptische"  nicht  glücklich  gewählt.  ^  t 
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Ecken  eines  Vierecks,  die  Spitzen  der  Baute  als  die  Durchschnitte  zweier 
Gegenseiten  des  Vierecks,  die  wir  entsprechend  als  Spitzen  des  Vierecks 
bezeichnen  u.  s.w.  Benennen  wir  mit  c,  b,  e,  f,...  die  Projectionen  von 
C,  D,  Ef  J",  ...,  so  wird  c  der  Diagonalschnitt  des  Vierecks  bgef, 
af)  seine  Spitzenlinie.  oC  ist  die  Normale  zur  Ebene  AoH^  also  bildet 
oC  einen  rechten  Winkel  gegen  jede  von  o  nach  einem  Punkte  von  AH 
oder  a^  gezogene  Gerade;  legt  man  somit  durch  o  C7  irgend  eine  projicirende 
Ebene;  so  bildet  deren  Durchschnitt  mit  ÄoH  stets  mitoCein  senkrechtes 
Strahlenpaar.  Ferner  bildet  in  dieser  Ebene  oC  gegen  oL  und  oM 
gleiche  Winkel,  also  sind  diese  vier  Strahlen  zwei  Paare  harmonischer 
Hauptstrahlen  und  ihre  Durchschnitte  mit  der  Ebene  der  Projection ,  c,  pi 
I,  m,  vier  harmonische  Punkte.  Daraus  ergeben  sich  unter  Berttcksichtignng, 
dass  jedes  Viereck  sich  mit  dem  durch  Projection  der  Eugelraute  ent- 
standenen projectivisch  legen  lässt,  die  Sätze: 

1.  nDer  Durchschnitt  der  Diagonalen  eines  Vierecks  bildet 
mit  einem  beliebigen  Punkte  der  Spitzenlinie  das  eine 
Paar,  die  Schnittpunkte  der  hindurch  gelegten  Geraden 
mit  einem  Paar  Gegenseiten  das  andere  Paar  har- 
monischer Punkte.  ** 

Znsatz.  Auf  jeder  durch  den  Diagonalschnitt  eines  Vierecks 
gehenden  Geraden  bilden  die  Schnittpunkte  mit  jedem  Paar  Gegen- 
seiten des  Vierecks  ein  Punktpaar  einer  hyperbolischen  Involution, 
deren  Doppelpunkte  der  Diagonalschnitt  und  der  Durchschnitt  jener 
Geraden  mit  der  Spitzenlinie  sind. 

2.  „In  einem  Viereck  ist  jedes  Paar  Gegenseiten  das  eine 
Paar  harmonischer  Strahlen,  deren  anderes  Paar  dieVer- 
bindungslinie  ihres  Schnittpunktes  mit  dem  Diagonal- 
punkte und  die  Spitzenlinie  ist^  (da  die  vier  Geraden  durch 
vier  harmonische  Punkte  gelegt  sind). 

3.  x,Die  Diagonalen  eines  Vierecks  sind  ein  Paar  con. 
jugirter  harmonischer  Strahlen,  deren  anderes  Paar 
die  Verbindungslinien  des  Diagonalpunktes  mit  den 
Spitzen  desselben  sind.^ 

Kreuznach.  Dr.  AuauST  Wilhelm  Veltbn. 
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Historisch-literarische  Abtheilung. 

Die  Orassmann'sclie  Ausdehnungslehre. 

Ein  Beitrag 

zur 

Geschichte  der  Mathematik  in  den  letzten  fünfzig  Jahren. 

\  .   Von 
Dr.  V.  Schlegel  , 

Professor  an  der  Oewerbesohule  In  Hagen. 


Im  Jahre  1844  erschien  im  Verlage  Ton  OttoWigand  in^Leipsig  das 
Werk  eines  Stettiner  Bealschallehrers  HermannGra8smann,ein  280  Seiten 
starker  Band,  mit  dem  Titel:  „Die  lineale  Ausdehnnngslehre,  ein 
neuer  Zweig  der  Mathematik,  dargestellt  nnd  dnrcfa  Anwendungen  auf  die 
übrigen  Zweige  der  Mathematik,  wie  auch  anf  die  Statik,  Mechanik,  die 
Lehre  Tom  Magnetismus  und  die  Erystallonomie  erläutert."  Eine  kurze 
orientirende  üebersicht  über  das  Wesen  und  die  Hauptbegriffe  der  Aus- 
dehnungslehre folgte  ein  Jahr  später  in  Orunert's  Archiv.  Nach  weiteren 
zwei  Jahren  wies  der  Verfasser  in  einer  von  der  Jablonowskj'schen  Ge- 
sellschaft gekrönten  Preisschrift  nach,  dass  seine  neue  Disciplin  nichts 
Geringeres  sei,  als  die  Verwirklichung  der  schon  vonLeibniz  geforderten 
und  in  ihrer  ausserordentlichen  Bedeutung  für  die  Geometrie  vollständig 
gewürdigten  „geometrischen  Analjsis^.  Gleichzeitig  gab  er  weitere  An- 
wendungen dersell)en  auf  Geometrie  und  Mechanik.  Sodann  legte  Grass - 
mann  im  Laufe  der  ersten  zwölf  Jahre  nach  dem  Erscheinen  des  Haupt- 
werkes in  einer  ganzen  Reihe  von  Abhandlungen  im  Crelle'schen  Journale 
wichtige  neue  Entdeckungen  im  Gebiete  der  Curven-  und  Flächentheorie 
nieder,  die  er  lediglich  seiner  Analjsis  verdankte,  darunter  besonders  die 
später  nach  ihm  benannten  Erzeugungsweisen  der  algebraischen  Curven  und 
Flächen.  Im  Jahre  1862  erschien  bei  Adolf  Enslin  in  Berlin  der  durch  einen 
Doppeltitel  des  Werkes  von  1844  bereits  in  Aussicht  gestellte  zweite  Band ; 
„Die  Ausdehnungslehre,  vollständig  und  in  strenger  Form  bearbeitet/ 
Dieser  Band  vereinigte  den  nach  euklidischer  Methode  umgearbeiteten  Inhalt 
des  ersten,  in  mehr  philosophischer  Darstellung  gehaltenen  Theiles  mit 
einer  Fortsetzung  der  Theorie;  durch  welche,  kurz  gesprochen,  die  Analjsis 
der  drehenden  Bewegungen  derjenigen  der  Verschiebungen  .  hinzugefügt 
wurde.  —  Trotz  alledem  blieb  das  Hauptwerk  von  1844  nahezu  ein  Viertel.  jTp 
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Jahrhundert  lang  vollständig  unverstanden  und  unbeachtet^  ebenso  alles 
üebrige,  was  Grassmann  zu  seiner  Erläuterung  oder  Erweiterung  ge- 
schrieben hatte,  mit  alleiniger  Ausnahme  der  oben  genannten  Erzengnngs- 
weisen  von  Curven  und  Flächen,  die  von  der  Wissenschaft  adoptirt  wurden, 
jedoch  ohne  dass  Jemand  sich  die  Mühe  genommen  hätte,  in  die  Methode 
einzudringen,  welche  diese  schönen  Resultate  geliefert  hatte.  Des  mini- 
malen Absatzes  wegen  hatte  der  Verleger  das  Werk  von  1844  endlich  ein- 
stampfen lassen.  Grassmann  selbst  hatte  sich,  da  der  Erfolg  des  zweiten 
Theils  womöglich  noch  geringer  war  als  der  des  ersten,  von  der  mathematbchen 
Arbeit  gänzlich  zurückgezogen  und  in  Sanskritstudien  ein  Feld  gefunden, 
auf  welchem  ihm  rückhaltlose  Anerkennung  zu  Theil  wurde.  Die  Aus- 
dehnungslehre war  verschollen  und  vergessen.  Da  trat  Ende  der  sechziger 
Jahre  der  Umschwung  ein,  welchen  Grassmann,  überzeugt  von  der 
Lebenskraft  seines  Werkes,  am  Schluss  der  Vorrede  des  zweiten  Theils 
vorher  gesagt  hatte.  Auf  dem  antiquarischen  Büchermarkte  erschien  der 
erste  und  bald  darauf  auch  der  vergriffene  zweite  Theil  mit  rasch  in  die  Höhe 
gehenden  Preisen.  Kurz  nach  Grassmann 's  Tode  (1878)  erschien  auch 
ein  Neudruck  des  Werkes  von  1844,  zu  welchem  er  selbst  noch  die  Vor- 
rede hatte  schreiben  können.  Und  heute  liegt  dasselbe  Werk  vor  uns, 
vereint  mit  der  obengenannten  Preisschrift,  als  erster  Band  einer  von  der 
königL  Sachs.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  veranstalteten  Gesammtausgabe 
von  Grassmann 's  mathematischen  und  physikalischen  Werken,  veröffent- 
licht im  B.  G.  Teubner 'sehen  Verlage  im  Jahre  1894  zum  50jährigen 
Jubiläum  seines  ersten  Erscheinens.  Dies  sind  in  kurzen  Zügen  die  Ge- 
schicke des  Lebenswerkes  eines  deutschen  Gelehrten,  dessen  Name,  wenn 
auch  spät,  und  nicht  ohne  wesentliche  Mitwirkung  des  Auslandes,  endlich 
die  ihm  gebührende  Stelle  neben  denen  der  ersten  mathematischen  Grössen 
seines  Jahrhunderts  gefunden  hat. 

Die  Entwickelung  und  Ausbreitung  der  Ausdehnungslehre  in  den  letzten 
25  Jahren  hat  nur  wenige  Zweige  der  Mathematik  unberührt  gelassen,  bei 
mehreren  derselben  hat  sie  sich  als  mächtiger  Hebel  der  Forschung  er- 
wiesen und  nach  verschiedenen  Bichtungen  hin  anregend  und  befruchtend 
gewirkt.  Dagegen  sind  alle  diese  Arbeiten  und  Bestrebungen,  in  Er- 
mangelung eines  Sammelplatzes,  wie  ihn  die  Schalen  anderer  bahnbrechender 
Forscher  in  einzelnen  Zeitschriften  oder  an  einzelnen  Hochschulen  zu  be- 
sitzen pflegen,  räumlich  ungemein  zerstreut.  Es  dürfte  daher  eine  zu- 
sammenfassende und  orientirende  üebersicht  über  die  Entwickelung  und 
Ausbreitung  der  Ausdehnungslehre,  wie  die  folgenden  Zeilen  sie  zu  bieten 
suchen,  gerade  jetzt;  wo  die  Jubiläums -Ausgabe  von  Grass  mann 's  Lebens- 
werk dasselbe  auch  den  ferner  stehenden  Mathematikern  wieder  vor  Augen 
rückt,  in  weiteren  Kreisen  willkommen  sein. 

Der  Schreiber  dieser  Zeilen,  einst  jüngerer  Freund  und  kurze  Zeit 
Amtsgenosse   des  damals  schon  gealterten  und  seinem  eignen^ Werke  ent- 
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fremdeten  H.  Orassmann,  hat,  in  fester  üeberzeugnng  von  der  hohen 
Beden tnng,  welche  dieses  Werk  noch  auf  lange  Zeit  hinaus  für  die  Ent- 
wickelnng  der  mathematischen  Wissenschaft  haben  würde,  seit  26  Jahren 
einen  grossen  Theil  seiner  wissenschaftlicben  Nebenarbeit  diesem  Werke 
zugewendet,  dasselbe  dem  Verständnisse  zugänglicher  zu  machen  und  die 
demselben  sich  widmenden  Krftfte  zu  sammeln  und  zu  einander  in  Be- 
ziehung zu  setzen  gesucht.  Er  ist  daher,  vielleicht  mehr  als  Andere,  in 
der  Lage  gewesen,  mit  dem  Entwickelungsprocesse  des  Grassmann- 
sehen Werkes  in  beständiger  Ftlhlung  zu  bleiben,  und  für  den  fehlenden 
Sammelpunkt  der  dasselbe  betreffenden  Bestrebungen  wenigstens  so  lange 
einen  bescheidenen  Ersatz  zu  leisten,  bisOrassmannn's  Werk  aus  eigener 
Kraft  seinen  Eroberungszng  durch  das  Ausland  vollenden  und  im  Glänze 
dieser  Erfolge  auch  in  Deutschland  allgemeinere  Aufmerksamkeit  neben  den 
Leistungen  anderer  mathematischer  Schulen  sich  erringen  konnte.  So  hofft 
er,  dem  Leser  aus  einem  ungemein  reichhaltigen,  wenn  auch  nicht  lücken- 
losen Materiale,  so  weit  es  der  Baum  gestattet;  wenigstens  die  charakter- 
istischen Züge  der  Geschichte  der  Ausdehnungslehre  und  ihres  Zusammen- 
hanges mit  anderen  Zweigen  der  Mathematik  zu  bieten.  Andererseits  ge- 
denkt er,  bei  dieser  Gelegenheit  zu  den  die  Jubiläums  •  Ausgabe  einleitenden 
Vorbemerkungen  des  dem  Grass  mann 'sehen  Werke  im  Wesentlichen  fem 
stehenden  Herrn  Herausgebers  manche  ihm  nothwendig  scheinende  Er- 
gänzungen zu  liefern.  Er  unterzieht  sich  dieser  Aufgabe  um  so  lieber,  da 
in  der  gegenwärtigen  Gesammtausgabe  von  Grassmann*s  mathematischen 
und  physikalischen  Schriften  nur  das  dem  letzten  Bande  hinzuzufügende 
Literaturverzeichniss  ihm  Gelegenheit  bieten  wird,  seine  Mitarbeit  an  dieser 
Ausgabe  9  die  seinen  und  vieler  anderer  Fachgenossen  längst  gehegten  Wunsch 
erfüllt,  zu  bethätigen. 

Die  Ausdehnungslehre  ist  ein  consequent  ausgebildetes  System 
von  Bechnungsoperationen,  welches  allen  auf  Geometrie  und  Mechanik  be- 
züglichen Untersuchungen  die  einfachste,  weil  naturgemässe  analytische 
Grundlage  liefert.  —  Die  analytische  Geometrie  trägt  durch  die 
Coordinaten  ein  dem  eigentlichen  Gegenstande  der  Untersuchung  gänzlich 
fremdes  Element  in  dieselbe  hinein.  Ihre  Methode  macht  Umwege,  ver- 
liert die  Fühlung  mit  dem  Probleme  und  lässt  seine  Lösung  immer  nur 
wie  durch  einen  Schleier  erkennen.  Die  mit  der  Complicirtheit  des  Gegen- 
standes sich  unverhältnissmässig  steigernde  Weitschweifigkeit  und  Ver- 
wickelung ihrer  Rechnungen  und  Formeln  uöthigt  zur  Aufstellung  immer 
neuer  Goordinatensysteme,  die  bestimmt  sind,  speciellen  Problemen  sich 
möglichst  anzuschmiegen,  und  zur  Erfindung  immer  neuer  Symbole  der 
Abkürzung,  wodurch  die  ganze  ursprünglich  einheitliche  und  consequente 
Methode  in  ihrer  Ausbildung  der  Planlosigkeit  verMlen  ist.  —  Die  syn- 
thetische Geometrie  (im  Sinne  Stein  er 's)  ist  von  diesen  Mängeln  frei; 
aber  sie  entäussert  sich  mit  der  Bechnung  des  mächtigsten  und  bequemsten  t 
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Werkzeuges  der  Untersuchung,  von  welchem  F.  Klein  in  seinen  »Ver- 
gleichenden Betrachtungen  Ober  neuere  geometrische  Forschungen*  so  treffend 
sagt,  dass  ein  gut  angelegter  Formalismus  der  Weiterforschung  den  nicht 
zu  unterschätzenden  Vortheil  leistet ,  dass  er  gewissermassen  dem  Gedanken 
vorauseilt.  Die  Arbeitslast,  welche  sie  dem  Verstände  abnimmt,  bürdet  sie 
der  viel  schwächeren  und  beschränkteren  Anschauung  auf;  an  die  Stelle  der 
bequemen  Formelsprache  setzt  sie  die  schwerfällige  Wortsprache.  Darum 
ist  die  Zahl  ihrer  Anhänger  auch  immer  nur  eine  beschränkte  geweseui 
und  ihr  Werth  wird  Toraussichtlich  mit  der  Zeit  mehr  und  mehr  zu  einem 
propädeutischen  werden.  —  Die  Ausdehnungslehre  operirt,  wie  die 
synthetische  Geometrie,  direct  mit  den  geometrischen  Gebilden ,  unterwirft 
dieselben  aber  den  ihr  eigenen  Bechnungsoperationen.  Sie  legt  die  ein- 
fachsten Beziehungen  der  Gebilde  zu  einander  rechnerisch  fest  und  leitet 
vermittelst  gesetzmässiger  Umformungen  systematisch,  sicher  und  auf 
kürzestem  Wege  zu  neuen  Beziehungen,  da,  wo  andere  Methoden  ermüdende 
Umwege  machen  oder  die  Vermeidung  derselben  durch  künstliche  Gedanken- 
combinationen  erstreben  müssen.  Dabei  bedeutet  jeder  Schritt  der  Bech- 
nung  eine  sofort  verständliche  geometrische  Transformation,  und  der  un- 
erschöpfliche Beichthum  der  möglichen  Umformungen  bildet  eine  ebenso 
unerschöpfliche  Quelle  neuer  Sätze.  Die  Ausdehnungslehre  charakterisirt 
sich  hiernach  als  eine  zur  systematischen  Auffindung  geometrischer  Wahr- 
heiten geeignete  directe  Methode ,  welche  als  sichere  Ftthrerin  in  der  un- 
endlichen Fülle  der  räumlichen  Gebilde  und  ihrer  Beziehungen  zu  einander 
das  System  und  die  Zusammenhänge  klarlegt.  Doch  ist  ihre  Bedeutung 
hiermit  bei  Weitem  nicht  erschöpft.  Die  in  die  Bechnungen  eingeführten 
Elemente  können  von  vornherein  in  allgemeiner  Bedeutung  aufgefiisst  und 
nachträglich  sammt  den  erzielten  Besultaten  in  verschiedenem  Sinne  ge- 
deutet werden.  So  können  z.  B.  dieselben  Formeln  Sätze  der  Geometrie  und 
der  Mechanik  oder  Sätze  der  Linien-  und  der  Eugelgeometrie  ausdrücken. 
Ebenso  können  ihre  Operationen  und  Methoden  auf  Bäume  mit  beliebiger 
Dimensionenzahl  ausgedehnt  werden  und  sind  sogar  ursprünglich  von  Grass - 
mann  überhaupt  in  dieser  grössten  Allgemeinheit  entwickelt  worden.  In 
diesem  umfangreichen  und  wohlgeordneten  abstracten  Systeme  finden  aber 
auch  alle  analytischen  Hilfsmittel  der  Geometrie  ihre  besondere  Stellung 
und  gelangen  in  diesem  Zusammenhange  zu  einer  wesentlich  vervollkomm- 
neten und  vereinfachten  Darstellung.  Dies  gilt  insbesondere  von  der  Theorie 
der  Determinanten,  der  ganzen  sogenannten  neueren  Algebra  und  der  Theorie 
der  analytischen  Functionen.  Auch  verschiedene  Zweige  der  angewandten 
Mathematik  haben  Nutzen  aus  diesen  Methoden  gezogen.  —  Die  Grundlage 
für  alle  diese  Beformen  bilden  zwei  von  Grassmann  als  „äussere'' 
und  „innere''  Multiplication  der  Elemente  bezeichnete  Operationen,  jene 
mit  dem  Grundgesetz  («iO  =  ~  (^^1)9  woraus  sogleich  {e^ei)ssO  folgt, 
diese  mit  den  Grundgesetzen  (e^  |  e^)  =  0,  {e^  |  e^)  =  1.    Aus  diesen  unschein- 
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baren  Anfängen  entwickelt  sich  ein  angeahnter  Beichthum  methodischer 
Hilfsmittel,  der  Seitens  der  Grassmann'schen  Schnle  noch  manche  Er- 
weiterangen  erfahren  hat,  dessen  ganze  Tragweite  wir  aber  auch  heat 
noch  nicht  übersehen  können ,  wie  denn  auch  noch  grössere  Abschnitte  der 
abstracten  Grassmann'schen  Theorie  der  Specialisining  und  Fruchtbar- 
machung harren.  Es  mag  hier  sogleich  bemerkt  werden,  dass  die  An- 
wendung der  Ausdehnungslehre  sich  auf  die  Theorie  derjenigen  Trans- 
formationsgruppen (im  Sinne  von  Lie)  beschränkt,  welche  sich  mit  der 
Geometrie  im  gewöhnlichen  Sinne  ^  einschliesslich  der  mehrdimensionalen 
und  nicht  euklidischen ,  decken.  Die  Werthschätzung  der  Ausdehnungslehre 
bezflglich  ihrer  Tragweite  wird  sich  also  nach  der  Bedeutung  richten ,  welche 
man  dieser  gewöhnlichen  Geometrie  und  Mechanik  im  Vergleich  mit  den  zu 
anderen  Transformationsgruppen  gehörigen  Geometrien  bezw.  luTarianten- 
theorien  beilegt.  In  dieser  Hinsicht  sagt  Studj^  sehr  richtig:  „Ob  aber 
das  betreffende  Zahlensystem  eine  erheblichere  Bedeutung  gewinnen  kann, 
wird  wiederum  davon  abhängen,  welchen  Platz  die  zugehörigen  Gruppen 
in  dem  Ganzen  der  mathematischen  Wissenschaft  einnehmen." 

Die  Ausdehnungslehre  ist  keineswegs  mit  dem  Anspruch  aufgetreten, 
den  regelrechten  Gang  der  Entwickelung  der  mathematischen  Wissenschaft 
störend  zu  durchbrechen.  So  isolirt  auch  ihre  Stellung,  und  so  fremd- 
artig und  undurchsichtig  das  Gewand  war,  in  welchem  sie  zuerst  erschien, 
es  fehlte  nicht  an  vorbereitenden  Erscheinungen ,  welche  auf  sie  hinwiesen. 
Sie  trat  rechtzeitig  in  die  Erscheinung,  um  auf  die  weitere  Entwickelung 
wichtiger  mathematischer  Disciplinen  einen  fördernden  Einfluss  zu  üben. 
Und  wenn  dieser  Einfluss  Jahrzehnte  lang  durch  die  gänzliche  Verborgen- 
heit, in  der  sie  stecken  blieb,  nicht  zur  Geltung  kam,  so  hat  doch,  wie 
wir  jetzt  nach  50  Jahren  überblicken  können,  jene  Entwickelung  ganz  von 
selbst,  unablässig  und  an  den  verschiedensten  Orten,  auf  die  Grass- 
mann 'sehen  Ideen  hingearbeitet,  und  die  vermeintlichen  Entdeckungen 
neuer  Ideen,  die  nichts  anderes  waren,  als  Principien  der  Ausdehnungs- 
lehre,  neuer  Sätze  geometrischen  und  analytischen  Inhalts,  die  sich  als 
Corollare  viel  allgemeinerer  Sätze  der  Ausdehnungslehre  erwiesen,  haben 
da 9  wo  man  die  letztere  noch  nicht  genügend  kennt,  bis  auf  die  neueste 
Zeit  fortgedauert. 

Als  Vorläufer  der  Ausdehnungslehre  sind  ausser  Leibniz'  oben  er- 
wähnter „Geometrischer  Charakteristik*'*  zu  betrachten:  J.  Grassmann 's  ^ 
Auffassung  der  Parallelogramm -Fläche  als  geometrisches  Product  zweier 
anstossender  Seiten ,  Möbius'^  geometrische  Addition  der  Punkte  und 
Strecken,  Bellavitis'^  Aequipollenzen-Bechnung,  die  später  von  Hoüel 
als  logische  Consequenz  aus  der  allgemeinen  Ausdehnungslehre,  wie  auch 
der  Quatemionen-Bechnung,  nachgewiesen  wurde,  wogegen  Bellavitis 
allerdings  protestirte.^ 
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Mit  einzelnen  charakteristischen  Operationen  der  Ansdehnungslehre, 
aher  völlig  unbeeinflasst  von  ihr,  stimmen  überein:  St.  Venant's^  Mnltipli- 
cation  der  Strecken,  Cauchj's®  Clefs  alg6briqaes,  O'Brien's^  Symbolische 
Formen  (=  ftussere  Prodacte),  Gauss' ^^  geometrisches  (=  inneres)  Pro- 
duct,  Bnnkofer's^^  Zahlenbüschel  (=  der  Addition  unterworfene  Strecken), 
B6sars^'  geometrisches  (=  inneres)  Produot  in  der  Mechanik,  adoptirt  Ton 
Somoff^^  Lipschitz'^^  PrimitiTzeichen,  die  mit  den  Orassmann'schen 
Einheiten  identisch  sind  und  denselben  Multiplicationsgesetzen  unterliegen 
wie  diese.  Femer  die  von  Kronecker  und  Weierstrass^^  abkflrzungs- 
weise  eingeführten  Bezeichnungen  der  Determinanten ,  die  lediglich  als  Vor- 
stufen für  die  systematische  Darstellung  derselben  durch  Grassmann 
erscheinen,  Möbius'^'  Auffassung  des  negativen  halben  Quadrats  der 
Entfernung  zweier  Punkte  als  (inneres)  Product  derselben  ^  Badorffs^^  Auf- 
fassung der  gemeinschaftlichen  Potenz  zweier  Kugeln  als  (inneres)  Product 
derselben,  M^ray's^^  Assemblages  binaires  de  la  taxe  &,  ein  specieller 
Fall  von  Grassmann's  extensiven  Grössen,  welche  aus  k  +  1  Einheiten 
abgeleitet  sind  und  algebraische  Multiplication  zulassen  ^^;  Chapman's^ 
die  Quaternionensymbole  8  und  V  als  Special^lle  umfassendes  Symbol  Wk^ 
welches  eine  Ausdehnung  der  Quaternionentheorie  auf  n  Einheiten  ermög- 
licht, aber  nichts  weiter  ist  als  ein  Symbol  für  die  äussere  Multiplication, 
ebenso  ein  weiterer  Versuch  Chapman's,  die  Quaternionentheorie  zu  ver- 
bessern^^; ferner  Genty's^*  Auffassung  des  Quatemionensymbols  8{ah) 
als  „projectivisches^  (=>  inneres)  Product  der  Vectoren  a  und  hy  and 
Sylvester 's  ^  „Nivellator'^,  ein  Symbol,  welches  von  gleichem  Gesichts- 
punkt aus  gebildet  ist,  wie  der  „Lttckenausdruck"  der  Ausdehnungslebre.  — 
Wie  sehr  auch  die  Symbolik  der  neueren  Algebra  sich  den  Darstellungs- 
weisen der  letzteren  genähert  hat,  ohne  deren  sachgemftssen  Charakter  zu 
erreichen,  zeigt  besonders  deutlich  die  Gleichung  a^  &=  0»  welche  sagt,  dass 
ein  Punkt  x  die  Curve  n^^  Ordnung  a  beschreibt,  aber  links  nichts  weiter  als 
eine  zur  Abkürzung  hergestellte  willkürliche  Zusammenstellung  dreier  Buch- 
staben aufweist,  während  die  dasselbe  ausdrückende  Gleichung  aa;"s=Oder 
Ausdehnungslehre  das  äussere  Product  der  Curve  a  mit  der  algebnuscben 
Potenz  x^  enthält,  also,  anstatt  eines  zu  seiner  Umformung  und  NuU- 
barmachung  neue  symbolische  Operationen  erfordernden  Conglomerates, 
einen  in  den  Organismus  des  Systems  sich  einfügenden  und  mittelst  des- 
selben weiter  zu  behandelnden  Ausdruck.  Einen  weiteren  Beweis  dafür, 
dass  die  in  der  modernen  Algebra  benutzten  Symbole  sich  sehr  einfach 
und  mit  grösstem  Vortheil  für  die  Flüssigkeit  der  Bechnungen  und  die 
geometrische  Deutung  der  Resultate  durch  Grass  mann 'sehe  Product- 
bildungen  ersetzen  lassen,  bildet  die  von  Wälsch^  ausgeführte  Darstellang 
der  in  der  Liniengeometrie  üblichen  Strahlen-  und  Achsencoordinaten  als 
äussere  Producte.  Endlich  sei  bemerkt,  dass  die  abkürzenden  Symbole, 
durch   welche    Hesse    der   analytischen  Geometrie    ihre    längst    entbehrte 
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Einfachheit  und  Eleganz  gab,  diejenige  Entwickelnngsstafe  dieser  Wissen- 
schaft kennzeichnen,  von  welcher  der  nächste  Fortschritt  zu  den  Methoden 
der  Ansdehnnngslehre  ftihrt. 

Demgegenüber  haben  die  Analytiker  strenger  Observanz  sich  lange 
gegen  die  Nothwendigkeit  oder  sogar  Znlftssigkeit  solcher  Operationen 
gesträubt ,  welche,  wie  die  Grassmann'schen  Moltiplicationen,  anderen 
Gesetzen  gehorchen  als  denen  der  gewöhnlichen  Arithmetik.  Jedenfalls 
beschränkte  man  diese  Operationen  auf  die  niederen  Anwendungsgebiete 
der  Geometrie  und  Mechanik.  Zur  Charakteristik  dieser  beschränkten  Auf- 
üassnng  vergleiche  man  Stndj's^  AnsfÜhrungen  (a.  a.  0.  S.  177  flg.;  S.  213). 
um  so  interessanter  ist  es,  dass  neuerdings  rein  analytische  Processe  auf 
derartige  Operationen  geführt  haben.  Eigentlich  gehören  hierher  von 
älteren  Resultaten  bereits  die  Grassmann'sche  Determinantendarstellung, 
Gauchy's  Clefs  alg^briques  und  Lipschitz*  Primitivzeichen.  Sodann  fand 
Frobenius*^  dass,  wenn  Ä  und  B  zwei  bilineare  Formen  der  Variablen 
x^...OBny  yi .  •  •  yn  siud,  das  Product 

^Vk  dXk 

im  Allgemeinen  von  J?^  verschieden  ist.  Neuerdings  hat  Study^  gezeigt, 
dass  die  Theorie  der  Gruppen  linearer  Transformationen  im  engsten  Zu- 
sammenhange mit  der  Theorie  der  höheren  complexen  Zahlen  steht.  Zur 
Benrtheilnng  dieser  letzteren  Zahlensysteme  sind  hierdurch  weit  umfassendere 
Gesichtspunkte  gewonnen ,  als  sie  die  auf  den  engen  Kreis  ihrer  elementaren 
Operationen  sich  zurückziehende  „höhere  Analysis''  bieten  kann. 

Die  Grassmann'sche  Ableitung  einer  Ausdehnungsgrösse  (Punkt  oder 
Strecke)  aus  Einheiten  (Punkten  oder  Strecken)  mittelst  Zahlen,  die  man 
ale  Coordinaten  jener  Grösse  betrachten  kann,  findet  sich  wieder  in  einer 
Reihe  von  selbstetändig  erdachten  Coordinatensystemen ,  deren  Coordinaten 
sich  nur  durch  constante  Factoren  von  den  Grassmann'sohen  unter- 
scheiden! aber,  wie  alle  derartigen  Systeme ,  hinter  dem  Grass  man  naschen 
darin  zurückstehen,  dass  bei  ihrer  Anwendung  nur  mit  den  von  den  Funda- 
mentalpunkten losgelösten  Coordinaten  gerechnet  wird»  während  die  Gleich- 
ungen der  Ausdehnungslehre  gerade  diesen  Punkten  und  den  zwischen  ihnen 
waltenden  Rechnungsgesetzen  ihre  grosse  Einfachheit  und  die  Leichtigkeit 
und  Durchsichtigkeit  ihrer  Transformationen  verdanken.  Solche  Systeme 
sind;  Möbius'^^  barycentrische  Coordinaten,  Chasles'  Schnittverhältniss- 
Coordinaten,  SchendeTs^^  Trilinearcoordinaten,  ferner  die  von  Kindel*^ 
bei  einer  reciproken  Zuordnung  der  räumlichen  Elemente  benutzten  Co- 
ordinaten und  d'Ocagne's'^  Tetraeder -Coordinaten,  welche  letztere  wieder 
als  specielle  Fälle  einerseits  die  Cartesischen  und  Plücker'schen,  an* 
dererseits  die  parallelen  Punkt-  und  Tangenten -Coordinaten  in  sich  ent* 
halten.  ^  j 
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Ohne  wesentliche  Aenderung  fflgen  sich  in  das  System  der  Ans- 
dehnungslehre  ein:  Argand's^und  Gaus s'^^  Darstellung  der  imaginfiren 
Grössen  durch  Yectoren,  Siebeck's^  Punktcalcttl,  sowie  die  von  Möbius 
und  BjOrling^  gegebenen  Darstellungen  des  Imaginären  in  der  Ebene 
bezw.  im  Baume. 

Auch  an  umfassenderen,  in  der  Grassmann 'sehen  Tendenz  sich  be- 
wegenden und  der  Ausdehnungslehre  verwandten  Unternehmungen,  um  eine 
besondere  Analjrsis,  namentlich  für  die  Zwecke  der  Geometrie  oder  Physik, 
zu  schaffen,  hat  es  nicht  gefehlt  Hier  ist  vermöge  ihrer  reichen  Aus- 
gestaltung und  des  Ansehens ,  welches  sie  erlangt  hat;  in  erster  Linie 
Hamilton's  Quatemionentheorie  zu  nennen,  von  welcher  noch  weiter 
unten  die  Bede  sein  wird.  Aber  vermOge  der  Beschrftnktheit  ihrer  Hilfs- 
mittel und  ihres  natürlichen  Anwendungsgebietes  ^  sowie  der  abschreckenden 
Schwerfälligkeit  und  ünzweckmässigkeit  ihrer  Bezeichnungen  sieht  sie  weit 
hinter  der  Ausdehnungslehre  zurück,  und  alle  ihr  zugewiesenen  Aufgaben 
finden  eine  angemessenere,  oft  auch  kürzere  Erledigung  in  der  letzteren, 
welche,  wie  schon  Grassmann'^  nachwies,  ihre  Methoden  mit  umfasst.  Eben- 
falls unabhängig  gelangte  Gib bs^  von  dem  Ausgangspunkte  der  Quatemionen- 
theorie zu  seiner  im  Wesentlichen  mit  Methoden  der  Ausdehnungslehre 
übereinstimmenden  Vector  Analysis.  Auch  Cayley's^  Memoir  on  the 
theory  of  matrices,  Peirce's'^  Linear  associative  Algebra,  nach  seinem 
Tode  fortgesetzt  von  seinem  Sohne,  und  Sylvester 's '^  Lectures  on  the 
principles  of  universal  Algebra  bewegen  sich  durchaus  in  der  Biohtung 
der  Grassmann'schen  Ideen.  Neuerdings  hat  Macfarlane^  in  seiner 
Algebra  of  physics  eine  Analysis  herzustellen  gesucht,  welche  die  Methoden 
der  Ausdehnungslehre,  der  Quatemionen  und  der  Determinanten  im  Interesse 
physikalischer  Anwendungen  in  sich  vereinigen  soll. 

In  der  Tendenz  theil weise  mit  Grassmann  übereinstimmend,  jedoch 
auf  wenig  praktikable  Wege  führend,  erweist  sich  ein  älterer  Versuch  des 
Prager  Professors  Doppler,  geometrische  Gebilde  direct  in  die  Bechnungen 
einzuführen,  und  Sehe  ff  1er 's  „Situationscalcül**. 

D  eberblicken  wir  diese  lange  Beihe  mathematischer  Bestrebungen, 
welche  alle  dem  fietöt  ausnahmslos  schon  vor  ihnen  vorhandenen  System  der 
Ausdehnungslehre  wie  einem  Brennpunkte  zustreben,  so  können  wir  uns 
dem  Eindrucke  nicht  entziehen,  dass  dieses  System  eine  bleibende  Stelle  in  der 
Entwickelungsgeschichte  der  Mathematik  einzunehmen  bestimmt  ist.  Gleich- 
zeitig aber  müssen  wir  uns  sagen :  Welche  Unsumme  überflüssiger  geistiger 
Arbeit  wäre  der  Mathematiker  -  Generation  der  zweiten  Hftlfte  des  19.  Jahr- 
hunderts erspart  geblieben,  wenn  dieselbe  rechtzeitig  von  dem  vorhandenen 
Systeme  Grassmann's  Besitz  ergriffen  hätte,  anstatt  dasselbe  mühsam 
und  mit  allerlei  Fehlversuchen  ein  halbes  Jahrhundert  lang  neu  aufzubauen  I 
Denn,  erreicht  sind  die  Principien  dieses  Systems  nur  stückweise  und  von 
Wenigen,  darüber  hinausgekommen  ist  Niemand,  und  nur  um-^n wesentliche 
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formale  Yerbesaenuigen  oder  um  Fortbildungen  im  Sinne  dieses  Systems 
nnd  Anwendungen  desselben  hat  es  sich  in  demjenigen  Arbeiten  gebandelt, 
die  über  Orassmann's  eigne  Leistungen  hinausgehen. 

Da  drttngt  sich  von  selbst  die  Frage  auf:  Wie  kam  es,  dass  diese 
Leistungen  so  lange  unbeachtet  schlummern  konnten?  Eine  Hauptursache 
hierfür  war  die  Form,  welche  Orassmann  selbst  seinem  Werke  gegeben 
hatte.  Indem  er  das  denkbar  allgemeinste  und  abstracteste  System  auf- 
stellte, aus  welchem  Geometrie  und  Mechanik  sich  erst  als  Anwendungen 
specieller  Fälle  deduciren  liessen ,  erhielten  gani  von  selbst  Inhalt  und  Be- 
gründung dieses  Systems  ein  weit  mehr  philosophisches  als  mathematisches 
GeprBge,  und  die  Proben  der  praktischen  Verwendbarkeit  für  die  Mathe- 
matik waren  Yiel  zu  spärlich  und  versteckt,  um  einen  Mathematiker  zum 
Studium  eines  Werkes  aufzumuntern,  welches  sich  im  üebrigen  weitab  Yon 
den  gewohnten  Bahnen  mathematischer  Untersuchungen  bewegte.  Wenn 
selbst  der  den  Ideen  des  Werkes  weitaus  am  nächsten  stehende  MObius^ 
beim  Studium  desselben  seines  philosophischen  Charakters  wegen  erlahmte, 
so  ist  erklärlich,  dass  im  üebrigen  kaum  der  mathematische  Oehalt  des 
Werkes^  geschweige  seine  Bedeutung  erkannt  wurde*  Die  warme  Aufnahme, 
die  dasselbe  bei  Möbius,  und  der  Achtungserfolg,  den  es  bei  Orunert 
flEuid,  waren  Ausnahmen.  Die  im  herablassenden,  selbstgefUlligen  Tone  des 
Olympiers  gehaltene  Aensserung  von  Oauss^^,  der  das  Werk  des  un- 
bedeutenden Lehrers  einer  fldchtigen  Durchsicht  würdigte,  und  dessen 
Interesse  sich  nur  darauf  lenkte ,  inwieweit  des  Verfassers  Tendenzen 
sich  etwa  mit  den  seinigen  berührten ^  dürfte,  nach  Abzug  jenes  Tones, 
für  die  damalige  Aufnahme  der  Ausdehnungslehre  im  Allgemeinen  charakter- 
istisch sein.* 

Schwerer  zu  verstehen  ist,  dass  auch  die  rein  mathematische  Preis- 
schrift ^'  und  besonders  die  Abhandlungen  in  Crelle's  Journal**  damals 
keine  Beachtung  fanden,  obwohl  die  letzteren  auf  dem  allgemein  inte- 
ressirenden  Gebiete  der  Curven  -  und  Flächentheorie  neue  Resultate  zu  Tage 
f5rderten,  die  doch  später  für  wichtig  genug  erachtet  wurden,  in  Verbindung 
mit  Grassmann 's  Namen  weiter  zu  leben,  wenn  auch  die  Methode,  der 
diese  Resultate  ihre  Entstehung  verdankten,  vergessen  blieb.  So  konnte 
z.  B.  Plücker  im  34.  Bande  des  Crelle'schen  Journals  behaupten,  es  gebe 
noch  keine  allgemeine  geometrische  Definition  einer  Curve  dritter  Ordnung, 
während  bereits  im  31.  Bande  desselben  Journals  Grassmann  eine  solche 
Definition  gegeben  und  als  allgemein  nachgewiesen  hatte.  Man  kann  zur 
Erklärung  nur  annehmen,  dass  damals  selbst  die  Publicität  des  Crelle'sohen 
Jonmals  nicht  genügte ,  hervorragenden  Leistungen  die  verdiente  An- 
erkennung zu  sichern,  wenn  der  Autor  sich,  wie  Grassmann,  in  einer 
wissenschaftlich  untergeordneten  äusseren  Stellung  befand. 

*  Als  einzige  Fracht  seines  Werkes  nennt  Grass  mann  in  der  Vorrede  zur 
„Ausdehnungslehre  von  1862"  eine  kleine  Abhandlung  von  KysäuB*'*     C^OOqIp 
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XJebrigens  ging  es,  beiläufig  bemerkt,  anderen  Entdeckungen  Grase - 
mann 's  nicht  besser.  Das  elektrodynamische  Gesetz  über  die  Einwirkung 
zweier  Stromtheile,  welches  Grassmann  1845  in  ^Poggendorff's  An- 
nalen"  TerOffentlichte,  wurde  erst  bekannt,  als  Clausius^^im  Jahre  1876 
dasselbe  Ton  Neuem  fand.  Dabei  war  die  kurze»  durchsichtige  Formulirung 
Grassmann 's  den  Ter  wickelten  Gleichungssjstemen  Ton  Clausius  wesent- 
lich überlegen.  —  Die  Theorie  der  Vocaltöne,  welche  Grass  mann  1864, 
allerdings  an  der  entlegenen  Stelle  eines  Stettiner  Schulprogramms,  ver- 
öffentlicht  hatte,  wurde  1859  von  Helmholtz  nur  wiedergefunden.  Ob 
der  Ton  Grassmann^  1877  gelieferte  Beweis,  dass  die  Grundlage  der 
Helmholtz*schen  Theorie  über  die  physikalische  Natur  der  Sprachlaute 
unrichtig  ist,  Beachtung  gefunden  hat,  ist  dem  Schreiber  dieses  nicht  be- 
kannt. —  Im  Jahre  1853  widerlegte  Grassmann^^  die  Ton  Helmholtz 
zwei  Jahre  früher  aufgestellte  Theorie  der  Farbenmischung  und  leitete 
ftlr  dieselbe  mittelst  der  Methoden  der  (mehrmals  citirten)  Ausdehnungs- 
lehre  ein  die  empirische  Begel  Newton's  bestätigendes  Gesetz  ab,  welches 
auch  Ton  Helmholtz  später  in  seiner  „Physiologischen  Optik"  adoptirt 
wurde.  Aber  auch  Helmholtz  fand»  trotz  des  nahen  Zusammenhanges 
zwischen  der  Ausdehnungslehre  und  seinen  eignen  Speculationen ,  keine 
Veranlassung,  von  Grassmann 's  Buche  Kenntniss  zu  nehmen. 

Die  „Ausdehnungslehre  von  1862**,*  welche  den  Inhalt  des  früheren 
Werkes  in  gänzlich  yeränderter,  nach  Euklid'schem  Muster  gearbeiteter 
Darstellung  enthielt  und  einen  zweiten  Theil  hinzufügte»  sollte  in  der 
Form  dem  Mathematiker  mehr  entgegenkommen.  Bedenkt  man  aber,  daea 
die  Leistungsfähigkeit  der  dogmatischen  Euklidischen  Methode  im  Wesent- 
lichen auf  die  Elemente  der  Geometrie  beschränkt  ist»  und  dass  diese 
Methode  auf  dem  Gebiete  der  elementaren  Arithmetik  nur  wie  der  Best 
eines  mittelalterlichen  Bauwerks  in  unsere  Zeit  hineinragt,  so  wird  man 
begreifen,  wie  unwillig  sich  der  umfassende  Stoff  des  Grassmann'schen 
Systems  in  die  Zwangsjacke  dieser  Darstellung  hineinpressen  liess.  Das 
neue  Gewand  stand  denn  auch  dem  Werke  derart  übel  zu  Gesicht,  daas 
selbst  Grüne rt  bei  aller  Anerkennung  des  yon  Grassmann  bewiesenen 
Scharfsinnes  im  sichtlichen  Gefühle  der  Enttäuschung  erklärte,  keinen 
eigentlich  wissenschaftlichen  Fortschritt  in  dem  Werke  zu  finden,  und  es 
ablehnte,  eine  Becension  darüber  zu  veranlassen.  So  war  denn  trotz  der 
unendlichen  auf  die  Darstellung  verwandten  Mühe  ein  Werk  zu  Stande 
gekommen,  welches  mit  seinen  seitenlangen  ermüdenden  abstracten  Be« 
weisen  die  Geduld  des  Lesers  noch  in  weit  höherem  Maasse  auf  die  Probe 
stellte  wie  der  erste  Theil.  Die  neue  Arbeit  blieb  denn  auch  noch  un- 
bekannter als  die  erste,  ihr  Inhalt  ein  Schatz,  versteckt  in  Disteln  und 
Dornen. 

*  Beide  Ausgaben  der  „Ausdehnungslehre"  werden  in  der  Folge  durch  die 
Bezeichnungen  Ai  und  As  unterschieden  werden*  ^  1 
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Angesichts  dieser  Thatsaohen  wird  man  fragen,  ob  denn  Qrassmann 
Oberhaupt  nicht  fähig  war,  seinen  weitausschanenden  genialen  Conceptionen, 
seinen  logisch  scharfen  und  klar  durchdachten  Gtedankenreihen  eine  an- 
gemessene Form  zu  geben.  Nun,  seine  Lehrbücher  der  Algebra  und  be- 
sonders der  Trigonometrie  beweisen  das  Gegentheil.  Beide,  in  Deutsch- 
land fast  unbekannt)  besser  gewürdigt  in  Amerika^  sind  noch  heut,  trotz 
Euklidischer  AeusserlichkeiteUi  unübertro£fene  Muster  von  wissenschaft- 
licher Strenge,  Klarheit,  Kürze  und  praktischer  Durchbildung  der  Methode. 
Dafür  hatte  Orassmann  aber  auch  Gelegenheit  gehabt;  die  beste  Dar- 
stellung der  hier  behandelten  Stoffe  im  Unterrichte  aufzusuchen  und  zu 
erproben,  und  diese  Gelegenheit  blieb  ihm  hinsichtlich  seiner  eignen 
Schöpfung  TerschlosseU;  weil  er  niemals  auf  den  ihm  als  theoretischem 
Forscher  wie  als  praktischem  Lehrer  gleichmftssig  gebührenden  Platz  an 
einer  Hochschule  gelangte.  Dort  allein  hätte  er  vermocht,  im  Besitz  aus- 
reichender Müsse ;  in  der  Entfaltung  einer  entsprechenden  Lehrthätigkeit, 
im  lebendigen  Verkehr  mit  CoUegen  und  Schülern,  sein  System  auch 
äusserlich  in  einer  den  Ansprüchen  der  modernen  Wissenschaft  genügenden 
Weise  auszugestalten  und  die  Yortheile  desselben  ins  rechte  Licht  zu  setzen. 
Die  Vorlesungen,  welche  er  im  Jahre  1842  in  einem  befreundeten  kleinen 
Kreise  über  sein  Werk  hielt^^,  beweisen  ebenso  wie  das  Zusammenarbeiten 
mit  seinem  Bruder  Robert  an  der  A2^^,  wie  sehr  er  die  Wichtigkeit  einer 
mündlichen  Darbietung  und  Durcharbeitung  des  Stoffes  zu  schätzen  wusste. 
Haben  doch  auch  später  Docenten  an  Hochschulen  in  Vorlesungen  über  die 
Ausdehnungslehre  das  beste  Mittel  gefunden,  in  Geist  und  Wesen  derselben 
einzudringen.  Die  Schritte,  welche  er  that,  um  an  eine  solche  Stelle  zu 
gelangen,  fanden  bei  der  Regierung  wohlwollendes  Entgegenkommen,  und 
als  1868  eine  Professur  in  Greifswald  frei  wurde  ^  unterstützte  ihn  anfangs 
auch  Orunert  mit  seinem  Rath  in  dem  Bemühen,  diese  Stelle  (trotz  erheb- 
licher pecuniärer  Einbasse)  zu  erlangen.  Als  sich  jedoch  aus  der  Mitte  der 
Facultät  gegen  Grassmann 's  Berufung  schwerwiegender  Einspruch  erhob, 
hervorgegangen  aus  dem  Wunsche,  die  Stelle  mit  einer  Lehrkraft  Rie- 
mann 'scher  Richtung  besetzt  zu  sehen  ^  war  dieser  Plan  ^  und  mit  ihm  die 
KrOnung  von  Grassmann 's  Lebenswerk,  als  gescheitert  zu  betrachten. 
Man  hat  Grassmann  Vorwürfe  gemacht,  nicht  nur  hinsichtlich  der  Form 
seiner  Darstellung,  sondern  auch  wegen  seiner  Productions weise,  weil  er, 
obwohl  reich  an  originellen  Gesichtspunkten,  keine  der  Fragen,  zu  denen 
diese  Gesichtspunkte  von  selbst  hinführen,  ernstlich  zu  erledigen  unter- 
nommen habe.  Man  vergisst  dabei,  dass  auch  das  ausdauerndste  Streben 
erlahmen  muss,  wenn  ihm  die  nöthige  Lebensluft  und  jede  Spur  von  An- 
erkennung fehlt.  (Darin  war  Hamilton  glücklicher,  dessen  Quatemionen- 
theorie  rechtzeitig  ordentlicher  Lehrgegenstand  an  der  Dubliner  Universität 
wurde.)  Von  Rücksicht  auf  Grassmann 's  Forschung  durch  Erleichterung 
der  Amtsthätigkeit  war  vollends  keine  Rede;   denn  Mathematik  wi 
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als  üntemchisgegenstand  eine  damals  in  den  massgebenden  behördlichen 
Kreisen  Stettin's  wenig  geschätzte  Wissenschaft,  um  wie  yiel  weniger 
als  Nebenbeschäftigung  eines  Lehrers  I  Andererseits  muss  gesagt  werden« 
dass  auch  Grassmann  es  an  der  in  seiner  isolirten  Stellung  doppelt 
nöthigen  Rührigkeit  fehlen  liess ,  durch  Pflege  bestehender  und  AnknOpfung 
neuer  wissenschaftlicher  Besiehungen  sein  Werk  dem  Interesse  seiner 
mathematischen  Zeitgenossen  näher  zu  bringen«  Davon  zeugt  schon  die 
erstaunliche  OeringfQgigkeit  seines  mathenuitischen  Briefwechsels.  So 
wandte  er  sich  denn  in  Ermangelung  jeglichen  Erfolges  schliesslich  selbst 
von  der  Ausdehnungslehre  ab,  nachdem  er  sie  in  den  Orundzügen  vollendety 
einer  späteren  Zeit  den  Ausbau  Überlassend. 

In  der  That  hatte  sich  bis  zum  Jahre  1869  Niemand  mehr  ernstlich 
und  eingehend  mit  der  Ausdehnungslehre  beschäftigt ,  Hanke  lausgenommen, 
der  1867  in  seiner  ,,Theorie  der  complexen  Zahlensysteme"  auch  auf 
Orassmann's  Theorie  einging  und  ihr  die  wärmsten  Empfehlungen  an- 
gedeihen  liess,  wenn  auch  ohne  sichtbaren  Erfolg.  Im  üebrigen  sind  nur 
drei  Fachmänner^  freilich  Namen  ersten  Banges,  zu  Terzeichnen,  welche 
wenigstens  die  Bedeutung  einzelner  Theile  der  Ausdehnungslehre  mehr  oder 
weniger  klar  erkannten.  Cremona  wies  schon  1860  in  einer  Abhandlung^^ 
auf  sie  hin,  bemühte  sich,  in  sie  einzudringen  und  empfahl  sie  seinen 
Freunden  als  Gegenstand  des  Studiums.  —  Weierstrass  führte  seine 
Zuhörer  gelegenüich  in  einige  Anschauungen  der  Ausdehnungslehre  ein, 
macht-e  auch  auf  den  Nutzen  des  inneren  Productes  in  der  Geometrie  auf- 
merksam. —  Clebsch  wusste  die  Bedeutung  der  Ausdehnungslehre  für 
Geometrie  und  Algebra  yoUkommen  zu  würdigen,  gab  in  seiner  Gedächtniss- 
schrift für  Plücker^^  dieser  Werthschätzung  beredten  Ausdruck  und  hinter- 
liess  dieselbe  bei  seinem  eignen  frühen  Tode  seinen  Schülern  als  Ver- 
mächtniss. 

Aber  alle  diese  Hinweise  und  Empfehlungen,  wenn  auch  Ton  noeh  so 
massgebender  Stelle  her,  konnten  nicht  genügen,  die  Ausdehnungslehre  in  ver- 
dientem Maasse  ans  Licht  zu  ziehen ,  und  ihr  vor  allen  Dingen  denjenigen 
praktischen  Einfluss  auf  die  weitere  Entwickelung  der  Wissenschaft  zu  ver- 
schafiFen,  der  ihr  schon  längst  gebührt  hatte.  Denn,  was  half  alle  Be- 
wunderung,  so  lange  die  Wenigsten  sie  verstanden  und  Niemand  damit 
arbeitete!  —  Es  bedurfte  einer  Darstellung,  die,  den  entgegengesetzten 
Weg  wie  Grassmann  einschlagend,  statt  mit  den  abstracten  Begriffen 
und  Sätzen  des  n-dimensionalen  Gebietes  zu  beginnen,  die  Methoden  der 
Ausdehnungslehre  innerhalb  der  gewöhnlichen  Baumgebiete  darlegte.  Von 
dem  Hintergrunde  der  gewohnten  Baumanschauungen  mussten  die  Eigen- 
holten  der  Ausdehnungslehre  um  so  wirksamer  sich  abheben,  an  dem  be- 
kannten geometrischen  Inhalte  ihre  fremdartigen,  aller  Gewohnheit  wider- 
sprechenden Formen  um  so  eher  verständlich  und  dem  Leser  geläufig 
werden.    Aus  diesem  Gesichtspunkte  entstand  des  Verfassers  .Svstem  der 

Digitizedby  VjCjCr^ 


Die  Orassmann'sche  Aasdehnnngslehre.  13 

Baamlehre'',*  dessen  erster  Theil  (1872)  sich  inhaltlich  auf  die  Elemente 
der  Geometrie  beschränkte,  während  der  zweite  Theil  (1875)**  die  Lehren 
der  neueren  (ebenen)  Geometrie  und  Algebra  in  Grassmann'scher  Dar. 
Stellung  gab.  Ueber  die  Entstehung  dieses  Werkes  habe  ich  in  Grass- 
mann's  Biographie^  berichtet,  ttber  seine  Bedeutung  ftlr  die  Ausdehnnngs- 
lehre  Grassmann  selbst  in  der  Vorrede  zur  zweiten  Auflage  der  Al.^^ 
Alle  Hilbmittel  der  Ausdehnungslehre  wurden  hier  ab  oto  entwickelt  und 
mit  ihnen  die  genannten  Disciplinen  inhaltlich  in  dem  von  den  Lehrbflchem 
innegehaltenen  umfange  dargestellt  Hiermit  waren  die  Anknüpfungspunkte 
fttr  die  Darstellung  weiterer  Besultate  und  die  Ausführung  selbstständiger 
Forschungen  gegeben ,  gleichzeitig  aber  war  auch  ein  auf  das  Studium  der 
allgemeinen  Ausdehnungslehre  Torbereitendes  Werk  geschaflfen.  Der  Erfolg 
bewies  die  Richtigkeit  dieser  Erwägungen.  Die  „Baumlehre**  vermittelte  in 
jahrlieh  wachsendem  Maasse  die  Bekanntschaft  mit  der  Ausdehnungslehre. 
Es  fanden  sich  in  zunehmender  Zahl  Mathematiker,  welche,  im  Gefähle 
innerer  wissenschaftlicher  Unabhängigkeit,  die  Ausdehnungslehre  nicht  nur 
studirten  und  bewunderten,  sondern  auch  damit  arbeiteten,  sie  weiter  aus- 
zubilden und  zugänglicher  zu  machen  suchten.  Die  nächste  Frucht  dieser 
Erfolge  war  die  erneute  Theilnahme  Grassmann *s  an  den  damaligen 
mathematischen  Bestrebungen;  dieselbe  fand  noch  in  den  letzten  Jahren 
seines  Lebens  ihre  Bethätigung  in  einer  kurzen  aber  werthToUen  Beihe  Ton 
Arbeiten  ttber  das  Verhftltniss  der  Ausdehnungslehre  zur  neueren  Geometrie 
und  Algebra,  den  Quaternionen,  der  Mechanik,  der  Farbentheorie  und 
Elektrodynamik.  Eine  weitere  Frucht  war  nach  Grassmann 's  Zeugniss 
das  Zustandekommen  der  zweiten  Auflage  der  Al,  während  die  noch  yor- 
handenen  Exemplare  der  A2  in  wenigen  Jahren  erschöpft  wurden,  und 
heute ,  nachdem  seit  Beginn  dieser  Periode  weitere  25  Jahre  verflossen  sind, 
sehen  wir  eine  ganze  Beihe  von  Zweigen  der  mathematischen  Forschung, 
in  deren  Entwickelung  die  Ausdehnungslehre  mehr  oder  weniger  umfang- 
reich eingegriffen  hat,  und  die  ihr  verbesserte  Forschungsmethoden  und 
neue  Besultate  verdanken. 

Die  Grundsätze  der  allgemeinen  Formenlehre,  wie  sie  durch 
Grassmann  geschaffen  und  von  Hankel,  später  auch  von  Noth^*  aus- 
fOhrlicher  dargestellt  wurden,  haben  zu  einer  wesentlich  tieferen  Erfassung 
der  arithmetischen  Grundoperationen  geführt  und  sind  heute  Gemeingut  der 
Mathematiker. 

Die  Auffassung  der  Geometrie  als  einer  angewandten  Wissenschaft 
hat  zuerst  Grassmann  ausgesprochen  und  ihre  praktischen  Gonsequenzen 
gezogen.    Hiermit   aber   hängt  aufs  Engste   zusammen  die  Trennung  der 


*  Jedoch  nicht  auf  Veranlassung  von  Clebsch,  wie  Kraft  im  Vorwort  seines 
Werkes  (siehe  Note  170)  irrthümlich  berichtet. 

**  Beide  Theile  werden  in  der  Folge  durch  die  BezeichnuDgen  Bi  und  B» 
unterschieden  werden. 
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Vorstellong  des  Erfahmngsraames  von  dem  abstracien  Begriff  des  drei- 
dimensionalen  ebenen  Baumes  und  die  Sabsamining  des  letsteren  unter 
den  allgemeinen  Baambegriff,  Y erstandesoperationen ,  mit  welchen  die  ganze 
mehrdimensionale  und  die  nichtenklidische  Oeometrie  steht  und  fUlt. 

In  der  elementaren  Oeometrie  wurde  durch  die  Bl  der  Grund 
gelegt  zu  einer  neuen,  die  Bewegung  der  geometrischen  Gebilde  als  wesent- 
liches Werkzeug  der  Untersuchung  einführenden  Darstellung,  im  Gegen- 
sätze zu  der  dogmatischen,  nur  an  starren  Gebilden  operirenden  Methode 
Euklid 's.*  Dabei  erwiesen  sich  die  Operationen  der  Ausdehnungslehre  als 
das  naturgemässeste  rechnerische  Werkzeug  auf  dem  ganzen  Gebiete  der 
Geometrie.  Sie  lieferten  gleichzeitig  Beziehungen  der  Lage  und  des  Maasses, 
führten  mit  spielender  Leichtigkeit  bis  in  die  sonst  nur  mflhsam  zugSng- 
lichen  entlegeneren  Gebiete  der  Dreiecks-,  Kreis-  und  Kugelgeometrie ^  und 
erwiesen  sich  brauchbar  zum  Lösen  von  Aufgaben  und  zum  Beweisen  Yor- 
gelegter  Sfttze.^  Eine  Weiterbildung  Grassmann'scher  Ideen  stellt  dar 
die  vom  Verfasser  mittelst  des  Drehfiactors  t**  durchgeführte  Metrik  der 
Elementargeometrie  ^,  welche  in  naher  Beziehung  zur  Theorie  der  Hyperbel- 
functionen  steht.  ^"^  Ebenso  die  Auffassung  imaginftrer  Schnittpunkte  als 
reeller  Punkte,  deren  Schnittpunkt -Eigenschaft  durch  eine  andere  ersetzt 
ist^,  eine  Auffassung,  zu  der  auch  Laguerre  und  Tarry^  und  in  Shn* 
lieber  Weise  Molenbroek^  gelangten.  Das  yielumstrittene  Parallelen- 
Axiom  wurde  von  Günther ^^  auf  Grund  des  mit  dem  Drehfactor  zusammen- 
httngenden  Beweises  von  der  Winkelsumme  des  Dreiecks^'  auf  ein  ein- 
facheres, direct  eine  Fundamental -Eigenschaft  der  Ebene  ausdrückendes 
Axiom  zurückgeführt,  und  dadurch  die  ünhaltbarkeit  aller  Beweisversnohe 
klargelegt  Ebenfalls  auf  dem  Boden  der  Ausdehnungslehre  bewegten  sieh 
die  Untersuchungen  Eichler's^^  über  unsere  Baumauffassung  und  Pil- 
grim's^  über  Gebietstheilungen.  Dass  die  mit  Unrecht  als  DomSne  der 
Quatemionentheorie  angesehene  sphärische  Trigonometrie  ihre  natürlichste 
Begründung  in  der  Ausdehnungslehre  findet,  hatte  schon  Grassmann^ 
dargelegt;  neuerdings  kam  Carvallo^  auf  anderem  Wege  zu  demselben 
Resultate.  Die  Aequivalenz  des  unendlich  fernen  Punktes  mit  der  be- 
grenzten Strecke,  die  besonders  für  die  Mechanik  wichtige  Unterscheidung 
der  Strecke  von  dem  ausser  durch  Richtung  und  Länge  noch  durch  bestimmte 
Lage  charakterisirten  „Linientheil^  sind  geometrische  Neuerungen  der  Aus* 
dehnungslehre ,  die  sich  von  wesentlichem  Nutzen  erwiesen  haben. 

Im  Gebiete  der  Zahlenlehre  hat  zunächst  Stolz^^  den  yon  Grass- 
mann aufgestellten  Grössenbegriff  als  den  allgemeinsten  seinen  arith- 
metischen Arbeiten  zu  Grunde  gelegt.     Von  ungleich  grösserer  Tragweite 

*  Die  aus  den  Anschauungen  der  Ausdehnungslehre  fliessenden  Grundsätze 
dieser  Darstellung  sind  ohne  die  eigentlichen  Methoden  derselben  später  in  dee 
Verfassers  „Lehrbuch  der  elementaren  Mathematik**^  übergegangen,  auB  welchem 
vieles  Wesentliche  in  neuere  Lehrbücher  übernommen  worden  ißV^^^^T^ 
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aber  ist  die  allgemeine  Grundlage,  auf  welche  Orassmann^  die  Zahlen- 
lehre  dureh  Aufstellung  eines  allgemeinen  Systems  von  n  von  einander 
unabhängigen  Einheiten  und  aller  zwischen  denselben  möglichen  Multipli- 
cationsgattungen  gestellt  hat,  während  Hamilton  zu  der  reellen  und  der 
imaginären  Einheit  nur  noch  zwei  neue  imaginäre  Einheiten  hinzufügte. 
Den  naheliegenden  Oedanken,  die  Qnatemionentheorie  hiemach  auf  ein 
System  von  n  Einheiten  auszudehnen,  fahrte  Glif  ford^  aus.  —  Femer  ge- 
hören hierher  Sim  ony's^^  zwei  universelle  Verallgemeinerungen  der  algebra- 
ischen Orundoperationen  nebst  der  einfachsten  Formulimng  des  Functions-  - 
begriffes  für  ein  n-fach  complexes  variables  Argument,  eine  wesentlich  von  den 
Anschauungen  der  Ausdehnungslehre  getragene  Arbeit.  Auf  derselben  Grund- 
lage bewegen  sich  Dyck's^^  gruppentheoretische  Studien  vermöge  der  An- 
nahme einer  Beihe  von  Einheiten  und  Aufstellung  gewisser  Multiplications- 
regeln  fllr  dieselben;  femer  Dedekind's^'  Theorie  der  aus  n  Haupt- 
einheiten gebildeten  complexen  Grössen  ^  deren  mehrwerthige  Einheiten  aus 
den  gewöhnlichen  Zahlen  hervorgehen  und  Bechnungsgesetzen  gehorchen, 
welche  eomplicirter  sind  als  die  der  äusseren  und  inneren  Multiplication, 
eine  Theorie,  durch  welche  —  in  Widerlegung  der  Weierstrass'schen 
Anschauung  von  der  Nichtzugehörigkeit  der  allgemeinen  complexen  Grössen 
zur  Arithmetik  —  diesen  Grössen  gerade  eine  specielle  Bedeutung  gegeben 
wurde ,  vermöge  deren  sie  unabweisbar  dem  Boden  der  gewöhnlichen  Arith. 
metik  entstammen.  Im  Anschluss  an  diese  Untersuchungen  stellte  dann 
Petersen^'  die  allgemeine  Bedingung  fest,  unter  welcher  ein  System  von 
Operationsgleichungen  zwischen  n  Haupteinheiten  eine  zulässige  Algebra 
charakterisiri  Endlich  gehören  hierher  Study's^^  Verallgemeinerangen  der 
Grassmann'schen  Begriffe  «Ableitung^  und  ^Numerischer  Werth*',  wo- 
durch diesen  Begriffen  alle  Arten  der  Geometrie  als  Anwendungsgebiet 
unterworfen  und  gleichzeitig  ihre  Beziehungen  zu  den  Raumtheorien  von 
Riemann,  Helmholtz  und  Klein  festgestellt  wurden;  ebenso  desselben 
Autors  Untersuchungen  über  Systeme  von  höheren  complexen  Zahlen  und 
Ober  die  Beziehungen  derselben  zu  gewissen  continuirlichen  Transformations- 
gruppen, worin  alle  verschiedenen,  gewissen  Grundbedingungen  genflgenden 
Typen  von  Zahlsystemen  mit  2  —  4,  und  einige  mit  mehr  Grundzahlen 
aufgesucht,  und  schliesslich  die  complexen  Zahlen  als  abkflrzende  Bezeich» 
nungen  fdr  bilineare  Formen  charakterisirt  werden,  welche  gewisse  Formen 
von  linearen  Transformationen  darstellen. 

Auf  Gmnd  der  vorstehend  geschilderten  Zusammenhänge  wird  man 
es  erklärlich  finden,  dass  auch  die  höhere  Analysis  und  Functionen- 
theorie  der  Ausdehnungslehre  keineswegs  so  fern  stehen,  wie  es  nach 
der  Weier  st  rassischen  Absage  scheinen  könnte.  Grassmann  selbst  hat 
fast  die  Hälfte  der  A2  diesem  Gegenstande  gewidmet,  wobei  die  ZurQck- 
fäbrung  eines  Systems  von  n  Functionen  beliebig  vieler  Variablen  auf  eine 
Function  einer  Variablen  den  Ausgangspunkt  bildet,  und  die  Hauptppbieme  j 
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der  unendlichen  Beihen,  der  Differential-  and  Integralrechnung  behandelt 
werden.  Doch  sind  in  diese  schwer  zugftnglichen  Kapitel  der  l&ngst  ver- 
griffenen A2  nnr  erst  wenige  Forscher  eingedrungen,  diese  freilich  mit 
dem  Gewinn  der  üeberzeagnng  von  ihrer  grossen  Bedeutung.  Die  Grund- 
lagen dieser  Theorie  sind  in  der  B2  dargestellt  worden.  Ihre  Bedeutung 
fttr  die  angewandte  Integralrechnung  (in  der  Mechanik)  hat  Mehmke  er- 
kannt, während  Simony  mittelst  einer  dritten  der  oben  erw&hnten  Ver- 
allgemeinerungen der  algebraischen  Grundoperationen  zur  gesetzmässigen 
Auffindung  particul&rer  Integrale  der  Gleichung 

gelangte.  Aehnlich  gelang  es  Seydler'^^  durch  Erweiterung  der  complexen 
Multiplication  Grassmann 's  auf  vier  Einheiten  für  die  Differentialgleichung 

(PF      cPV       tPV  ^^ 

eine  ebenso  symmetrische  Lösung  zu  finden^  wie  sie  ftlr  dieselbe  Gleichung 
mit  zwei  Variablen  bekannt  war.  Die  aus  jenen  vier  Einheiten  abgeleiteten 
Grössen  erwiesen  sich  beilSufig  als  Squivalent  mit  Hamilton's  complanaren 
Biquatemionen  und  Hessen  sich  mit  Nutzen  zur  Ausdehnung  von  Resultaten 
der  ebenen  Geometrie  auf  den  Baum  verwenden.  Am  ausführlichsten 
wurde  das  in  Bede  stehende  Gebiet  von  Gibbs'^  behandelt,  welcher  eine 
detaillirte  Darstellung  der  Differential-  und  Integralrechnung  der  Vectoren 
gab,  unter  Anderem  die  Transformation  bestimmter  Integrale,  Minimal- 
werthe  von  Integralen  n.  s.  w.  in  den  Kreis  der  Betrachtung  zog,  und  den 
Nutzen  hervorhob ,  welcher  auch  für  die  Behandlung  rein  analytischer  Gegen- 
stände aus  den  Methoden  der  Ausdehnungslehre  erwächst. 

Besonders  tiefgreifend  und  gleichzeitig  leicht  verständlich  ist  der  Ein- 
flnss  der  Ausdehnungslehre  aiuf  die  Determinantentheorie.  Die  Deter- 
minante wird  in  der  A2  (Nr.  62)  als  Zahlfactor  in  einem  äusseren  Producte 
von  n  aus  den  Einheiten  e^ . . .  «n  abgeleiteten  Zahlgrössen  erklärt.  Die 
Determinante  an  sich,  losgelöst  von  diesen  Einheiten  und  deren  Bechnungs- 
gesetzen,  ist  ein  schwerfälliges^  unbequem  zu  handhabendes  und  zu  trans- 
formirendes  Gebilde.  In  jenem  Zusammenbange  aber  erhalten  die  Operationen 
mit  ihr  einen  überraschenden  Grad  von  Flüssigkeit.  Dieser  Gegenstand 
bat  denn  auch,  seit  zuerst  in  der  B2  eine  ausführlichere  Darstellung  dieser 
Determinantentheorie  gegeben  wurde,  eine  verhältnissmässig  grosse  An- 
ziehungskraft ausgeübt  Die  neue  Darstellung  fand  zuerst  eine  Stelle  in 
Günther's  Lehrbuch  der  Determinantentheorie,  wurde  grundlegend  und 
systematisch  verwendet  in  dem  Lehrbuche  von  Scott^^,  und  neuerdings 
wieder  von  Niemöller ^^  mit  zahlreichen  Anwendungen  auf  Subdeter- 
minanten,  Auflösung  von  Gleichungen ,  Substitutionen  yBesultanten,Beduction 
binärer  Formen    auf   die   canonische  Form   etc.  vorgeführt.     Ebenso   von 
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Carvallo^®,  dessen  ürtheil  über  diesen  Gegenstand  in  dem  Aassprache 
gipfelte:  La  yhrM  est  qae  la  möthode  de  Orassmann  sapprime  la  thöorie 
des  döterminants,  en  se  sabstitaant  &  elleJ'  —  Gasparj^  gelangte  auf 
einfachstem  Wege  in  den  ümformnngen  der  frOher  von  Hnnjady,  Hertens, 
Pasch  behandelten  Kegelschnitts -Determinanten  and  derjenigen  Deter- 
minanten, deren  Verschwinden  die  Bedingung  fUr  die  perspectivische  Lage 
zweier  Dreiecke  ist.  Mehmke^^  zeigte,  dass  ein  von  Eroneoker  der 
Berliner  Akademie  1882  mitgetheilter  Determinantensatz  in  dem  Satze  der 
As  Nr.  183  als  specieller  Fall  enthalten,  Übrigens  in  seiner  gewöhnlichen 
Form  fttr  die  Ableitung  von  Sätzen  der  Panktgeometrie  weit  weniger 
branchbar  ist  als  der  Orassmann*sche.  Ans  den  in  jenem  Kronecker- 
sehen  Satze  enthaltenen  Relationen  hat  aber  Gaspary^'  das  Weierstrass- 
sche  Fundamentaltheorem  für  die  Sigmafunction  mehrerer  Argumente  ab* 
geleitet.  Man  wird  aus  diesem  Beispiel  eine  Vorstellung  von  der  Trag- 
weite der  Grass  mann 'sehen  S&tze  erhalten  und  von  dem  Nutzen,  den  die 
Mathematik  aus  dem  gründlichen  Studium  der  Ausdehnungslehre  schon 
iSngst  hfttte  ziehen  kOnnen.  —  Mit  welcher  Leichtigkeit  entlegnere  Deter- 
minantensStze  durch  die  Grassmann 'sehen  Methoden  gewonnen  werden, 
zeigen  unter  Anderem  zwei  vom  Verfasser^  gegebene  Beispiele. 

unmittelbar  mit  den  Determinanten  hftngt  zusammen  die  Theorie  der 
Matricesi  fttr  welche  Cayley^  in  seinem  vielbewunderten  Memoir  on  the 
theory  of  Matrices  die  Grundlage  geschaffen  hat.  Allein  diese  Theorie  deckt 
sich  völlig  mit  der  schon  in  der  Al^  entwickelten  Theorie  der  offenen 
Producte  (Lflckenausdrflcke)  und  der  verallgemeinerten  Quotienten  der  A2^« 
Der  erweiterte  Quotient  .  .  . 

ü^o^» . . .  On 

ist  ein  Ausdruck,  welcher,  mit  irgend  einem  seiner  Nenner  multiplioirt, 
den  darflber  stehenden  Zähler  liefert;  der  Lttckenausdruck  eine  Summe 
von  Producten,  aus  welcher  ein  gemeinsamer  Factor  herausgesetzt,  aber, 
da  die  Factoren  jedes  Productes  in  bestimmter  Reihenfolge  stehen,  Überall 
durch  eine  Lflcke  \l  oder  ()]  ersetzt  ist  Der  Zusammenhang  beider  Aus« 
drttcke  ist  in  der  A  2  S.  246  auseinander  gesetzt.  Der  vom  Verfasser  in 
den  „Fortschr.  d.  Math.''^^  bekannt  gegebene  Zusammenhang  zwischen 
Matrices  und  Lttckenausdrttcken  ist  auch  anderweitig  mehrflEtch  bemerkt  und 
erörtert  worden.  So  erkannte  Gibbs^  die  üebereinstimmung  der  „dya- 
dischen  Ausdrücke**  seiner  Vector  analysis  mit  den  allgemeinsten  Producten 
Grassmann 's  und  diejenige  der  Matrices  mit  Lttckenausdrttcken  und 
Quotienten;  auch  zeigte  er,  ttbereinstimmend  mit  R2,  Nr.  72,  wie  sich  die 
Erweiterung  des  Qaotientenbegriffes  mit  Vortheil  auf  Differentialquotienten 
ausdehnen  lasse.  Dieselben  Zusammenhänge  entdeckten  Mehmke  und 
Buchheim®^,  welcher  letztere  eine  ausführlichere  Theorie  der  Matrices 
vom  Grassmann'schen  Gesichtspunkte  aus  gab. 


HIbU  Ut.  Abth.  d.  ZeiUohr.  f.  Math.  u.  Phji.  41.  Jfthrg.  1896*  1.  Heft. 
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Besonders  fraohtbar  erwies  sich  endlich  der  gleichzeitig  von  Scott^ 
und  von  Escherich^^  ausgeführte  Oedanke,  auch  die  Determinaiiten 
höheren  Banges,  mit  denen  sich  zuerst  Zehfuss^^  besch&ftigt.  hatte,  mit 
den  Mitteln  der  Ausdehnungslehre  darzustellen  und  zu  untersuchen.  Wer  die 
neuere  Algebra  nach  den  Lehrbttohem  von  Fiedler,  Salmon  und 
C  leb  seh  studirt  hat,  wird  einerseits  die  Fortschritte  der  der  Reihe  naoh  darin 
verwendeten  Methoden  bewundert,  andererseits  aber  auch  die  Verschieden- 
heit der  von  den  Autoren  für  dieselben  Grössen  und  Operationen  gewfthlten 
Symbole  bedauert  und  überdies  den  Eindruck  gewonnen  haben,  dass  diese 
ganze  Symbolik,  wie  geistreich  auch  erdacht,  doch  im  Grunde  aus  will- 
kürlich gewählten,  einer  einheitlichen  Grundlage  entbehrenden  Abkürzungen 
zusammengesetzt  ist.  —  Nun  hatte  schon  Clebsch^^  bemerkt,  dass  ein 
grosser  Theil  der  Grundvorstellungen  der  neueren  Algebra  bereits  in  der 
AI  enthalten  sei.  In  ähnlichem  Sinne  äusserte  sich  Gibbs®',  ohne  die 
damals  schon  vorliegenden  einschlägigen  Resultate  zu  kennen.  Grass- 
mann®^  selbst  hatte  die  Grundideen  diesem  Zusammenhanges  noch  in  den 
letzten  Lebensjahren  in  mehreren  Abhandlungen  entwickelt  Schon  seine 
ersten  Resultate  wiesen  mit  aller  Bestimmtheit  darauf  hin,  dass  die  Aus- 
dehnungslehre es  sei,  in  welcher  für  die  Behandlung  der  neueren  Algebra 
die  vermisste  natürliche  und  einheitliche  Grundlage  gesucht  werden  müsse. 
In  der  That  gelang  es  zunächst  in  der  R2^,  die  Theorie  der  binären  (bis 
zum  4.  Grade)  und  der  ternären  Formen  (bis  zum  2.  Grade)  mit  den  Mitteln 
der  äusseren  und  der  algebraischen  Multiplication  in  der  gewünschten  Weise 
zu  erledigen,  wobei  in  der  Einfachheit  der  Rechnungen  und  der  Leichtig- 
keit der  geometrischen  Deutungen  überall  entschiedene  Vortheile  gegenüber 
den  früheren  Darstellungen  hervortraten.  Dasselbe  zeigte  sich  bei  der  noch 
nicht  publicirten  Ausdehnung  dieser  Untersuchungen  auf  die  ternären 
cubischen  Formen  (gegenüber  der  von  Aronhold  gegebenen)  und  auf  die 
weiteren  in  dem  Clebsch-Lindemann'schen  Werke  behandelten  ein- 
schlägigen Gegenstände.  Immerhin  machte  sich  diese  Darstellung  hinsicht- 
lich der  Bildung  complicirterer  Formen  von  den  ünznträglichkeiten  der 
bestehenden  Methode  noch  nicht  genügend  frei.  Das  allgemeine  Verfahren, 
invariante  und  covariante  Bildungen  jeder  Art  durch  eine  einheitliche  und 
unabhängige  Methode  mit  den  Mitteln  der  Ausdehnungslehre  herzustellen, 
verdanken  wir  erst  von  Esche rich*s®^  oben  erwähnter  Arbeit,  welche 
zeigte,  dass  jede  Ueberschiebung  zweier  binärer  Formen  eine  Determinante 
höheren  Ranges  ist,  und  dass  die  weiteren  Bildungen  für  temäre,  quatemSre 
und  Formen  höheren  Ranges  sich  unter  Benutzung  schon  gebildeter  Formen 
als  Aggregate  solcher  Determinanten  darstellen  und  disoutiren  lassen. 
Schendel^^  behandelte  mit  gleichem  Erfolge  in  verschiedenen  Abhand- 
lungen die  Theorie  der  Resultanten,  stellte  (in  üebereinstimmung  mit 
von  Escherich)  die  r- stufige  Determinante  n^^  Grades  als  Prodnot  von 
n  Determinanten  und  Aggregat  von  (rl)*  Gliedern  dar,  welche  in  einem 
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Baume  von  (n+l)  Dimensionen  einen  (n  + l)-dunen8ionalen  Wflrfel  er- 
fOllen,  nnd  gab^  in  Buchform  eine  geordnete  Darstellung  aller  Theile 
dieses  Gebietes.  Besondere  Beachtung  verdient  hier  die  Ersetzung  des  zur 
Herstellung  neuer  Formen  üblichen  Differentiationsprocesses  durch  Ein- 
ftthmng  der  sogenannten  Hjperdeterminanten.  B  uchhe im ^  endlich  grün- 
dete eine  neue  Darstellung  der  Olifford'schen  Theory  of  Graphs  auf  die 
Darstellung  einer  linearen  Form  durch  ein  Süsseres  Product.  —  Im  Ganzen 
aber  fehlt  es  noch  an  einer  auf  die  Ausdehnungslehre  gegründeten  Be- 
arbeitung der  neueren  Algebra,  welche,  auf  dem  in  der  B2  gemachten 
Anfange  sich  aufbauend,  unter  Verwerthung  der  verbesserten  Methoden 
eine  inhaltlich  dem  Stande  der  Theorie  entsprechende  systematische  Dar- 
stellung geben  und  formell  die  Vortheile  dieser  Darstellung  in  das  rechte 
Licht  setzen  müsste.  Es  hat  daher  diese  Anwendung  der  Ausdehnungslehre 
noch  bei  Weitem  nicht  die  verdiente  Beachtung  gefunden. 
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Das  Oeburtsjalir  von  Johannes  Hndde. 


Von 

D.  J.  KOBTEWEG 

in  Amvterdam. 


In  meiner  Schrift  ^üeber  die  Blathezeit  der  mathematischen  Wissen- 
schaften in  den  Niederlanden^  (Het  bloeitydperk  der  wisknndige 
Wetenschappen  in  Nederland.  Amsterdam  1894.  Referat  in  dieser  Zeit- 
schrift, Bd.  40  9  Histor.-lit.  Abth.  S.  53)  glaubte  ich  berechtigt  zn  sein,  das 
immer  noch  unsicher  gebliebene  Geburtsjahr  des  bekannten  Mathematikers 
und  Amsterdamer  Bürgermeisters  Johannes  Hudde  auf  1623  oder  1624 
festzustellen,  weil,  nach  einer  mir  yon  befugter  Seite  gemachten  Mittheilung, 
Hudde  am  26.  Januar  1673  in  einem  Eirchenregister  als  49 jähriger  BrSu- 
tigam  der  Debora  Blaeuw  eingeschrieben  sei. 

So  wohlbegründet  diese  Angabe  scheinen  mochte,  so  hat  sie  sich  doch 
als  irrthümlich  erwiesen.  Sie  ist  auch  in  das  Referat  in  dieser  Zeitschrifb 
übergegangen  y  und  deshalb  ist  es  wohl  wünschenswerth,  hier  die  Ver- 
besserung mitzutheilen. 

Das  Geburtsjahr  Hudde's  ist  nftmlich  nicht  1623,  sondern  1628  und 

dass  wir  das  jetzt  wissen,  yerdanken  wir  dem  cand.  litt.  E.  0.  Meinsma. 

Bei  Untersuchungen  über  die  Zeitgenossen  und  Correspondenten  Spinoza's 

hatte   er    sich   auch  mit  Hudde  beschSftigt  und  fand  er  Ursache,   an  der 

Richtigkeit  meiner  Angabe  zu  zweifeln.    Beim  Nachschlagen  des  betreffenden 

Eirchenregisters  ergab  es  sich  ihm  dann,  dass  man,  nöthigenfalls,  statt  49 

auch  44  oder  99  für  das  Alter  Hudde's  lesen  könnte.     Er  hat  dann  im 

Amsterdamer  Taufregister   das  Jahr  1628   nachgesucht   und  da  liest  man 

auf  den  23.  April:  ^        -,  u    ^^  \ 

Gerrit  Hudden 

Maritje  Witsen       Joannes. 

Grietje  Claes 

Wahrscheinlich  ist  nun  auch  der  Student,  der  am  1.  Mai  1654  als 
f^Johannes  Hudde,  Amstelodamensis,  25,  Medicus ^,  im  Leidener  Album 
Academicum  eingeschrieben  wurde,  identisch  mit  dem  spSteren  Amsterdamer 
Bürgermeister.    Ganz  zweifellos  ist  das  aber  nicht,   nicht  so  lehr,  weil  das 
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Alter  nicht  ganz  stimmt  (der  am  23.  April  1628*  getaufte  Hndde  war  am 
1.  Mai  1654  seit  einigen  Tagen  26  Jahr),  denn  in  den  Leidener  Einschreib- 
ungen sind  mehrere  Fehler,  welche  wohl  dadurch  veranlasst  wurden,  dass 
die  Studenten  sich  nicht  selbst  einschrieben,  sondern  dass  der  Bector  die 
Feder  fahrte;  aber,  was  wichtiger  ist,  es  giebt  nach  demselben  Taufregister 
noch  einen  zweiten  Joannes  Hudde,  der  am  13.  August  1628  getauft 
wurde  (Eltern:  Henrick  Hudde  und  Clara  Nys;  Zeuge:  Henriok 
yan  Marckel). 

So  muss  es  denn,  leider!  vorläufig  noch  unsicher  bleiben,  ob  Hudde 
jemals  in  Leiden  studirt  hat,  und  also  auch  im  engeren  Sinne  ein  Schüler 
des  Frans  van  Sohooten  der  Jflngere  war. 


*  Schon  seit  t688  wurde  in  den  Taufregistem  die  Greg.  Zeitr.  benutzt. 
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Kecensionen. 


Erwidenmg  auf  die  Becension  über  „Eine  allgemeinere  Integration  der 
Differentialgleichungen^'  von  E.  PuoHBERaEB.  L  Heft,  in  der 
liistoriscli- literarischen  Abtheilong  ftbr  Mathematik  und  Physik. 
40,  Jahrg.  1895,  5.  Heft. 
1.  Der  Beferent  bemerkt^  dass  die  Behauptung:  „die  Methode  des 
Verfassers  sei  auf  alle  Differentialgleichongen  anwendbar",  im  ersten  Hefte 
nicht  bewiesen  werde.  Hinsichtlich  der  gewöhnlichen  linearen  Differential- 
gleichungen ist  der  Beweis  in  der  Einleitung  des  ersten  Heftes  enthalten 
und  in  den  Ausführungen  des  15.  und  16.  Beispieles  des  zweiten  Heftes 
in  üebereinstimmung  mit  Baltzer's  Determinantentheorie  (§  9)  näher  be- 
gründet, daselbst  auch  auf  die  gewöhnlichen  nicht -linearen  Differential- 
gleichungen —  femer  im  zweiten  Hefte  S.  32,  33,  im  37.  und  46.  Bei- 
spiel auf  die  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung,  endlich  im 
demnächst  erscheinenden  dritten  Hefte  auf  die  partiellen  Differential- 
gleichungen höherer  Ordnung  ausgedehnt.  Der  Verfasser  hält  es  nicht 
für  genügend  —  wie  der  Beferent  meint  — ,  wenn  die  Methode  an  ein- 
zelnen Beispielen  zum  Ziele  führt,  um  ihre  Allgemeingiltigkeit  zu  be- 
haupten; er  hat  Tielmehr  die  inneren  Oründe  der  Methode  vorgeführt  und 
sieht  in  der  Smnme  dieser  inneren  Oründe  einen  ausreichenden  Beweis, 
dessen  Kraft  selbstverständlich  ausserordentlich  dadurch  erhöht  wird,  dass 
eine  Unzahl  der  nur  theilweise  veröffentlichten  Beispiele  aller  Arten  die 
Anwendbarkeit  der  Methode  bestätiget  hat.  Freilich,  einen  Beweis  für 
die  allgemeine  Anwendbarkeit  der  Methode,  so  klipp  und  klar  und  einfacli 
wie  etwa  für  1  mal  1  ist  1,  kann  man  bei  dem  ungeheuren  Umfange 
des  Stoffes  kaum  verlangen,  ein  solcher  ist  weder  möglich  noch  nöthig. 
Schützte  doch  der  angeblich  exacte  Beweis  die  berühmte  specielle  Methode 
des  Laplace  nicht  vor  der  nachträglichen  Correctur  Spitzeres!  (Herr 
Lehrb.  d.  h.  Anal.  11,  Bd.  1864  §  621> 

2.  Diese  Methode  ist  auf  alle  bis  heute  bekannten  Differential- 
gleichungen anwendbar.  Da  man  dies  von  keiner  anderen  Methode  sagen 
kann,  so  ist  sie  allerdings  heute  die  allgemeinste;  sie  heisst  jedoch  nur 
,,Ein6  allgemeinere^',  d.  h.  allgemeiner  anwendbare,  weil  ja  Functionen  ent- 
deckt werden  können,  die  sich  dieser  Methode  nicht  fügen.  Es  besteht 
also  der  im  Referate  gerügte  Widerspruch  nicht.   oigitizedbyGoOQle 
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3.  In  allen  Beispielen  wird  genau  nach  der  Methode  verfahren.  Sind 
die  Coefficienten  Functionen  von  x  und  Ix^  so  ist  die  erste  Ableitung  von 
Ix :  x'^^i  nach  dem  klaren  Wortlaute  meiner  Definition  des  Principes 
müssen  sowohl  die  gegebenen  Gleichungscoefficienten  als  auch  deren  n 
erste  Ableitungen  mit  unbestimmten  Constanten  —  Coefficienten  und  Ex- 
ponenten -^  verseben,  also  verallgemeinert  werden,  somit  wird  aus  x'^^ 
allgemein  a^  und  das  symbolische  Integral  wird  y  —  »ma^«".  (Ix)^. 

cP  cP 

_j  .  x  ->  0  —  const  —  a;*^—  ic*;      --,  .  ^o;  —  —  a;~*  —  x% 

also  wird  y  wie  oben. 

Diesen  umstand  hat  der  Referent  übersehen  und  sein  Vorwurf  der 
üngenauigkeit  ist  unbegründet. 

4.  ;,Der  Nachweis  der  Convergenz  der  betreffenden  Integralreihen 
werde  niemals  erbracht.'*  Alle  Integralreihen  des  ersten  Heftes  convergiren. 
Jene  des  zweiten  also  auch  siebenten  Beispieles  erstes  Heft  convergiren, 
wie  im  25.  Beispiel  zweites  Heft  aasgefUhrt  ist.  Jene  des  fünften  Bei- 
spieles erstes  Heft  convergiren,  weil  sie  fallen  und  das  Zeichen  regelm&ssig 
wechseln.  Das  Integral  des  achten  Beispieles  erstes  Heft  convergirt  für 
alle  Xf  dies  ist  in  jedem  Leitfaden  zu  lesen,  ebcDSO  convergirt  die  Beihe 
des  neunten  Beispieles  erstes  Heft^  wenn  sie  reell  gemacht  wird.  Derlei 
Dinge  gehören  in  die  Elemente.  Im  15.  Beispiele  zweites  Heft  ist  auch 
angegeben  y  warum  die  nach  meiner  Methode  resultirenden  Integralreihen 
immer  convergiren  k(}nnen  und  müssen. 

5.  Der  Verfasser  hat  nicht  übersehen,  dass  die  Beihe  des  zehnten 
Beispieles  erstes  Heft  gleich  (y  +  xy^  ist;  er  sagt  dies  selbst  auf  Seite  5 
des  zweiten  Heftes.  Wenn  auch  hier  g>(x  +  y)  gleich  ist  q>(x  +  yy'f 
so  bat  das  zehnte  Beispiel  erstes  Heft  doch  gezeigt ,  dass  die  Methode 
auch  auf  partielle  Differentialgleichungen  anwendbar  ist.  Darin  lag  für 
den  Verfasser  das  überraschende  Besultat.  [(p(x  +  y^^  für  allgemeiner 
zu  halten  als  q>(x  +  y)  wftre  übrigens  nur  eine  ganz  nebensächliche,  das 
Wesen  meiner  Methode  nicht  berührende  Meinung].  Erst  das  dritte  Heft 
wird  entscheiden^  ob  diese  Methode  nicht  auch  zu  allgemeineren  Integralen 
führt  als  bisher. 

Der  Titel:  „Allgemeinere  Integration  der  Differentialgleichungen'*  ge- 
bührt meiner  Methode  schon  jetzt  deshalb,  weil  es  keine  andere  Methode 
giebt,  welche  alle  Differentialgleichimgen  des  ersten  und  zweiten  Heftes 
nach  einem  Principe  löst.  Dies  wird  um  so  edatanter,  wenn  das  dritte 
Heft  zeigen  wird,  dass  auch  die  partiellen  Differentialgleichungen  höherer 
Ordnung  durch  dieselbe  Methode  gelöst  werden. 

Hiermit  sind  die  Bemftngelangen  des  Referates  erledigt;  ich  bin  von 
Letzterem  insofern  befriedigt,  als  es  die  Behauptung,  dass  meine  Methode^ iC 
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neu»  richtig  und  thats&ehlich  auf  alle  vorkommenden  Gleichungen  an- 
wendbar ist,  nicht  im  mindesten  erschüttert.  Misslich  war  es  jedoch^ 
dass  über  das  erste  Heft  allein,  also  nur  über  einen  kleinen  Theil  des 
Ganzen  abgesondert  referirt  wurde;  die  Beurtheilung  konnte  leicht  eine 
schiefe  werden.  Schliesslich  erlaube  ich  mir,  den  Referenten  auf  die  au 
alle  Skeptiker  ergangene  Einladung  des  Vorwortes  des  sweiten  Heftes 
hinzuweisen.  EMANUBii  Puchbbbger. 


Cours  de  g^om^tria  analytiqne  4  Tusage  des  ^löves  de  la  classe  de  Math^- 
matiques   speciales  et  des  candidats  auz  6coles  du  Gouvernement 
par  B.  NiBWBNGiiOWSEi,  professeur  de  Math^matiques  sp^iales  au 
lyc^e  Louis -le- Grand,  membre  du  Conseil  sup^rieur  de  Tlnstruction 
publique.     Tome  L    Sections  coniques.    Paris  1894.    Gauthier- 
Yillars  et  fils.   YI,  483  S.    Tome  II.   Construction  des  courbes 
planes.  —  Compl^ments  relatifs  aux  coniques.   Ebenda  1895. 
292  S. 
Der  Verfasser   hat   dem   I.  Bande    ein  Vorwort  vorausgeschickt,   in 
welchem  er  über  seine  Absicht  sich  äussert.     Er  habe,  sagt  er,  vereinigt, 
was   für    die    Zulassung   zur  ^cole   polytechnique    ebenso   wie  zur  £cole 
normale   an  Vorkenntnissen   in   der   analytischen   Geometrie   zunächst  der 
Kegelschnitte   verlangt   werde   und  mehr  als  das.     Es  sei  aber  für  junge 
Leute,   welche   einem  Wettbewerbe   sich  aussetzen  (bekanntlich  findet  all- 
jährlich  nur  eine   beschränkte   Anzahl   neuer   Schüler  Aufnahme   in  jene 
höheren  ünterrichtsanstalten),  unumgänglich  nöthig,  mehr  zu  wissen,  als 
von  ihnen   verlangt   werde,   und   sich  darnach  zu  richten,  dass  das  Mehr 
das   Weniger   einschliesse.     Er   ist   dieser  Absicht   durchaus   gerecht   ge- 
worden.   Der  uns  vorliegende  L  Band  kann  seiner  Vollständigkeit  nach  als 
Handbuch    der   Kegelschnitte   bezeichnet   werden^    ohne   über   diese  Voll- 
ständigkeit  dem  Wesen    eines  Lehrbuches   untreu   zu    werden,    und  nach 
unserem  Geschmacke  wenigstens  erhebt  er  sich  dadurch  noch  über  ähnliche 
Werke   in   anderen  Sprachen,   denen   er  ein   gefährlicher  Nebenbuhler   zu 
werden  droht.     Wenn  auch  die  Kegelschnitte  hauptsächlich  behandelt  sind, 
so  hat  sich  Herr  Nieweoglowski  doch  keineswegs  versagt^  allgemeinere  Auf- 
fassungen zum  Ausdrucke  kommen  zu  lassen,  welche  dem  11.  Bande^  der 
den   ebenen  Curven    überhaupt   gewidmet   werden   soll,    bereits   erheblich 
vorarbeitet.     Nach   einer   Einleitung,   welche   fast  Sy^  Bogen  stark  schon 
ziemlich  viel  umfasst,  namentlich  mit  mehr  Arten  von  Coordinatensystemen 
bekannt  macht,  als  es  sonst  der  Fall  ist,  wird  die  gerade  Linie  mit  Ein- 
schluss  der  imaginären  Gebilde   dieser  Art  behandelt,   erst  einzeln^  dann 
nach  Vorausschickung  des  Wissenswürdigsten  über  homogene  und  trilineare 
Coordinaten  und  weniger  Invariantensätze  in  ihrem  Auftreten  als  Strahlen- 
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bündel.  Bie  Vereinigang  zweier  Geraden  fahrt  zu  einer  ersten  besonderen 
quadratischen  Oleichung,  nnd  ihr  gegenüber  tritt  eine  zweite  besondere 
quadratische  Gleichung,  die  des  Kreises.  Schon  die  soweit  erworbenen 
Kenntnisse  lassen  in  einem  Kapitel  mit  der  Ueberschrift  Geomdrisehe 
Oerter  manche  Aufgabe  lOsen.  Nun  erscheinen  im  Vni.  Kapitel  die 
Gurren  zweiten  Grades.  Bei  ihrer  Diseussion  werden,  wie  vorher  bei  der 
Geraden,  wie  beim  Kreise,  wie  in  allen  Kapiteln  des  ganzen  Bandes  die 
imaginfiren  und  anderen  Entartungen  mit  besonderem  Geschick  in  den 
Vordergrund  gezogen.  Eine  Lehre  von  den  Mittelpunkten,  von  den  Durch- 
messern Yon  Curyen  folgt.  Nach  einigen  weiteren  Kapiteln  mit  Gleichungs- 
umformungen ^  Sätzen  über  Durchmesserlängen,  Collineationsbetrachtungen 
kommen  Tangenten  und  Normalen  im  Allgemeinen  zur  Sprache  und  ge- 
statten die  Auffindung  der  Kegelschnittsgleichung  in  Liniencoordinaten, 
deren  ausfdhrlichere  Behandlung  nooh  an  die  Polareigenschaften  und  die 
reciproken  Figuren  anknüpft.  Nun  werden  Kegelschnitte  durch  Funkte 
ebensowohl  als  durch  Tangenten  bestimmt;  ihre  nicht  genügende  Be- 
stimmung leitet  zur  Lehre  von  den  Kegelschnittbüscheln  über.  Noch 
zwei  Kapitel,  ein  XIX.  und  XX.,  erscheinen.  In  jenen  ist  von  Brenn- 
punkten im  Allgemeinen  die  Bede,  von  Plücker's  Auffassung  derselben  als 
Mittelpunkte  Ton  den  Kegelschnitt  doppelt  berührenden  Nullkreisen.  In  diesem 
ist  von  der  Gleichung  /*+  ^  •  A  *■  0  der  Angang  genommen,  wo  f  und  f^ 
Polynome  zweiten  Grades  darstellen,  und  von  den  Bedingungen,  welche  X 
erfüllen  muss,  damit  jene  Gleichung  ein  Linienpaar  bedeute;  man  könnte 
das  ganze  Kapitel  als  das  von  der  Gleichung  in  X  benennen.  Wir  haben 
damit  eine  nur  allzuflüchtige  Inhaltsübersicht  gegeben,  welche  dem  Fach- 
manne eine  annähernde  Ahnung  von  der  Reichhaltigkeit  des  I.  Bandes  ver- 
leihen mag.  Die  Ausstattung  ist  eine  vorzügliche,  der  Druck  scheint 
nahezu  fehlerfrei.  Dürfen  wir  zum  Schlüsse  eine  Nebensache  rügen,  welche 
xms  beim  Lesen  unangenehm  aufgefallen  ist?  Herr  Niewenglowski  benutzt 
fortwährend  die  gleichen  Typen  derselben  Buchstaben  A^  B^  (7...,  um 
Punkte  und  Coefficienten  zu  bezeichnen.  Auf  einer  und  derselben  Zeile 
wechselt  oft  die  Bedeutung,  so  dass  man  sich  die  Frage  stellen  muss^  was 
bedeutet  A  hier?  Die  Antwort  auf  diese  Frage  ist  nicht  grade  schwer 
zu  finden,  aber  wir  meinen,  die  Nothwendigkeit  sie  zu  stellen  hätte  ver- 
mieden werden  sollen.  Der  11.  Band  ist  dem  L  überraschend  schnell  nach- 
gefolgt Sein  Titel  weist  ihm  die  Construction  ebener  Curven  und  Er- 
gänzungen der  Lehre  von  den  Kegelschnitten  zu.  Man  sieht  daraus,  und 
der  umfang  des  Bandes,  der  nur  %  der  Stärke  des  I.  Bandes  erreicht 
hat,  bestätigt  es,  dass  der  Verfasser  keineswegs  beabsichtigt  hat^  einen 
vollständigen  Lehrgang  der  höheren  ebenen  Curven  zu  schreiben.  Manches 
wird  an  einen  solchen  erinnern,  aber  in  vielen  anderen  Theilen  weicht  der 
Band   wesentlich  von  dem  Werke  Salmon's  z.  B.  ab.     Herr  Niewenglowskf  [g 
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legt  ein  Hauptgewicht  auf  die  annähernd  richtig  gezeichnete  Oestalt  einer 
Cnrve.  Die  Art  der  Wölbung,  ihre  Veränderung  in  Inflexionspnnkten, 
Singularitäten  werden  zuerst  erörtert,  dann  die  Grösse  der  Erttmmmig 
einer  Curve,  bei  welcher  Gelegenheit  wir  die  Besprechung  des  Falles  eines 
verschwindenden  Krümmungshalbmessers  ungern  vermisst  haben.  Das 
Newton-Puiseux'sche  Parallelogramm  findet  eingehende  Benutzung.  Non 
kommen  die  gradlinigen  Asymptoten.  Ein  Kapitel  über  die  metrischen  Sätze, 
welche  Newton,  Maclaorin,  Camot  eingeführt  haben,  unterbricht  einiger- 
massen  den  Zusammenhang.  Der  Verfasser  wollte  sie  offenbar  nicht  weg- 
lassen, wusste  aber  keinen  geeigneten  Ort,  sie  unterzubringen.  Nun  wendet 
er  sich  zu  besonderen  Gurven.  Hilfscuryen  y  ^  q>{x)  nnd  y  '^  if(x)  als 
üebergang  zu  den  Curen  y  —  ^(«)  +  tf;(a?),  asymptotische  Ourven,  üni- 
cursalcurven  defiuirt  durch  ihre  beiden  Parametergleichungen,  bestimmte 
Curven  dritten  und  vierten  Grades  treten  auf.  War  in  diesen  neun  ersten 
Kapiteln  ausschliesslich  von  gradlinigen  Coordinaten  Gebrauch  gemacht, 
so  zeigt  das  zehnte  Kapitel  die  Anwendung  von  Polarcoordinaten.  Nun 
folgen  die  im  Titel  zugesagten  Ergänzungen  zur  Kegelschnittslehre  in 
fünf  Kapiteln.  Joachimsthal's  Sätze  über  die  von  einem  Punkte  ausgehenden 
Normalen,  das  Pascal'sche  und  das  Brianchon'sche  Sechseck,  Bestimmung 
eines  Kegelschnittes  durch  dazu  genügende  Elemente  treten  in  den  Vorder- 
grund. Zwei  kurze  Kapitel  über  graphische  Gleichungsauflösungen  und 
über  die  Lehre  von  den  EquipoUenzen  nach  Bellavitis  bescUiessen  den 
Band.  Auch  in  ihm  fehlt  es  nicht  an  Ausblicken  in  Gebiete,  deren  ge- 
nauere Durchforschung  Herr  Niewenglowski  sich  versagt  hat,  und  noch  weniger 
an  geistreichen  Einzelheiten,  an  sogenannten  Kunststückchen,  welche  den 
Leser  anregen  und  unterhalten«  Cantor. 

Lezioni  di  Caloolo  infinitesimale  dettate  da  Ebmesto  Pasoal,  professore 
nellaB.  Universit&  di  Pavia.  Parte  I.  Galcolo  Differenziale,  IX, 
316  pag.     Parte  II.     Calcolo  Integrale,  VI,   318  pag.    ühico 
Hoepli.     Milano  1895. 
Die  Hoepli'sche  Verlagshandlung  in  Mailand  giebt  unter  der  gemein- 
samen üeberschiift  als  „Manuali  Hoepli^'  handliche   und   ungemein  wohl- 
feile  kleine  Bändchen  heraus,   welche  als  Lehrbücher  der  verschiedensten 
Wissensgebiete   dienen  sollen.     Die  beiden  Bändchen  Infinitesimalreohnung 
z.B.  kosten  zusammen  nur  sechs  Lire!    Ihre  Herstellung  ist  buchhändleriaeh 
nur  unter  der  Voraussetzung  eines  aussergewOhnlich  starken  Absatses  denk- 
bar, und  dieser  wieder  mag  wohl  zum  Theil  durch  den  billigen  Preis  ver- 
bürgt  sein,   aber   sicherlich   doch   nur   dann,   wenn   der  Inhalt   sich   als 
empfehlenswerth    bewährt      Die    mathematischen   Bändchen    lassen    auch 
Letzteres  durch  die  Namen  ihrer  Verfasser,  welche  keinem  Leser  italieniseher 
Zeitschriften  unbekannt  sind,  erwarten,  und  Herr  Pascal  insbesondere   hat 
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sich  der  ihm  gestellten  Aufgabe  in  den  heute  vor  ans  liegenden  Bftndchen 
▼ollBtftndig  gewachsen  gezeigt.  Er  woUte,  so  sagt  die  Vorrede,  dasjenige 
bringen,  was  in  einem  gewöhnlichen  Lehrgange  der  Infinitesimalrechnnng 
enthalten  zu  sein  pflegt,  während  er  von  dem  Versuche,  sogleich  complexe 
Verftnderliche  zu  wfthlen  und  dadurch  der  Functionentheorie  vorzuarbeiten, 
Abstand  nahm.  Wir  kOnnen  nach  beiden  Richtungen  nur  unser '  Ein« 
Terst&ndniss  aussprechen.  Die  Lehre  Ton  den  reellen  Veränderlichen 
verdient  didactisch  und  sachlich  noch  immer  eine  besondere  Behandlung, 
wenn  auch  der  Geist  dieser  Behandlung  wesentlich  strenger  geworden  es 
nicht  verleugnen  kann  noch  will,  welchen  Einfluss  die  Functionentheoretiker 
des  XIX.  Jahrhunderts  geübt  haben.  Herr  Pascal  erklärt  femer  in  seiner 
Vorrede,  welche  Schriftsteller  er  insbesondere  sich  zum  Muster  genommen 
habe,  und  die  Namen  Lipschitz,  Gilbert,  Mansion,  Stolz,  Dini,  Peano, 
Hamack  stellen  eine  Auswahl  dar,  aus  welcher  man  keinen  einzigen  ent- 
fernen möchte,  wenn  auch  der  Eine  diesen,  der  Andere  jenen  Namen  noch 
überdies  genannt  wünschen  könnte.  Die  Zerleguug  des  Stoffes  in  zwei 
B&ndchen  hat  zur  Folge,  dass  die  Integration  von  der  Differentiation  scharf 
gesondert  ist.  Die  meisten  Vorlesungen  halten  die  gleiche  Sonderung  für 
nothwendig.  Nach  dem  Vorgange  eines  gelehrten  Freundes  pflegt  Referent 
anders  zu  verfahren  und  hat  nur  gute  Erfahrungen  damit  gemacht.  Die 
unbestimmten  Integrationen  können  sehr  wohl  zwischen  die  Differentiationen 
eingeschoben  werden«  Das  hat  den  grossen  Vorzug,  dass  man  das  Hand- 
werkmftssige  und  Langweilige  auf  einmal  los  wird  und  nicht  zu  befürchten 
brauoht,  den  durch  die  Anwendungen  der  Differentialrechnung  bereits  in 
seinen  Anforderungen  an  interessante  Gegenstände  gesteigerten  Schüler 
nachträglich  zu  enttäuschen.  Freilich  entfernt  sich  dieser  Lehrgang  wesent- 
lich von  dem  Althergebrachten,  aber,  wer  Neuerungen  anderer  Art  nicht 
scheut,  wird  vielleicht  auch  an  dieser  Gefallen  finden.  Caktor. 


ftuestions  d'algdbre   k  l'asage   des   61dves   des   dasses   de   math^matiques 
speciales  et  des  candidats  aux  6cole8  polytechnique,  normale,  cen- 
trale etc.  par  Gborgbs  Maupin,  licenci^  ös  sciences  math6matiques 
et  phjsiques,  membre  de  la  soci^t^  math^matique  de  France.    Avec 
une  pr^face  de  M.C.  A.  Laisant,  docteur  ds  sciences.    Paris  1895. 
Librairie  Nonj  et  Gie.  VII,  292  pag. 
Sind  Aufgaben,    ohne    Angabe   ihrer   Auflösung   gesammelt   und   im 
Drucke  vereinigt,  von  wirklichem  Nutzen?   Herr  Laisant  ist  dieser  Ansicht, 
sonst  hfttte   er  nicht  eine  ganze  Reihe  solcher  Sammlungen  bei  Gauthier- 
Villars  herausgegeben.     Auch  Herr  Maupin  schliesst  sich  seinem  Beispiele 
theilweise    an,    allerdings    nur    theilweise,    denn   in  jedem   Kapitel   sind 
wenigstens  einige  Musteraufgaben   aufgelöst     Referent  kann   den  Nutzen  IlC 
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nicht  recht  begreifen,  den  solche  Sammlnngen  stiften  sollen.  Bei  der 
Strittigkeit  der  Frage  unterdrücken  wir  jedoch  unsere  abweichende  An- 
sicht und  berichten  nur  kurz  über  den  Inhalt  der  Fragen.  Sie  gehören 
der  Algebra,  der  algebraischen  Analysis,  der  Differential-  und  Integral- 
rechnung an,  auch  die  Combinatorik  und  die  WahrscheinlibhkeitsrechnuDg 
sind  berücksichtigt.  Die  Auswahl  ist  recht  hübsch  getroffen  und  vielfach 
auf  gradezu  fesselnde  Fragen  gefallen.  Herr  Maupin  verschmäht  es  nicht, 
geschichtliche  Bemerkungen  einzustreuen.  Wir  freuen  uns  dessen,  würden 
uns  aber  noch  mehr  freuen,  wenn  Herr  Maupin  in  seinen  darauf  be- 
züglichen Stadien  auch  Werke  benutzt  hfitte,  die  später  als  Montucla  er- 
schienen  sind.  Wir  versäumen  keine  Grelegenheit,  anzuerkennen ,  was  Mon- 
tucla geleistet  hat,  aber  seit  hundert  Jahren  ist  doch  auch  die  Geschichte 
der  Mathematik  um  ein  Merkliches  vorwärts  gekommen,  und  Manches,  was 
damals  als  richtig  galt,  hat  sich  als  irrig  erwiesen.  Bei  Aufgaben  ohne 
Auflösung  ist  die  Biohtigkeit  des  Druckes  von  ganz  besonderer  Wichtigkeit. 
Nach  manchen  Stichproben  bei  den  aufgelösten  Aufgaben,  z.  B.  auf  pag.  152 
bis  156,  ist  allerdings  nicht  überall  mit  der  nothwendigen  Sorgfalt  ver- 
fahren worden.  Cantor. 

Die  eif&rmigen  Curven.    Inauguraldissertation  zur  Erlangung  der  Doctor- 
würde  vorgelegt  der  hohen  philosophischen  Facultät  der  Universität 
Bern  von  Fbitz  MüKasR  aus  Kirchlindach  (Bern).  Bern  1894.   46  S. 
5  Fignrentafeln. 
Schneidet  man  einen  gegebenen  Kreis  durch  eine  von  einem  gegebenen 
Strahlencentrum  ausgehende  Secante,  projicirt  einen  Schnittpunkt  auf  die 
AbsciBsenachse  und  den  so  gewonnenen  Punkt  der  Abscissenachse  auf  die 
Secante,  so  bildet  bei  Drehung   der  Secante  um  das  Strahlencentrum  ihr 
vorbestimmter  Punkt  eine  Curve  sechsten  Orades,  welche  Herr  Münger  ei- 
förmige   Curve    nennt.      Die    gegenseitige    Lage    des    Kreises    und   des 
Strahlencentrums  bedingt  selbstverständlich  andere  und  andere  Gestaltungen, 
welche  eingehend  erörtert  und  durch  Figuren  verdeutlicht  werden.  HerrMünger 
hat  seine  Untersuchung  auch   auf  andere  Curven  ausgedehnt,  welche  mit 
den  Eilinien  in  irgend  welcher  Verbindung  stehen.  Cantor. 


Praktische  Hilfstabellen  für  logarithmische  und  andere  Zahlenrechnungen 
von    Josef   HkabAk^   kaiserl.  königl.  Oberbergrath   und    Professor. 
Dritte  abgekürzte  Ausgabe.    Leipzig  1895.  B.  G.  Teubner.  V,  253  S. 
Sollen   wir   das   wesentlich  unterscheidende  Merkmal   dieser  Tabellen 
von  anderen  kurz  bezeichnen,  so  dürfen  wir  sagen^  die  meisten  Tabellen- 
werke  umfassen  neben   den  Logarithmen   auch  Anderes,  das  von  Hrab4k 
neben  Anderem  auch  Logarithmen.     Mit  Hilfe  einer  auf  eine  hinlängliche 
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Zahl  Ton  Decimalstellen  auflgerecbneten  Logarithmentafel  kann  man  ja 
unzweifelhaft  das  von  Herr  Hrab&k  fürsorglich  Oerechnete  jeden  Augenblick 
selbst  herstellen,  aber  eine  wesentliche  Bequemlichkeit  gewährt  es  doch, 
sofort  die  reciproken  Werthe  aller  yierziffrigen  Zahlen  oder  zweite  und 
dritte  Potenzen  und  Wurzeln,  Vielfache  von  7t,  wirkliche  Längen  trigono- 
metrischer Linien  im  Einheitskreise  und  dergleichen  mehr  aufschlagen  za 
können«  Diese  Möglichkeit  bietet  aber  das  uns  vorliegende  Bach  nebst 
einer  hinreichenden  Gewährleistung  fdr  die  Bichtigkeit  der  Ergebnisse,  da, 
wie  das  Vorwort  ausdrücklich  betont,  in  den  etwa  zwanzig  Jahren  seit 
dem  erstmaligen  Drucke  der  stereotypirten  Tafeln  nach  vielseitigem  Ge- 
brauche kein  einziger  Fehler  entdeckt  worden  ist.  Die  genannten  Hilfs- 
tabellen  für  die  reciproken  Werthe  Uefem  sechs  Decimalstellen.  Auch  die 
Briggischen  Logarithmen  der  Zahlen  und  der  Irigonometrischen  Linien  sind 
auf  sechs  Decimalstellen  angegeben,  mithin  in  grösserer  Anzahl,  als  es 
neuerdings  üblich  ist.  Die  Ausstattung  befriedigt  die  weitestgehenden 
Wflnsche.  Oantor. 

Elementarbuch  der   DifTerential-  und  Integralrechnung  mit  zahlreichen 
Anwendungen  aus  der  Analjsis,  Geometrie,  Mechanik,  Physik  etc. 
für   höhere  Lehranstalten   und  den  Selbstunterricht  bearbeitet  von 
FmEDBiCH  AuTENHEiMER,  Maschinen -Ingenieur,  gew.  Professor  und 
Director  des   zürcherischen   staatlichen  Technikums  zu  Winterthur, 
Herausgeber  von   „Bemoulli's  Vademekum   des  Mechanikers'',   von 
f^Bemonlli's  Dampfmaschinenlehre"  und  von  „Aufgaben  über  mecha- 
nische Arbeit".     Vierte  verbesserte  Auflage.     Mit  157  in  den  Text 
eingedruckten    Holzschnitten.     Weimar  1895.    Bernhard  Friedrich 
Voigt.   Vm,  585  8. 
Wir  haben  Bd.  XXXIII  dieser  Zeitschrift,  Historisch -literarische  Ab- 
theilung B.  22,  unsere  Ansicht  über  die  dritte  Auflage  ausgesprochen,  und 
die   vierte  Auflage   hat  unser  ürtheil  nicht  verändert.     Wir   wissen   aus 
dem   abermals   nöthig   gewordenen   Neudrucke,    dass    das   Elementarbuch 
ESufer  findet,  wir  wissen,  dass  es  insbesondere  in  der  Schweiz  beliebt  ist, 
dass  der  verstorbene  Rudolf  Wolf  es  in  seinem  Handbuche  der  Astronomie, 
ihrer  Geschichte  und  Literatur  .1,  108,  in  seinem  Literaturnachweise  er- 
wähnt»    Wir  wissen  ferner,  dass  die  Aufgaben  aus  der  Mechanik,  welche 
wir  als  Vorzug   der   dritten  Auflage   erwähnt  haben,  noch  um  Angaben 
über  Quantität   der-  Bewegung,  Potential  -  und  mechanische  Wärmetheorie 
vermehrt  worden  sind.     Wir  wissen  endlich,  um  keinen  Vorzug  unerwähnt 
zu  lassen,   dass   der  Preis   von  9  Mk.  ein  verhältnissmässig  sehr  niedriger 
ist     Aber  wir  mssen  auch,  dass  die  neue  Auflage  bezüglich  der  Strenge 
der  vorgetragenen  Beweise  sich  nicht  im  Geringsten  von  der^u^^|i|;ht  Jahre  t}^ 
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älteren  Auflage  unterscheidet,  und  dass  der  Leser  und  Benutzer  nach  wie 
vor  darauf  angewiesen  ist.  Vieles  auf  Treu  und  Glauben  anzanehmen. 

— —  Caktor. 

Aufgaben  zur  Differential-  und  Integralrechnung  nebst  den  Resultaten 
und    den   zur   LOsung   nöthigen   theoretischen   Erl&uterungen   Yon 
Dr.  H.  DöLP,   weiland  Professor  am  Polytechnikum  zu  Dannstadt. 
Sechste  verbesserte  Auflage.     Oiessen  1895.     J.  Bicke/sche  Buch- 
handlung,  n,  209  8. 
Es  giebt  Bücher,  welche  man  nicht  mehr  lobt,  sondern  bei  welchen 
man  sich  damit  begnügt,  das  Erscheinen  einer  neuen  Auflage  anzuzeigen. 
Zu  diesen  gehört  „der  Dölp'%   wie   die   Studierenden  das  Buch  kurzweg 
zu   nennen   pflegen.    Dölp  *6elb8t   hat   nur   die   erste  Auflage   1869   er- 
scheinen sehen.     Während  des  Druckes   der  zweiten   Auflage   von   1874 
starb  er.    Hattendorff  besorgte  alsdann  1878  die  dritte  Auflage.     Die 
vierte  und  fünfte  Auflage  von   1884  imd   1891   sind  keiner  neuen  Be- 
arbeitung imterzogen   worden   und  sind,  da  manche  Druckfehler  sich  ein- 
schlichen, hinter  der  dritten  Auflage  zurückgeblieben ,  wenn  auch,  wie  der 
fortgesetzte  Absatz  beweist,  ohne  die  Brauchbarkeit  einzubdssen.     Fflr  die 
sechste  Auflage  hat  die  Yerlagshandlang,  wie  wir  mit  Bestimmtheit  wissen, 
sich  die  Beihilfe   eines  bekannten  Mathematikers  zu  sichern  gewusst,  den 
wir  allerdings  zu  nennen  uns  nicht  berechtigt  fühlen,  da  sein  Name  weder 
auf  dem  Titelblatte  noch  als  Unterschrift  eines  Vorwortes  vorkommt.    Viel- 
leicht verzichtet  er  bei  einem  späteren  abermaligen  Abdrucke  auf  den  der 
Durchsichtigkeit  nicht  entbehrenden  Mantel  der  Anonymität.       Gantob. 


Omndrifls  der  Differential- und  Integral-Rechnung.  LTheil:  Differential- 

Bechnung.     Von  Dr.  Ludwig  Kiepert,  Professor  der  Mathematik 

an  der  technischen  Hochschule  zu  Hannover.     Siebente  vollständig 

umgearb.  und  verm.  Auflage  des  gleichnamigen  Leitfadens  von  weil. 

Dr.  Max  Stegbmann.    Mit  160  Figuren  im  Texte.    Hannover  1895. 

Helwing'sche  Verlagsbuchhandlung.     XVI,  638  S. 

Die  Vorrede  zur  fünften  Auflage   ist  vom  Juli   1887  datirt,  die  zur 

sechsten   vom  15.  November  1892,   die  zur  siebenten  vom  21.  Mai  1895. 

Die  sechste  Auflage  wurde  folglich  in  der  halben  Zeit  vergriffen,  welche 

zum  Verkaufe  der  ihr  unmittelbar  vorhergehenden  erforderlich  war.     Die 

Kritik  kann  nicht  immer   mit   der  Gunst  des  Publikums  übereinstimmen, 

aber   dem  Kiepert'schen  Grundrisse  gegenüber  ist  die  Berechtigung  jener 

Gunst  allgemein  zugestanden.     Referent  hat  wiederholt  mit  Fachgenossen 

von  Universitäten  und   von  technischen  Hochschulen   darüber  gesprochen, 

welches  Werk   sie   wohl   dem  Anfänger   am  Liebsten  empfehlen,  und  &st 
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regelmfissig  wurde  ihm  in  den  letzten  Jahren  Kiepert  genannt  und  damit 
sein  eigenes  ürtheil  beetfttigt.  In  der  siebenten  Auflage  hat  das  Werk 
nun  auch  den  Titel  erhalten,  welchen  es  vollst&ndig  verdient.  Von  der 
alten  Stegemann'schen  Differentialrechnung  ist  so  gut  als  Nichts  mehr 
Torhanden,  Herr  Kiepert  hat  sie  neu  verfasst  und  musste  als  VerfiEisser 
auf  dem  Titelblatte  erscheinen,  vermuthlich  nicht  zum  letzten  Male. 

Oantor. 

Anwendung  der  Differentialrechnung  auf  die  ebenen  Curven ,  nebst  425 
gelösten  Aufgaben,   164  Figuren  und   138  Erklärungen.     Für  das 
Selbststudium  und  den  Gebrauch  an  Lehranstalten  bearbeitet  nach 
dem  System  Elejer  von  Prof.  Dr.  August  Haas.     Stuttgart  1894. 
Verlag  von  Julius  Maier.    VUI,  272  S.    (Dritter  Theil  des  Lehr- 
buches der  Differentialrechnung.) 
Referent  hafc  nicht  die  Absicht,  das  „System  Eleyer'^  einer  Beurtheil- 
ung  zu  unterwerfen.     Ein   einzelnes  Bftndchen  liegt  uns  zur  Besprechung 
vor,   und   von   diesem    können   wir   mit   gutem  Gewissen  sagen,  dass  es 
zweckmSssig  gewählte  Aufgaben   der  Curvenlehre  in  grosser  Anzahl  ent- 
hftlt  und  sich  durch  diese  dem  Lehrer,  der  nach  Beispielen  sucht,  empfehlen 
dürfte.     Angenehm  dflrfte  es  für  diesen  auch  sein,  dass  die  Figuren  sorg- 
fältige   Zeichnung    verrathen    und   an   der   Tafel   zum    Muster   gebraucht 
werden   können.     Die  Rechnungen   wird   man   freilich  jeweils   zu   prüfen 
haben,  denn  allein  in  den  80  ersten  Seiten,  bei  welchen  wir  keineswegs 
alle  Angaben  prüften,  sind  uns  auf  S.  20,  21,  23,  36,  37,  47,  71,  80 
Irrthümer    aufgefallen.      Nachsendung    eines    vollständigen    Druckfehler- 
verzeichnisses   von    Seiten    des   Herrn  Verüassers,    dem    die   Mühe    einer 
volktftndigen  Nachrechnung  in   erster  Linie  znzumuthen  ist,   würde   dem 
B&ndchen  zum  Yortheile  gereichen.  Cantor. 


H.  BocHEB,  Ueber  die  Reihenentwiokelungen  der  Potentialtheorie.  Mit 
einem  Vorwort  von  F.  Elbin.  Leipzig  1894.  B.  Q.  Teubner.  VllI 
und  258  S. 

Die  philosophische  Facultttt  der  Göttinger  üniversit&t  hatte  1890 
folgende  Preisanfgabe  gestellt:  „Man  kann  die  Mehrzahl  der  in  der  Potential- 
theorie auftretenden  Reihenentwickelungen  und  Integraldarstellungen  unter 
einheitlichem  Gesichtspunkt  ableiten,  indem  man  die  sttnuntlichen  bei  diesen 
Darstellungen  in  Betracht  kommenden  Orthogonalsysteme  als  Ausartungen 
des  Systems  confocaler  Gykliden  betrachtet  und  unter  Zugrandelegung  des 
letzteren  zunächst  für  einen  von  sechs  confocalen  Gykliden  begrenzten 
Körper  geeignete  Reihenentwickelungen  aufstellt.  Die  Facultöt  wünscht, 
dass  der  hiermit  bezeichnete  Gedanke  ins  Einzelne  durchgeführt,  auch  vout}^ 

Hitt.- Uter.  Abth.  d.  Zeitiohr.  f.  Mftth.  u.  Fhyt.  41.  Jahrg.  1896.  1.  Heft.  3 
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der  ganzen  Theorie  eine  znsammenh&ngende  Darstellmig  gegeben  werde.^ 
Der  Preis  wurde  der  Schrift  des  Verfassers  „Ueber  die  Beihenentwickel- 
ungen  der  Potentialtheorie'',  Oöttingen  1891  (yergl. F. d.M. 8. 996—1000), 
zuerkannt  Das  vorliegende  Buch  ist  als  ümarbeitang  und  Weiterfilhrnng 
jener  Preisarbeit  anzusehen. 

Aus  den  Problemen  der  Potentialtbeorie  wird  ein  einziges  heraus- 
gegriffen, die  sogenannte  Bandwerthaufgabe,  und  die  Frage  angeworfen, 
ob  sich  diese  nicht  für  einen  EOrper  so  allgemeiner  Art  lösen  lasse,  dass 
sämmtliche  bis  jetzt  behandelten  Körper  als  Ausartungen  desselben  angesehen 
werden  können.  Ein  solcher  Körper  ist  das  CykUdenseohsflaoh,  d.  L  ein 
von  sechs  confocalen  Cjkliden  begrenzter  Körper.  Der  Behandlang  der  Band- 
werthaufgabe  ist  daher  eine  Darstellung  der  von  den  Herren  Montard 
und  Darboux  begründeten  Theorie  der  Cykliden  vorausgeschickt  worden« 

Der  erste  Abschnitt  beginnt  mit  einem  Kapitel  über  einige  Methoden 
und  Orttnds&tze  der  projectiven  Geometrie  (Kap.  I).  Kapitel  II  handelt  von 
der  Geometrie  der  reciproken  Radien  der  Ebene,  welche  ihren  adftquaten 
analytischen  Ausdruck  in  der  Verwendung  tetracjklischer  Coordinaten 
findet.  In  diesen  Coordinaten  wird  das  allgemeine  orthogonale  System 
confocaler  cyklischer  Gorven  dargestellt.  Um  die  Resultate  auf  den  Baum 
zu  übertragen,  werden  die  pentasph&rischen  Coordinaten  eingeführt  und 
die  Gleichung  des  allgemeinen  dreifach  orthogonalen  Systems  confocaler 
Cykliden  aufgestellt,  wobei  die  Definition  zu-  Grunde  gelegt  wird:  Cykliden 
heissen  alle  Flftchen,  welche  durch  eine  homogene  Gleichung  zweiten  Grades 
zwischen  pentasphftrischen  Coordinaten  dargestellt  werden*  Da  für  das 
Folgende  die  Kenntniss  der  Ausartungen  der  allgemeinen  Cykliden  von 
Wichtigkeit  ist,  so  bringt  das  n&chste  Kapitel  (III)  eine  Methode,  mit  deren 
Hilfe  man  sftmmüiche  Ausartungen  systematisch  au&fthlen  kann.  Diese 
Methode  liefert  die  Weierstrass'sche  Theorie  der  Elementartheiler,  welche 
dazu  benutzt  wird,  das  volle  System  der  Invarianten  einer  linearen  Schaar 
quadratischer  Formen  zu  erhalten.  Auf  dieses  algebraische  Problem  kommt 
eben  die  Classification  der  Cykliden,  bei  Anwendung  der  Geometrie  der 
reciproken  Badien,  zurück.  Es  ergiebt  sich  eine  Eintheilung  der  Cykliden 
in  26  Arten,  eine  Anzahl,  die  sich  verringert,  wenn  man,  wie  es  die  Physik 
verlangt,  ein  reelles  pentasphSrisches  Coordinatensystem  zu  Grunde  legt. 
Hieran  schliesst  eich  eine  Aufzfthlung  der  reellen  Systeme  confocaler 
Cykliden,  In  Kapitel  IV  wird  die  Gestalt  der  verschiedenen  GyUiden- 
schaaren  nfther  beschrieben  und,  soweit  dies  ohne  Modell  möglich  ist,  der 
Anschauung  zugänglich  gemacht. 

Nachdem  der  Verfasser  noch  in  Kapitel  V  die  von  Herrn  Darboux 
definirten  cyklidischen  Coordinaten  einer  näheren  Besprechung  unterzogen 
hat,  wird  in  den  beiden  folgenden  Abschnitten  gezeigt,  wie  dieselben  bei 
der  Behandlung  der  Bandwerthaufgabe  zu  verwerthen  sind.     Diese  Frage 
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wird  im  zweiten  Abschnitt  für  allgemeine,  im  dritten  Abschnitt  für  aus- 
geartete Cyklidensechsflache  erledigt. 

Voransgeschickt  werden  einige  allgemeine  Erörterungen,  die  sich  auf 
die  Lam^'schen  Gleichungen  beziehen.  Für  diese  wird  nach  dem  Vorgänge 
von  Herrn  Klein  eine  verallgemeinerte  Definition  aufgestellt,  und  zwar 
wird  als  Lam^'sche  Gleichung  „eine  überall  reguläre  homogene  lineare 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  mit  rationalen  Coefficienten  bezeichnet, 
deren  im  Endlichen  gelegene  singul&re  Punlcte  e^, .  . .  e»  sftmmtlich  die  Ex- 
ponenten 0,  ^  besitzen,  und  die  im  unendlichen   nur   einen  uneigentlich 

singnlftren  Funkt  aufweist/'  Die  allgemeine  Lam6'6che  Gleichung  lautet 
hiemach:  vi  —  L 

f(x)  -  (a;-ci)(fl;-ej)  .  . .  (a;-e„), 

g){x)  -=  ax*"-^  +  hx"^^^  H hm 

und  a,  &, .  . .  m  beliebige  Constanten  bezeichnen.  Jede  Lösung  einer  solchen 
Lam^'schen  Gleichung  wird,  ebenfalls  in  üebereinstimmung  mit  Herrn 
Klein,  eine  Lame'sche  Function  genazmt.  Um  auch  noch  die  Singularität 
im  Unendlichen  wegzuschaffen,  werden  homogene  Variablen  eingeführt. 

Hiernach  wird  auf  geometrischem  Wege  ein  merkwürdiges,  von  Sturm 
für  Differentialgleichungen  mit  einem  Parameter  entdecktes,  von  Herrn 
Klein  auf  solche  mit  zwei  Parametern  ausgedehntes  Theorem  für  den 
reellen  Verlauf  der  L am ^ 'sehen  Functionen  aufgestellt,  welchem  Herr 
Klein  den  Namen  „Oscillationstheorem^^  gegeben  hat.  Der  Verfasser  be- 
schränkt sich  auf  den  Fall  n  —  5,  der  für  die  Bandwerthaufgabe  allein 
in  Betracht  kommt.  Das  Theorem  lautet:  „Die  accessorischen  Parameter  a 
und  b  einer  Lam^'schen  Gleichung  n  —  5  können  stets  und  nur  auf  eine 
Weise  so  bestimmt  werden ,  dass  eine  erste  Particularlösung  ezistirt,  welche 
in  einem  ersten  beliebigen  Segmente  m^m^  eines  Intervalles  der  reellen 
o;- Achse  genau  m  Halboscillationen  ausführt,  und  dass  gleichzeitig  eine 
andere  Particularlösung  existirt,  welche  in  einem  beliebigen  Segmente  n^n^ 
eines  anderen  Intervalles  genau  n  Halboscillationen  ausführt." 

In  Kapitel  III  des  zweiten  Abschnittes  kommt  der  Verfasser  endlich 
auf  die  ursprtiDgliche  physikalische  Fragestellung  zurück,  nachdem  er  die 
Potentialgleichung  mit  Hilfe  cyklidischer  Goordinaten  umgeformt  hat.  Die 
Frage,  ob  sich  ein  Lam^'sches  Product,  das  der  eben  genannten  Differential« 
gleichung  genügt,  von  der  Form 

finden  lässt^  wird  jetzt,  auf  Grund  der  Untersuchungen  der  Herren  Wangerin 
und  Datboux,  dahin  entschieden:   „Wir  können  ein  Lam^'sches  ProducglC 


36  historisch -literarische  Abtheitun^. 

bilden,  indem  wir  die  drei  Factoren  desselben  als  irgend  welche  La  mi- 
sche Fanctionen  annehmen,  die  Particolarlösnngen  einer  nnd  derselben 
Lam6*8chen  Gleichung  fi  =  5  sind,  welche  die  Punkte  eij,.,€^  als  ein- 
fache singulare  Punkte  besitzt.  Die  accessorischen  Parameter  der  La  mi- 
schen Gleichung  sind  dabei  keinerlei  Besohrttnkungen  unterworfen.*' 

Hiernach  ist  man  im  Stande^  fOr  jedes  allgemeine  System  cjklidischer 
Coordinaten  oo^  Potentiale  in  der  Form  verallgemeinerter  L am  6 'scher  Pro- 

zu  bilden.  Diese  Potentiale  entsprechen  an  sich  keinen  bßsonders  einfachen 
oder  wichtigen  physikalischen  Problemen.  Aus  ihnen  lassen  sich  aber  durch 
Addition  allgemeinere  Potentiale  zusammensetzen,  und  mit  Hilfe  dieser 
wird  die  in  Bede  stehende  Bandwerthaufgabe  zur  Lösung  gebracht. 

Zunächst  betrachtet  der  Verfasser  KOrper,  die  von  sechs  allgemeinen 
confocalen  Cjkliden  ^^durchaus  rechtwinklig '^  begrenzt  sind,  und  fahrt 
folgende  schematische  Bezeichnung  derselben  ein:  „Das  allgemeine  Cjkliden- 
sechsflach  wird  durch  ein  Schema  charakterisirt,  welches  aus  drei  Segmenten 
mifng,  fi^n^,  r^r^  besteht,  die  bezw.  in  den  Intervallen  ^,  v,  p  der  reellen 
a;- Achse  liegen,  aber  diese  Intervalle,  oder  Theile  derselben,  beliebig  oft 
überdecken  können **.  Wird  dann  noch  ein  Lam^'sches  Product,  das  auf 
fünf  Seitenflächen  eines  Cyklidensechsflachs  verschwindet,  als  zu  dem  Sechs- 
flach „gehörend**  bezeichnet,  so  übersieht  man  leicht,  dass  die  L am 6 'sehen 
Functionen,  aus  welchen  sich  diese  zugehörigen  La m 6 'sehen  Producte 
zusammensetzen ,  geradezu  durch  das  OsciUationstheorem  zu  bestimmen  sind. 
Mit  Benutzung  dieser  Producte  wird  nun  die  Bandwerthaufgabe  gelöst 
Diese  Lösung  ist  allerdings,  wie  der  Verfasser  selbst  zugiebt^  nur  formal 
richtig.  Für  die  wirkliche  Anwendung  fehlen:  1.  der  Convergenzbeweis 
der  Beihenentwickelungen ,  2.  eine  übersichtliche  und  brauchbare  Darstellnng 
gewisser  Fundamentalzweige  einer  beliebigen  Lam6 'sehen  Function,  3.  die 
numerische  Bestimmung  der  accessorischen  Parameter  a,  h  der  L am 6 'sehen 
Differentialgleichung  durch  die  gegebenen  Oscillationseigenschaften,  4.  Metho- 
den zur  bequemen  Auswerthung  der  Doppelintegrale ,  die  in  den  Coef&cienten 
der  Beihenentwickelungen  vorkommen. 

Der  dritte  Abschnitt  behai^delt  die  Bandwerthaufgabe  der  Potentialtheorie 
für  ausgeartete  Cyklidensechsflache.  Auch  hier  geht  ein  mathematisches 
Kapitel  voran.  Dasselbe  bezieht  sich  auf  die  Specialflllle  der  Lamö'sehen 
Gleichung  und  des  zugehörigen  Oscillationstheorems.  Znn&chst  wird  dar- 
gelegt, dass  bei  einem  v- fachen  singulttren  Punkt  Ck  einer  Lam6'schen 
Gleichung  für  v^3  im  Allgemeinen  irregulftres  Verhalten  eintritt.  Ist 
aber  ek  zugleich  eine  fi- fache  Wurzel  (f*  ^  f-2)  von  (p{x)  =  0,  so  arten 
die  Lam6 'sehen  Functionen  E{x)  in  das  Product 

{X'-ekTTEix) 
ans,  unter  tl(x)  eine  L am 6 'sehe  Function  verstanden,   die  im  Punkte  tk 
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einen  (v  —  fi) fachen  singnlSren  Punkt,  sonst  aber  dieselben  Singularitäten 
wie  E{x)  besitzt. 

um  sodann  ftlr  diese  SpecialfMle  das  Oscillationstheorein  su  gewinnen, 
unterscheidet  der  Verfasser  zwischen  allgemeinen  und  specialisirten  Segmenten, 
von  denen  die  letzteren  einen  singulSren  Funkt  der  Lam^'schen  Gleichung 
als  Endpunkt  haben.  Für  allgemeine  Segmente  bei  specialisirter  Gleichung 
ist  der  Ansatz  zum  Beweis  des  Oscillationstheorems  in  keiner  Weise  zu 
Andern.  Ebensowenig  tritt  eine  Modification  desselben  ein  bei  specialisirten 
Segmenten,  sobald  der  Endpunkt  des  Segments  ein  einfach  singulärer  Punkt 
ist.  Sobald  indessen  dieser  Endpunkt  eine  höhere  Singularität  hat,  ist  das 
Oscillationstheorem  nicht  mehr  allgemein  aufrecht  zu  erhalten..  So  ist  ein 
Fall,  in  welchem  es  seine  Giltigkeit  verliert,  der,  wo  sich  das  Segment 
von  einem  mehrfachen  Punkt  ek  zu  einem  anderen  mehrfachen  Punkt  ^it  4-1 
einfiBMsh  erstreckt,  das  ist  der  Fall,  wo  die  L am 6 'sehe  Gleichung  die  Ge- 
stalt annimmt:  ^ 

wenn  (*    dx  .  .  f(x) 


^=/2Är'  ^^^*^= 


Hiernach  studirt  der  Verfasser  die  zu  beliebigen  Ausartungen  des  cykli- 
dischen  Coordinatensjstems  gehörigen  L am 6 'sehen  Producte,  welche  übrigens 
bereits  von  früheren  Autoren  angegeben  worden  sind.  Dazu  wird  die  früher 
aufgestellte  Tabelle  aller  dreifach  orthogonalen  Flächensjsteme  benutzt,  die 
sich  als  Ausartungen  des  allgemeinen  cyklidischen  Systems  ansehen  lassen. 
Zunächst  findet  der  Verfasser:  Wenn  Cm  ein  mehrfacher  Punkt  ist,  welchem 
drei  verschiedene  Elementartheiler  entsprechen,  so  müssen  die  accessorischen 
Parameter  dieser  Lamö'schen  Function  in  der  Weise  specialisirt  werden,  dass 
die  Lam^'sche  Function  nach  Abtrennung  des  Factors  {x  —  ek)''i  in  den 
Fall  fis=:4  ausartet  Ausser  diesen  L am 6 'sehen  Functionen  fi=4,  die 
sich  stets  durch  trigonometrische  Functionen  ausdrücken  lassen,  und  den 
allgemeinen  L am  6 'sehen  Functionen  11  =  5  ergeben  sich  noch  fünf  Special- 
fälle: 1.  die  Functionen  der  dreiachsigen  Flächen  zweiten  Grades,  2.  die 
Functionen  des  Botationskegels  (Kugelfunctionen  eines  Arguments  mit  un- 
beschränktem Index),  3.  die  Functionen  der  zweiachsigen  Cylinder  zweiten 
Grades,  4.  die  Functionen  des  Botationscylinders  (Bessel'sche  Functionen), 
5.  die  Functionen  des  parabolischen  Cylinders.  Dieselbe  Art  L  am 6 'scher 
Functionen  kann  bei  sehr  verschiedenen  Flächensystemen  auftreten.  So  treten 
die  Functionen  der  dreiachsigen  Flächen  zweiten  Grades  bei  a)  den  all- 
gemeinen Flächen  zweiten  Grades,  b)  den  Kegeln  zweiten  Grades,  c)  den 
Botationsringcykliden,  d)  den  zweitheiligen,  e)  den  eintheiligen  Rotations- 
cykliden;  die  Functionen  des  Botationskegels  bei  a)  den  Botationskegeln, 
b)  den  Ereisringen,  c)  den  Botationsflächen  zweiten  Grades  (abgeplattete 
Gllipsoide  und  einschalige  Hyperboloide;  verlängerte   EUipsoide  und  zwei-;}^ 
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schalige  Hyperboloide);  die  Functionen  der  iweiachsigen  Cjlinder  zweiten 
Orades  bei  a)  den  Cylindem  zweiten  Orades,  b)  den  allgemeinen  Para- 
boloiden;  die  Functionen  des  Botationscjlinders  bei  a)  den  Rotations- 
cylindem,  b)  den  Botationsparaboloiden ;  endlich  die  Functionen  des  para- 
bolischen Cylinders  bei  den  parabolischen  Cylindem  auf.  Diese  Oruppirung 
verschiedenartiger  Flächen  findet,  wie  Verfasser  hervorhebt,  durch  die  hier 
dargelegte  El  ein 'sehe  Theorie  eine  höchst  anschauliche,  einheitliche  Er- 
klärung aus  einem  obersten  Princip.  Ein  kurzer  historischer  Bericht  fiber 
die  Theorie  der  Lam6'schen  Producte  (vergL  Byerly,  Fonrier's  Series  and 
Spherical,  Cylindrical  and  EUipsoidal  Harmonics.  Boston)  beschliesst  dieses 
Kapitel. 

Das  letzte  Kapitel  des  dritten  Abschnittes  handelt  von  den  Cykliden- 
vielflachen,  die  weniger  als  sechs  Seitenflächen  haben,  und  giebt  eine  LOsung 
der  zugehörigen  Bandwerthaufgabe.  Des  historischen  Interesses  wegen  wird 
der  Fall  des  VoUellipsoids  in  einem  besonderen  Paragraphen  vorgeführt.  Hier 
vereinfacht  sich  die  allgemeine  Lösung  wesenÜich.  Es  wird  bewiesen,  dass 
die  Lam6*schen  Functionen,  welche  in  den  zum  VoUellipsoid  gehörigen 
L am6 'sehen  Producten  auftreten,  algebraisch  sind,  und  zwar,  bis  auf  etwa 
vorkommende  Factoren  Yx  —  ej,  }/x  -  64,  Yx-  Cj,  rational.  Und  diese 
Eigenschaft  des  VoUellipsoids,  das  hier  das  Oscillationstheorem  auf  (ganze) 
rationale  Functionen  führt,  ermöglicht  die  algebraische  Bestimmung  der 
accessorischen  Parameter.  Der  Parameter^  ergiebt  sich  hier  gleich  ^(^+1)* 
wo  N  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet. 

Es  folgen  noch  Lösungen  der  Bandwerthaufgabe  für  Körper,  welche 
durch  ausgeartete  Cykliden  begrenzt  sind,  deren  Schemata  aber  nur  all- 
gemeine Segmente,  und  solche,  deren  Schemata  specialisirte  Segmente  ent- 
halten. Eine  historische  üebersicht  über  die  hauptsächlichsten  bis  jetzt 
aufgestellten  Beihen - Entwickelungen  der  Potentialtheorie  (Legendre, 
Laplace,  Fourier,  Poisson,  Green,  Lam6,  Heine,  Liouville, 
F.  Neumann,  C.  Neumann,  Biemann,  Thomson  und  Tait^  Mehler, 
Mathieu,  H.Weber,  C.  Baer,  F.  Klein)  beschliesst  den  letzten  Ab- 
schnitt. 

Ein  Anhang  versucht  noch,  die  bisherigen  Besultate  auf  JB»  zu  über- 
tragen, um  einen  besseren  üeberblick  über  die  ftlr  den  dreidimensionalen 
Baum  entwickelte  Theorie  zu  gewinnen.  £],  Jahnks. 
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Die  Orassmann'sche  Ausdehnungslehre. 

Ein  Beitrag 

sur 

Geschichte  der  Mathematik  in  den  letzten  fünfzig  Jahren. 

Von 
Dr.  V.  Schlegel  . 

Professor  an  der  Gewerbesohule  in  Hagen. 
Sol&luss. 


Zur  Untersuchung  der  algebraischen  Curyen  und  Flftöhen  liefert 
die  Aasdehnnngslehre  mehrere  charakteristische  Methoden.    Die  erste  ver- 
folgt die  Entstehung  einer  Curve  oder  Flftche  aus  festen  und  beweglichen 
Elementen,  stellt  dieselbe  durch  ein  gleich  Null  gesetztes  „planimetrisches'' 
bezw.  ;, stereometrisches"  Product  dar  (welches  übrigens  in  einen  beliebigen 
Coordinatenansdruck    verwandelt    werden    kann)    und    führt   zu  einer  rein 
geometrischen  Theorie  auch  der  allgemeinsten  unter  jenen  Gebilden.     Sie 
unterscheidet  sich  von  der  Steiner'schen  Behandlung  wesentlich  dadurch, 
dass    sie    in  jenen   gesetzmässig  gebildeten   Producten   und   deren   ebenso 
gesetzmSssigen   Umformungen  unmittelbare   charakteristische  Darstellungen 
der  Gebilde   selbst,   ihrer  Eigenschaften   und   Umformungen   besitzt,    und 
alle  diese  GegenstSnde  einem  von  der  Anschauung  unabhBngigen  einfachen 
Systeme   von  Operationen    unterwirft     So  vereinigt   sie  in  sich  die  Vor- 
theile    der  analytischen  und  der  synthetischen  Behandlungsweise.    Grass- 
mann  selbst  fand  auf  diesem  Wege  die  allgemeinsten  Sfttse  über  die  Er- 
zeugung von  Curven  und  Flachen'^  und  gab  in  einer  Reihe  von  Abhand- 
lungen^   ausführliche   Darstellungen    der    allgemeinen   Theorie   und    ihrer 
Anwendung  auf  Gurren  und  Flftchen  zweiter  und  dritter ,  sowie  auf  Curven 
vierter  Ordnung.     Eine   weitere  Verwerthung  fand  diese  Methode  in  einer 
Arbeit  des  Verfassers  ^^^  über  eine  Fläche  dritter  Ordnung  und  ihre  Reci- 
prokalflSche,    deren  stereometrische  Gleichungen  und  Eigenschaften  sich  in 
unmittelbarster  Weise  ergaben,  die  übrigens  spftter  von  Eckardt^®^  bezw. 
Baner^^    noch   mit   Coordinaten- Methoden    untersucht   wurden.      Femer 
führte  der  Verfasser  ^^  eine  Erweiterung  des   Grass  mann  *schen  Princips 
dadurch    aus,    dass  den  als  Constructionselemente  benutzten  Geraden  und 
Pankten   eine   feste   Curve   hinzugefügt  wurde.     Dingeldey^^   gab    auf 
Onmd   Orassmann'scher  Bewegungs- Mechanismen  eine  sehr  einfadiQ  Er-    , 
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zeugnngsweise  der  C,  mit  Doppelpunkt  und  eine  Constmetion  der  Wende- 
punktslinie, und  zeigte,  wie  jener  Mechanismus  zu  modificiren  sei,  um 
C^  mit  1 — 3  Doppelpunkten  zu  erhalten,  und  wie  die  Elemente  desselben 
liegen  müssen,  um  eine  gegebene  0^  zu  erzeugen.  Oleichzeitig  gab  EölmeP^'^ 
die  besondere  Lage  der  Elemente  für  C^  mit  Doppelpunkt  an,  und  ein 
einfaches  Verfahren  zur  Bestimmung  des  Grades  einer  beliebigen  mittelst 
eines  Orassmann'schen  Mechanismus  erzeugten  Curye.  Fritz^^  dehnte 
die  erste  Orassmann*sche  Erzeugungsweise  der  C^  auf  den  Baum  aus, 
Sturm '^^  benutzte  die  Orassmann'schen  Erzeugungs weisen  der  Gurren 
dritter  Ordnung  und  Klasse,  um  die  Ausartungszahlen  der  Homologie 
zweier  ebener  Felder  zu  bestimmen,  Oasparj^^  dehnte  die  Orass- 
mann'sche  Erzeugungsart  der  ebenen  Ourven  auf  Baumcurven  ans  und 
leitete  daraus  ihre  wesentlichen  Eigenschaften ,  wie  auch  neue  Constrnctionen 
ab.  Endlich  gab  von  Escherich '^  auf  derselben  Grundlage  allgemeine 
Methoden,  um  algebraische  Curyen  und  FlBchen  beliebiger  Ordnung  aus 
der  Anzahl  der  sie  bestimmenden  Punkte  mittelst  reciproker  linearer  Systeme 
höherer  Stufe  zu  construiren,  eine  Aufgabe,  die  vorher  für  Fiftchen  von 
höherer  als  vierter  Ordnung  noch  nicht  gelOst  worden  war.  —  Es  hat 
dieser  Methode  nicht  an  Gegnern  gefehlt.  So  musste  schon  Grassmann'^® 
die  von  Bellavitis  ausgesprochene  Behauptung  widerlegen,  dass  seine 
Methoden  nur  specielle  Arten  der  C^  lieferten«  SchrOter^^*  machte  die 
an  sich  ja  interessante  Bemerkung,  dass  die  drei  Orassmann'schen  Er- 
zeugungs weisen  der  Cq  durch  Umformung  aus  den  Chasl es 'sehen  und 
Caylej- Hesse 'sehen  Methoden  erhalten  werden  können.  Unzutreffend 
war  aber  die  hieran  geknüpfte  Bemerkung,  dass  die  Orassmann'schen 
Methoden  hierdurch  überflüssig  geworden  seien;  denn  man  hat  es  hier 
thatsSchlich  nur  mit  zwei  gleichberechtigten  Formulirungen  desselben  Grund- 
gedankens zu  thun,  einer  projectivischen  und  einer  mechanischen.  Ebenso 
konnte  Schröter  nur  in  Unkenntniss  der  oben  erwähnten  schon  vorhandenen 
Literatur  behaupten,  aus  den  Orassmann'schen  Definitionen  ginge  nicht 
hervor,  wie  der  einer  gegebenen  Curve  zu  Grunde  zu  legende  Mechanismus 
herzustellen  sei,  und  diese  Definition  sei  daher  für  die  wirkliche  Erzeugung 
der  C^  und  die  Herleitung  ihrer  Eigenschaften  unfruchtbar  geblieben. 

Eine  zweite  Methode  stellt  Curven  und  Flttchen  als  Functionen  eines 
variablen  Gebildes  (Punkt,  Gerade,  Ebene)  dar  und  lehrt  durch  rechnerische 
Verbindung  dieser  Functionen  die  Beziehungen  zwischen  Curven  und  zwischen 
Fiftchen  aufzufinden  und  darzustellen.  Diese  Methode  eröffnet  den  ein- 
fachsten und  natürlichsten  Weg  zur  Theorie  der  Polaren ,  der  Systeme  von 
Curven  und  Fiftchen  und  ihrer  Verwandtschaftsbeziehungen.  Die  Grund- 
züge dieser  Theorie  gab  Grassmann^^^  in  mehreren  Abhandlungen,  die, 
zum  Theil  anknüpfend  an  Arbeiten  von  Clebsch  und  Reye  über  Polen- 
paare einer  (7,,  über  die  Polarentheorie  algebraischer  Fiftchen  etc.  die  bis- 
herigen Methoden  ausserordentlich  vereinfachten  und  neue  Gesichtspunkte, 
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nene  Wege  für  die  Erweiterung  dieser  Theorien  eröffneten.  Die  weitere 
Ausbildung  dieser  Methode  führte  dann  direct  in  die  schon  oben  besprochene 
Darstellung  der  neueren  Algebra  mit  ihrem  geometrischen  Interpretations- 
gebiet, wobei  noch  die  von  Sehend eP^^  in  seinem  oben  citirten  Werk 
gegebenen  geometrischen  Anwendungen  zu  erwähnen  sind. 

Ein  dritter  Weg  führt  in  die  Krümmungstheorie.  Derselbe  benutzt 
in  gewohnter  Weise  die  Hilfsmittel  der  Differentialrechnung,  operirt  aber 
unter  Vermeidung  der  Coordinaten  mit  den  Oebildeu  (Strecken,  Bogen 
und  ihren  Differentialen  etc.)  selbst  und  verwendet  im  üebrigen  die  Regeln 
der  Streckenrechnung'  und  der  für  die  Ausdehnungslehre  charakteristischen 
Multiplicationen.  Diese  Theorie  ist  in  allen  ihren  Theilen  von  H.  Orass- 
mann(jn)^^^  ausführlich  dargestellt  worden.  Im  Anschluss  hieran  gab 
Garvallo^^^  einen  einfachen  Beweis  des  Satzes,  dass  die  Summe  der 
Krümmungen  einer  Minimalfläche  in  jedem  Punkte  Null  ist.  Mehmke^^^ 
untersuchte  auf  derselben  Grundlage  die  Eigenschaften  der  linearen  Punkt- 
transformationen,  Berührungstransformationen  und  ähnliche  Probleme  ^^^ 
und  gab  eine  allgemeine  Construction  der  Krümm  ungsmittelpunkte  ebener 
GurveUi  eine  neue  Begründung  der  Fnndamentalsfttze  der  Flächentheorie 
und  vereinfachte  Beweise  von  Sätzen  über  Baumcurven.  —  Auch  Peano^^^ 
erörterte  diese  Gegenstände  eingehend  in  seinen  Lehrbüchern  der  Grass- 
mann'schen  Geometrie  und  leitete  mit  denselben  Methoden  eine  Reihe 
von  Sätzen  über  geometrische  Maxima  und  Minima  und  über  Normalen 
an  Curven  und  Flächen  ab.  Gesaro^^  gab  eine  Vereinfachung  der 
Go da zzi 'sehen  Formeln  über  geodätische  Krümmung  und  Torsion  von  Curven 
auf  einer  Oberfläche.  Hierher  gehört  auch  die  vom  Verfasser '^^  gegebene 
Lösung  eines  erweiterten  Stein  er 'sehen,  auch  von  Sturm  behandelten 
Problems  über  Punkte  kleinster  Abstandssumme.  Endlich  verdanken  wir 
Fine'"  eine  mit  den  Methoden  der  Ansdehnungslehre  ausgeführte  Theorie 
der  Singularitäten  der  Raumcurven. 

Geometrische  Verwandtschaften  und  Transformationen  lassen 
sich  nach  Grassmann ^'^  besonders  vortheilhaft  mittelst  der  (schon  oben 
erwähnten)  erweiterten  Quotienten  behandeln.  Hierauf  gründet  sich  die 
vom  Verfasser ^'^  und  von  Hjde^'^  weiter  ausgebaute  Theorie  der  trans- 
formirenden  Factoren,  nämlich  des  Verschiebungsfactors  A  (bei  Hyde  x) 
für  Punkte,  und  des  Drehungsfactors  i^  (bei  Hjde  )>)  für  Strecken,  Be- 
griffe, die  sich  in  der  Theorie  der  projectivischen  und  coUinearen  Bezieh- 
ungen, wie  bei  der  Darstellung  von  Curven,  mit  Vortheil  verwerthen  lassen, 
und  deren  üeberlegenheit  den  Hilfsmitteln  der  Quaternionen  gegenüber  von 
Hyde  zweifellos  dargethan  wurde. 

Zweifacher  Art  ist  der  schon  frühzeitig  von  Klein  vermuthete  und  vom 
Verfasser"^  in  der  R2  in  den  Grundzügen  dargelegte  Zusammenhang 
zwischen  den  Principien  der  Ausdehnungslehre  und  den  Gesichtspunkten 
der  neueren  projectivischen  Geometrie,  wie  sie  namentlich  durch 

Digiti^  by  Google 


44  Historisoh-literarisclie  Abiheilang. 

G  leb  seh  yertreten  war.  Erstens  liefert  die  Methode,  räamliche  Gebilde 
ans  anderen  mittelst  Zahlfactoren  abzuleiten,  gleichzeitig  Beziehungen  des 
Maasses  und  der  Lage.  In  diesen  Zahlfactoren  berdhrt  sich  die  Orass- 
mann*8che  Methode  mit  den  projecti vischen  Coordinaten  Fiedle r^s. 
Zweitens  führt  die  oben  erwfthnte  Darstellung  der  Inyariantentheorie  ohne 
jede  Maassbeziehung  in  das  Gebiet  der  projectiyischen  Geometrie.  Dass 
diese  Zusammenhänge  den  einfachsten  Zugang  zur  projecti  vischen  Geometrie 
im  n-dimensionalen  Baume  darbieten,  hatte  schon  Clifford^ •erkannt  Nur 
den  ersteren  Zusammenbang  hatte  Study^'^  im  Auge,  als  er  auf  dem  Gebiete 
der  projectivischen  Geometrie  dem  symbolischen  Rechnen  den  Vorzug 
vor  der  Ausdehnungslehre  gab,  und  letztere  in  ihren  Anwendungen  auf 
das  Gebiet  der  Mechanik  beschränkt  wissen  wollte.  Aber  auch  die  erste 
der  beiden  Methoden  hat  ffir  die  Zwecke  der  Geometrie  der  Lage  eine 
Weiterbildung  durch  Beseitigung  der  Maassbeziehungen  erfahren.  Durch 
Einführung  der  projectivischen  Addition  und  Subtraction,  sowie  der  pro- 
jectivisch •  arithmetischen  Multiplication  und  Division  gelang  es  Noth^ 
die  einfachste  Analjsis  ffir  die  Geometrie  der  Lage,  und  insbesondere  für 
die  Theorie  der  Möbius*schen  geometrischen  Netze  einen  Bechnungs- 
mechanismus  herzustellen,  der  nach  Noth^s  nicht  publicirten  hinterlassenen 
Notizen  auch  für  die  geometrische  Darstellung  zahlentheoretischer  Bezieh- 
ungen nützlich  zu  werden  verspricht. 

Auch  die  Liniengeometrie  verdankt  der  Ausdehnungslehre  neue 
Methoden  und  Resultate.  Sturm^*^  fand  unter  Anwendung  der  äusseren 
Multiplication  den  Zusammenhang  zwischen  den  Wirkungslinien  im  Gleich- 
gewicht befindlicher  Kräfte  und  linearen  Complexen  und  Congruenzen« 
Buchheim ^^  zeigte,  dass,  wenn  a  eine  aus  vier  Einheiten  gebildete 
allgemeine  Form  zweiten  Grades  ist,  die  Gleichung  (afl;)e=0  einen  linearen 
Complex  und  gleichzeitig  eine  Schranbenbewegung  darstellt.  Zu  demselben 
Resultate  gelangte  Hyde^^^  unter  Hinweis  auf  die  daraus  resultirende 
wesentliche  Vereinfachung  der  Plücker'schen  Behandlung  linearer  Gomplexe. 
Ausführlicher  wurde  diese  Vereinfachung  von  Wälsch^  vorgenommen 
(auf  Grundlage  eines  schon  oben  erwähnten  Verfahrens),  und  das  ganze 
Verfahren  mit  gleichem  Vortheil  auf  höhere  Compleze  ausgedehnt.  End- 
lich fand  Müller^^',  dass  die  von  Grassmann  nur  formal  definirte  geo- 
metrische Summe  zweier  Linientheile  im  Räume  den  durch  sie  bestimmten 
linearen  Complex  darstellt,  und  gründete  hierauf  eine  vereinfachte  Dar- 
stellung der  Gomplexe,  zeigte  auch,  wie  jede  erhaltene  Formel  sowohl  im 
Sinne  der  Kugel-  wie  der  Liniengeometrie  gedeutet  werden  könne. 

In  der  modernen  Forschung  nimmt  die  n-dimensionale  Geometrie 
einen  jährlich  wachsenden  Raum  ein,  da,  abgesehen  von  dem  Interesse  an 
dem  Gegenstande  selbst,  von  hier  aus  neues  Licht  auf  Gegenstände  und 
Methoden  der  gewöhnlichen  Geometrie  fällt.  Hier  nun  ist  die  Ausdehnungs- 
lehre mit  der  AUgemeinheit  ihrer  Methoden  als  bestes  Werkzeug  der  ünter- 
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suohung  yersobiedentlich  anerkannt  worden.  In  der  Al  wie  in  der  A2 
sind  denn  anch  geradezu  die  analytischen  Grundlagen  dieser  Wissenschaft 
enthalten,  nnd  es  bedarf,  um  diese  Orundlagen  in  Worten  zu  erhalten, 
nur  einer  üebersetzung  der  allgemeinen  Begriffe  in  die  Sprache  der  Geo- 
metrie. Auch  im  Einzelnen  sind  auf  diesem  Wege  verschiedene  Erweiter- 
ungen geometrischer  Sätze  auf  mehrdimensionale  Räume  vorgenommen 
worden.  Vom  Verfasser  ^  wurden  die  Sätze  über  Mittellinien  und  Schwer- 
punkte des  Dreiecks  und  Tetraeders,  über  das  vollständige  Viereck,  Hexaeder 
und  Oktaeder ,  über  harmonische  Punktgruppen  und  Aehnliches  auf  Bäume 
mit  fi  Dimensionen  ausgedehnt ,  und  rückwärts  durch  Projection  neue  Sätze 
für  die  niederen  Gebiete  abgeleitet.  Auch  gelang  auf  diesem  Wege  die 
Klassification  der  Punktgruppen  in  Bäumen  mit  beliebiger  Dimensionen- 
zahl.^*^  Dieselbe  Erweiterung  führte  Mehmke^^^  aus  für  den  Euler 'sehen 
Dreiecksatz  und  die  Sätze  über  den  Höhenschnittpunkt  des  Dreiecks  und 
den  Kreis  der  neun  Punkte.  Clifford^^  machte  auf  die  Möglichkeit  auf* 
merksam,  eine  allgemeine  projectivische  Geometrie  von  n  Dimensionen  auf 
Grassmann'scher  Grundlage  aufzubauen.  Dagegen  muss  bemerkt  werden, 
dass  die  für  die  oben  erwähnten  Erweiterungen  mehrfach  wichtige  Theorie 
der  mehrdimensionalen  regelmässigen  Körper  bis  jetzt  ausserhalb  des  An« 
Wendungsgebietes  der  Ausdehnungslehre  steht. 

Auch  die  von  Cajlej'^  aufgestellte  Theorie  des  analytischen  Ur- 
sprungs der  metrischen  Belationen,  auf  welcher  die  Unterscheidung  der 
nichteuklidischen  Geometrien  von  der  euklidischen  beruht,  findet, 
wie  schon  in  der  B 2^^  gezeigt  wurde,  mittelst  der  Gras sm an n'schen  Pro- 
duetbildungen  ihre  einfachste  Darstellung.  Dieselbe  Bemerkung  machten 
später  Buchheim^^  und  Cox^^,  welcher  letztere  eine  ausführliche  Ab- 
leitung der  Grundformeln  für  alle  drei  Hauptarten  der  Geometrie  gab, 
auch  zeigte ,  wie  aus  dem  Begriff  der  Ableitung  eines  Punktes  aus  Punkten 
alle  descriptiven  und  projectiven  Eigenschaften  von  Curven  folgen,  deren 
Punkte  gewissen  Gleichungen  genügen,  üebrigens  zeigte  schon  Grass - 
mann^^^  dass  die  Principien  der  Ausdehnungslehre  auch  zum  Aufbau  der 
nichteuklidischen  Geometrie  vollständig  ausreichen. 

Mit  Hilfe  der  Ausdehnungslehre  gefunden,  wenngleich  nur  theil weise 
in  ihrer  Sprache  dargestellt,  sind  anch  die  schönen  Besnltate  im  Gebiete 
der  Thetafunctionen,  welche  Caspary^^^  in  einer  Beihe  von  Arbeiten 
veröffentlicht  hat,  nnd  von  welchen  das  eine,  mit  den  Determinanten  zu- 
sammenhängende, schon  oben  (Note  82)  erwähnt  wurde.  So  gelang  es 
Caspary  U.A.,  mit  Hilfe  einer  gebrochenen  linearen  Substitution ,  das 
elliptische  Differential  dy:yf{y)  in  die  Weierstrass'sche  Normalform  zu 
transformiren ,  und  daraus  neuere,  von  Hermite  gefundene  Gleichungen 
abzuleiten ,  geometrisch  zu  deuten  und  zu  vermehren.  Dann  wurde  gezeigt, 
wie  die  neun  Coefficienten  einer  orthogonalen  Substitution  sich  identisch 
durch  8 -Functionen  ausdrücken  lassen,   und  als  Anwendung  eine  eii|fache 
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Lösung  von  Rotationsproblemen  gegeben.  Hierbei  stellte  sich  heraus,  dass  Be* 
lationen,  welche  Jakobi^^'  mittelst  elliptischer  Functionen  gefunden  hatte, 
mittelst  der  Ausdehnungslehre  ohne  dieselben  abgeleitet  werden  konnten,  und 
sich  zum  Theil  als  absolute  Identitäten  erwiesen ,  zum  anderen  Theil  mit  Hilfe 
quadratischer  Transformationen  der  6 -Functionen  in  solche  verwandelt  werden 
konnten.  Auch  die  Eul  er 'sehen  Winkel  O,  qp;  t^  und  ihre  trigonometrischen 
Functionen  wurden  mit  Hilfe  von  zwei  beliebigen  Argumenten  durch  die  vier 
Jakob i*schen  0- Functionen,  und  mit  Hilfe  von  vier  beliebigen  Argumenten 
durch  die  ungeraden  6- Functionen  allein  ausgedruckt  Mit  den  Euler'scben 
Winkeln  sind  natürlich  durch  einfache  Beziehungen  auch  die  Winkel  a,  |3,  /ver- 
bunden, welche  beim  Beweise  des  Gauss'schen  Fundamentalsatzes  der  Axono« 
metrie  mittelst  0  ras  s  mann 'scher  Methoden  ^^  auftreten.  So  fällt  auch  die 
ganze  Theorie  der  Orthogonalsysteme,  Bodrigues'schen  Transformationen 
u.  s.w.  einfach  in  das  Gebiet  der  „Haupteinheiten^  der  Ausdehnungslehre,  wie 
dies  zum  Theil  schon  aus  den  einschlägigen  Abschnitten  der  B2^^  hervor- 
geht. —  Ein  weiteres  Ergebniss  bildete  die  Ableitung  verschiedener  Formeln 
und  Sätze,  wie  der  Weierstrass'schen  Formel  ftlr  Producte  aus  je  vier 
6-Functionen,  des  Jak  ob  i 'sehen  Fundamentaltheorems,  der  Caylej'schen 
Gleichung  u.  s.  w.  aus  algebraischen  Identitäten.^'^  Es  wflrde  zu  weit  fahren, 
die  zahlreichen  Resultate  dieser  Art,  welche  das  ganze  Gebiet  der  8-Fnnc- 
,  tionen  und  der  mit  ihnen  zusammenhängenden  Gegenstände  als  natürliche 
Domäne  der  Grass  mann 'sehen  Methoden  erscheinen  lassen,  auch  nur  zu 
erwähnen,  und  es  muss  hier  der  Hinweis  auf  das  Literaturverzeiehniss  in 
Note  146  genügen.  Nur  hinsichtlich  der  hyperelliptischen  Functionen 
sei  noch  bemerkt,  dass  die  Theorie  derselben  identisch  ist  mit  der  geo- 
metrischen Theorie  von  vier  Tetraedern,  welche  die  besondere  Lage  haben, 
dass  jedes  von  ihnen  den  drei  anderen  zugleich  ein-  und  umbeschrieben 
ist.  Im  üebrigen  mag  als  abschliessendes  Resultat  aller  dieser  Untersuchungen 
noch  hervorgehoben  werden,  dass  der  einfachste  Eingang  schon  zur  Theorie 
der  elliptischen  Functionen  weder  durch  die  Integral- Definitionen  führt, 
noch  durch  die  Periodicitätseigenschaften,  ebenso  wenig  wie  der  zur  Theorie 
der  Theta-  oder  Sigmafnnctionen  durch  die  Entwickelung  nach  Potenzen 
der  Variablen.  Es  sind  vielmehr  geometrische,  mit  Hilfe  der  Ausdehnungs- 
lehre darzustellende  und  weiter  zu  entwickelnde  Beziehungen,  auf  welchen 
die  einfachste  Einführung  in  diese  Gegenstände  beruht.  —  Hiermit  wäre 
denn  auch  eine  schon  vor  langen  Jahren  von  Klein  ausgesprochene 
üeberzeugung  bestätigt,  dass  nämlich  zwischen  der  Grassmann'schen 
Erzeugung  der  algebraischen  Gebilde  und  der  von  Clebsch  begründeten 
geometrischen  Anwendung  der  AbeTschen  Functionen  eine  tiefe  Verbindong 
bestehe.  Diese  Verbindung  im  weitesten  Umfange  nachgewiesen  zu  haben, 
ist  Caspar 7^8  Verdienst;  den  für  beide  Theorien»  die  analytische  wie  die 
geometrische,  daraus  zu  erhoffenden  Gewinn  weiter  ans  Licht  zu  fördern, 
ist  Aufgabe  der  Zukunft.  ^  . 
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Am  aagenßllligsten  sind  die  Vortheile  der  Ausdebnangslehre  in  der 
Mechanik  zu  Tage  getreten.  Während  in  der  reinen  Mathematik  der 
Cartesische  Standpunkt  durch  Fortbildung  der  analytischen  und  Neu- 
gestaltung der  synthetischen  Geometrie  doch  Ifingst  überholt  war,  lastete 
auf  der  Darstellung  der  Mechanik  schon  bei  den  einfachsten  Beziehungen 
noch  immer  das  Bleigewicht  der  Coordinaten.  Probleme  der  Mechanik  sind 
denn  auch,  wie  Grassmann  selbst  in  der  Vorrede  zur  AI  erzfthlt,  der 
Ausgangspunkt  jener  Untersuchungen  gewesen,  welche  sich  allmfthlich  zu 
dem  Systeme  der  Ausdehnungslehre  yerdichteten«  Bei  der  Umarbeitung 
Ton  Lagrange's  M6canique  analytique  stellte  sich  zuerst  heraus,  dass 
alle  Entwickelungen  dieses  Werkes  mit  Hilfe  der  auf  den  Begriff  des  äusseren 
Products  gegründeten  neuen  Analyse  sich  so  einfach  gestalteten,  „dass  oft 
die  Rechnung  mehr  als  zehnmal  kürzer  ausfiel ,  als  sie  in  jenem  Werke  geführt 
war**.  Ebenso  Hessen  sich  die  oft  pehr  yerwickelten  und  unsymmetrischen 
Formeln,  welche  in  Laplace's  M6canique  Celeste  (Buch  IV)  der  Theorie 
der  Ebbe  und  Fluth  zu  Grunde  gelegt  sind;  in  höchst  einfache  und  sym- 
metrische Formeln  umsetzen,  wobei  die  Art  ihrer  Entwickelung  stets  dem 
Begriffe  zur  Seite  ging.  j,In  der  That  konnte  nicht  nur  jede  Formel, 
welche  im  Gange  der  Entwickelung  sich  ergab,  aufs  Leichteste  in  Worte 
gekleidet  werden,  und  drückte  dann  jedesmal  ein  besonderes  Gesetz  aus, 
sondern  auch  jeder  Fortschritt  von  einer  Formel  zur  andern  erschien  an- 
mittelbar nur  als  der  symbolische  Ausdruck  einer  parallel  gehenden  be- 
grifflichen Beweisführung.  Bei  der  sonst  üblichen  Methode  zeigte  sich 
durch  die  Einführung  willkürlicher  Coordinaten ,  die  mit  der  Sache  nichts 
zu  schaffen  haben,  die  Idee  gänzlich  verdunkelt,  und  die  Rechnung  be- 
stand in  einer  mechanischen,  dem  Geiste  nichts  darbietenden  und  darum 
Geist  tOdtenden  Formelentwickelung.  Hingegen  hier,  wo  die  Idee,  durch 
nichts  Fremdartiges  getrübt,  überall  durch  die  Formeln  in  voller  Klarheit 
bindurchstrahlte ,  war  auch  bei  jeder  Formelentwickelung  der  Geist  in  der 
Fortentwickelung  der  Idee  begriffen."  Mit  diesen  Worten  hat  Grass- 
mann  die  Methode  der  Ausdehnungslehre  nicht  nur  in  ihrer  Anwendung 
auf  Mechanik,  sondern  ganz  allgemein  auf  das  Treffendste  charakterisirt 
Denn  Mechanik,  Kinematik  und  Geometrie  sind  hier  nichts  Anderes,  als 
Interpretationen  derselben  Entwickelungen  und  Resultate  in  verschiedenen 
Anwendungsgebieten.  Die  üeberlegenheit  der  Ausdehnungslehre  auf  dem 
Gebiete  der  Mechanik  anderen  Methoden  gegenüber  ist  denn  auch  oft  an- 
erkannt;  niemals  angezweifelt  worden.  Die  Resultate  von  Grassmann^s 
eignen  Arbeiten  auf  diesem  Gebiete  sind  sehr  zerstreut.  Auch  die  beiden» 
speciell  die  Mechanik  behandelnden  Aufsätze  ^^  geben  im  Ganzen  nur  die 
Principien  und  Proben  der  Anwendung  neben  Andeutungen  und  Ausblicken. 
Leider  sind  diese  Arbeiten,  die  Grasstoann  noch  in  der  letzten  Zeit 
seines  Lebens  wieder  aufnahm,  nicht  vollendet  worden;  das  Vorhandene 
genügt  aber  ohne  Zweifel  als  Fundament  fttr  den  Weiterbau.    Gesammelt 
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und  systematisch  zusammengestellt  findet  sich  alles  Wesentliche  der  Grass- 
mann*8chen  Mechanik   in   einer    neueren  Arbeit  des   Verfassers. ^^^      Ein- 
schlägige Proben  aus  der  AI  gab  schon  Hankel^^^   Sturm^^  erledigte 
auf  diesem  Wege  den  allgemeinen  Fall  des  Oleichgewiohts  von  n  Kräften 
im  Baume  und  leitete  daraus  die  speciellen  Resultate  von  Spottiswoode, 
Chelini,  Möbius,  Cajley  und  Sylvester  her.    Cremona^^^  benutzte 
die  Ausdehnungslehre   in    seiner  Darstellung    des    graphischen  Calcttls  zur 
Construction  von  Resultanten  und  Schwerpunkten,  Bunkofer^^  zu  Unter- 
suchungen über  die  Erhaltung  und  Ortsveränderung  des  Mittelpunktes  eines 
bewegten  Punktsystems    und  ttber  den   Centrifugaldruck  einer  rotirenden 
Scheibe,  Favaro^^  würdigte  sie  in  ihrer  Bedeutung  für  graphische  Statik 
als  Hilfsmittel  des  technischen  Unterrichts ;  einfache  Ableitungen  von  Schwer- 
punktsätzen gab  der  Verfasser  ^6^,    ferner    Caspary  in  Vorträgen   in  der 
See.  math«  de  France  (1887)  Beweise   einer  Reihe  ebensolcher  Sätze  von 
Laisant,    Darboux,  Andr6  und  Fourei     Carvallo?^  fand  mittelst 
der  Orassmann*8chen  Darstellung  von  Resultirenden  und  Schwerpunkten 
eine  Reihe  allgemeiner  Sätze  über  Kräfte ,  die  an  Körpern  wirken  und  über 
Qleichwerthigkeit  zweier  Kraftsysteme.   Ebenso  Peano^^^  Sätze  über  Kräfte, 
Complexe  und   Schwerpunkte,   zum   Theil  neu,   zum  Theil  von  Poinsot, 
Serret,  Steiner  ausgesprochen.    Eine  ausführliche  Bearbeitung  der  Staük 
auf  gleicher  Grundlage  verdanken  wir  E.  Müller^^^,  während  Lüroth's^^ 
Grundriss  der  Mechanik  zwar   auch  durchweg  auf  den  Anschauungen  der 
Ausdehnungslehre  fusst,  aber,  nicht  zum  Vortheil  der  Sache,  in  die  Sprache 
und  Bezeichnungsweise  der  Quatemionen  übersetzt  erscheint    Burmester 
fand>  dass  die  Hauptsätze  seiner  kinematischen  Abhandlungen^^  spielend 
aus  den  Principien  der  Ausdehnungslehre  hervorgehen.     Die  Umarbeitung 
dieser   Untersuchungen,    sowie  verschiedene  andere  kinematische  Arbeiten 
mit  der  Ausdehnungslehre  führte  Mehmke^^  durch,  ebenso  auch  eine  neue 
vereinfachte  Theorie  der  Trägheitsmomente^^^  unter  Mitberücksiohtigung  der 
speciellen  Probleme.    Abb 6  zeigte  in  seinen  Vorlesungen  über  die  Mechanik 
fester  Körper,  dass  die  Anschauungen  der  Ausdehnungslehre  es  gestatten, 
den  Begriff  der  krummlinigen  Bewegung  unmittelbar  und  nicht  als  Ver- 
bindung  geradliniger   Bewegungen    zu   erfassen ,   und  stellte  insbesondere 
die  Beschleunigung   eines    Systempunktes   nach  Lage  und  Grösse  als  den 
geometrischen  Unterschied  zweier  auf  einander  folgenden  unendlich  kleinen 
Rotationen  dar.    Die  hieraus  sich  ergebenden  Bewegungsgleichangen  wurden 
von    Kircher^^   zur  Lösung    einer    Reihe    von    Problemen   benutzt,    die 
wesentlich  eleganter  und  übersichtlicher  ausfiel,  als  mit  Hilfe  der  Euler- 
sehen  Bewegungsgleichungen.    Das  gleiche  Resultat  lieferte  die  von  All 6^^ 
gegebene  Darstellung  des  d'Alem  her  tischen  Princips  und  der  Gleichungen 
der   drehenden  Bewegung   in  der  Sprache  der  Ausdehnungslehre.    Bach- 
heim^^^  zeigte,  dass  für  die  ganze  Theorie  der  Schraubenbewegungen  die 
Ausdehnungslehre  den  einfachsten  und  adäquatesten  Rechnungsmechaniamus 
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liefert  Insbesondere  gab  er  eine  nene  nnd  yollstftndige  Theorie  der  Schranben- 
bewegung  im  positiv  gekrümmten  Baume  gegenüber  der  von  Clifford 
nnd  Ball  nur  fragmentarisch  und  zum  Theil  beweislos  gegebenen  Dar- 
siellnng  mittelst  Biqnaternionen;  femer  dehnte  er  die  für  unendlich  kleine 
Bewegungen  gefundenen  Formeln  auf  endliche  Bewegungen  aus ,  und  zwar 
ftbr  alle  Arten  des  dreidimensionalen  Baumes;  endlich  erweiterte  er  die 
ganze  Theorie  auf  den  n-dimensionalen  Baum.  Auf  demselben  Gebiete 
und  mit  denselben  Mitteln  arbeitete  Cox*^,  der  namentlich  die  Schrauben- 
bewegungen im  hyperbolischen  Baume  und  das  Cjlindroid  untersuchte,  und 
Hyde^'S  der  ebenfallB  zeigte,  «wie  ausserordentlich  BalTs  Theorien  an 
Einfachheit  und  Durchsichtigkeit  gewinnen,  wenn  man  die  Begriffe  und 
Metboden  der  Ausdehnungslehre  auf  sie  anwendet."  ^^  Trotzdem  ignorirte 
die  Darstellung  der  BalFschen  Theorien,  welche  Oravelius  in  seiner 
Theoretischen  Mechanik  starrer  Systeme  (1889)  gab,  diesen  Fortschritt 
vollständig,  woran  sich  der  Rath  eines  Becensenten  knüpfte,  das  Werk 
einer  vollständigen  Umarbeitung  in  obigem  Sinne  zu  unterziehen*^^  Auch 
Study ^^^  schloss  seine  Betrachtungen  über  die  Parameterdarsiellung  der 
Gruppe  der  Drehungen  eines  starren  Körpers  um  einen  festen  Punkt  noch 
an  die  Ouatemionen  an«  —  Endlich  behandelte  Gibbs^^  die  Theorie  der 
Potentiale  und  anderer  für  specielle  Probleme  der  mathematischen  Physik 
wichtigen  Functionen  durchweg  mit  den  Productbildungen  der  Ausdehnungs- 
lehre. Entsprechende  Arbeiten  anderer  Fachmänner  aus  den  Gebieten  der 
Elastioitätslehre  und  der  Hydrodj^namik  harren  noch  der  Veröffentlichung. 
Auch  in  Grassmann's  schon  oben  erwähnter  Theorie  der  Elektro- 
dynamik^*' spielen  die  Methoden  der  Ausdehnungslehre  eine  wesentliche 
Bolle,  ebenso  nach  neueren  noch  nicht  publicirten  Untersuchungen  in  der 
speeiellen  Theorie  der  Transformatoren.  Dasselbe  ist  der  Fall  mit  der 
Grassmann'schenTheorie  der  Farbenmischung^^ und  der  von  Preyer^^ 
aufgestellten  Theorie  der  reinen  Empfindungslehre,  an  welche  sich 
eine  ebensolohe  Arbeit  von  Wundt^^^  über  die  Theorie  der  sogenannten 
Localzeichen  anschloss.  Einige  Anwendungen  der  Ausdehnungslehre 
auf  Krystallographie  und  die  Lehre  vom  Magnetismus  gab  Grass- 
mann selbst  in  der  Al.  (üeber  die  noch  der  Zukunft  vorbehaltene  An- 
wendung der  höheren  complexen  Zahlen  auf  die  Chemie  ist  Näheres  bei 
Hankel^^  zu  finden.)  Wesentliche  Vereinfachungen  mittelst  der  Aus- 
dehnungslehre sind  auch  bei  astronomischen  Rechnungen  erzielt 
worden.  Gibbs^^^  gab  mit  Anwendung  der  Streckenrechnung  und  der 
inneren  und  äusseren  Multiplication  ein  neues  Verfahren  an,  aus  drei  voll- 
ständigen Beobachtungen  die  elliptischen  Bahnen  von  Weltkörpem  zu  be- 
rechnen und  wandte  dasselbe  auf  die  Bahnbestimmung  der  Ceres  an. 
Dieses  Verfahren  gab  nicht  nur  bessere  Besultate,  als  die  Methoden  von 
Gauss  und  Oppolzer,  sondern  reducirte  auch  ganz  bedeutend  die  Arbeit, 
welche   erforderlich    ist,    um   die  Fundamentalgleichung   zur  Lösung  vor- 
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zubereiten.  Im  Anschluss  hieran  führten  Beebe  und  Phillips  ^^  eine 
vollständige  Berechnung  der  Bahn  des  Swift 'sehen  Kometen  (1880, 
V)  aus. 

Neben  den  vorstehend  genannten  Specialarbeiten  sind  nnn  eine  gante 
Reihe  von  Schriften  zn  verzeichnen,  welche  lediglich  bezwecken,  den  Leser 
mit  den  Methoden  der  Aasdehnungslehre  in  grösserem  oder  geringerem 
Umfange  bekannt  zu  machen  und  ihn  zum  Studium  derselben  anzuregen. 
Ausser  Grassmann 's  eigner  orientirender  Arbeit  ^^  und  des  Yerfiissers 
„System  der  Baumlehre**  sind  in  dieser  Hinsicht  Arbeiten  folgender  Autoren 
zu  nennen ^^^:  in  Deutschland:  Hankel,  Mahler,  H.  Orassmann  jr., 
B.  Orassmann,  Peano,  Kraft;  in  England:  Henrici|  Cox;  in  Amerika: 
Beman,  Clifford,  Hjde,  Gibbs;  in  Frankreich:  Caspary,  Gar- 
vallo;  in  Spanien  (neben  einer  Arbeit  des  Verfassers):  Galdeano;  in 
Italien  Peano;  in  Bussland:  Boguslavskj» 

Als  einen  für  die  Verbreitung  der  Ausdehnungslehre  sehr  nfltslichen 
Factor  hat  sich  die  Quaternionentheorie  erwiesen,  welche  aus  den  schon 
oben  beleuchteten  Gründen  zunächst  in  England  weit  schnellere  und  grossere 
Beachtung  fand,  als  die  Ausdehnungslehre  in  Deutschland,  sodann  aber 
auch  verhältnissmässig  rasch  über  die  Grenzen  ihrer  Heimath  hinausdrang. 
An  ihr  lernten  die  Mathematiker  Amerikas,  Frai^kreichs  und  Deutschlands, 
sich  mit  den  neuen  geometrischen  Bechnungsoperationen  zu  befreunden,  die 
man  wenigstens  in  Deutschland  so  unerhört  und  unbequem  fand;  üeber- 
setzungen  der  Hamilton 'sehen  Original  werke,  sowie  eine  ganze  Anzahl 
kleinerer  und  grösserer  Leitfäden  und  Lehrbücher,  namentlich  in  deutscher 
Sprache,  räumten  in  weiten  Kreisen  mit  dem  Vorurtheil  gegen  die  den 
Mathematikern  zugemutheten  Neuerungen  auf  und  arbeiteten  der  Aus- 
dehnungslehre vor.  Gross  war  dann  allerseits  die  Ueberraschung,  wenn 
sich  herausstellte,  dass  die  den  Quatemionen  aufgezwungenen  Probleme 
mittelst  der  Ausdehnungslehre  viel  bequemer  und  schneller  zn  behandeln 
waren.  Diese  Anerkennung  kam  am  unumwundensten  und  schnellsten  in 
Amerika,  neuerdings  auch  in  Frankreich  zum  Ausdruck»  Hyde^^^  zeigte 
durch  Gegenüberstellung  von  Ableitungen  derselben  Sätze  mittelst  der 
Quaternionen  und  der  Ausdehnungslehre  in  drastischer  Weise  die  Ueber- 
legenheit  der  letzteren  hinsichtlich  der  Kürze  des  Verfahrens,  Gibbs^^ 
that  diese  üeberlegenheit  in  seinen  bereits  citirten  Schriften  mit  Eifer  und 
Nachdruck  und  in  überzeugendster  Weise  dar  und  vertheidigte  dieselbe 
auch  gegenüber  Tait's  auf  miss verständlicher  Anpassung  beruhenden  An- 
griffen, Clifford^^  kam  durch  vergleichende  Betrachtung  beider  Disciplinen 
zu  demselben  Resultate,  Carvallo^^®  endlich  gab  durch  seine  vervoll- 
kommnete Darstellung  der  von  Laguerre  (1867)  begründeten  Theorie  der 
linearen  Vectorfunctionen  auch  den  wichtigsten  Methoden  der  Quatemionen- 
rechnung  eine  Gestalt^  von  welcher  der  nächste  Fortschritt  zur  Ausdehnungs- 
lehre führte.     Im  üebrigen  wies  Padelletti^^^  in  seiner  Darstellung  der 
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Elemente  der  Qaaiemionen  wenigstens  auf  die  Grassmann 'sehen  Bezeich- 
nungen hin,  und  Stephanos^^^  auf  die  Anwendung  der  Grassmann- 
schen  Streckenrechnnng  zur  Darstellung  der  bilinearen  binftren  Formen  mit 
Hilfe  schwerer  Punkte.  —  In  Deutschland  hatte  schon  früher  unverzagt ^^^ 
Quaternionen  und  Ausdehnungslehre  gleichm&ssig  gegen  die  Angriffe  Schef  f- 
ler's  zu  vertheidigen  gehabt;  später  sprach  sich  Studj^^^  mit  Nachdruck 
und  Unparteilichkeit  über  den  Nutzen  der  nicht  algebraischen  Algorithmen 
und  das  zulässige  Anwendungsgebiet  der  Quaternionen  aus  und  zeigte,  wie 
unberechtigt  die  der  Abneigung  gegen  diese  Algorithmen  zu  Grunde  liegen- 
den Vorurtheile  seien. 

Der  Ausdehnungslehre  speciell  ist  verschiedentlich  vorgeworfen  worden, 
1.  sie  benutze  willkürliche,  den  Gesetzen  des  gewöhnlichen  Rechnens  zu* 
widerlaufende  Methoden,  2.  sie  wolle  alles  in  den  mathematischen  Methoden 
Bestehende  umstürzen  und  sich  überall  eindrängen,  3.  es  kOnne  durch  sie 
nichts  geleistet  werden,  was  nicht  ohne  sie  „ebensogut  gelänge,  4.  es  fehle 
an  „neuen  Resultaten^,  die  durch  sie  gefunden  worden  seien,  sie  sei  über- 
haupt durch  die  gewaltigen  seit  Grassmann's  Zeiten  gemachten  Fort- 
schritte der  Mathematik  überflüssig  geworden ,  da  kein  wesentlicher  Unter- 
schied mehr  zwischen  ihr  und  anderen  neueren  Methoden  bestehe.  — 
Solchen  Vorwürfen  gegenüber  bemerkt  Study"^  treffend:  «Wer  den  Ge- 
brauch der  Quaternionen  oder  ähnlicher  Algorithmen  grundsätzlich  miss- 
billigt, wird,  wenn  er  folgerecht  verfahren  will,  auch  alle  die  schönen  (sc.  mit 
dem  analytisch -geometrischen  Algorithmus  der  Functionen  einer  complezen 
Variablen  gefundenen.  Anm*  d.  Verf.)  Untersuchungen  über  conforme  Ab- 
bildung, Minimalflächen  und  dergleichen  verwerfen  mtlssen,  durch  welche 
die  Wissenschaft  seit  den  Arbeiten  von  Gauss  und  Riemann  eine  wahr« 
hafte  Bereicherung  erfahren  hat.  Einer  solchen  Erkenntniss  hat  sich  auch 
Gauss^^^  selbst  nicht  verschliessen  können ,  obwohl  er  den  zu  seiner  Zeit 
vorliegenden  analytisch  geometrischen  Algorithmen  von  Haus  aus  abgeneigt 
war.  Man  beruft  sich  also  mit  Unrecht  auf  seine  Autorität,  um  die  oben 
genannten  Anschauungen  zu  stützen.*'  Und  an  anderer  Stelle:  |,Es  ist  die 
historische  Entwickelung  der  Wissenschaft,  die  Macht  einer  durch  Generationen 
gepflegten  Gewohnheit,  die  uns  das  als  natürlich  erscheinen  lässt,  was  wir  uns 
in  den  ersten  Studienjahren  eingeprägt  haben.  Tiefer  blickende  Geister,  wie 
Leibniz  und  dann  vor  Allen  Hermann  Grassmann,  haben  uns  gelehrt, 
dass  wir  dabei  nicht  stehen  bleiben  dürfen.  Freilich  sind  wir  noch  lange 
nicht  soweit,  überall  nach  den  Principien  verfahren  zu  können,  die  uns 
Grass  mann  als  ein  werthvolles  Vermächtniss  hinterlassen  hat.  In  der 
Theorie  der  Bewegungen  jedoch,  wie  in  der  elementaren  Geometrie  über- 
haupt sind  wir  dazu  im  Stande.^  —  Wenn  Analytiker  der  älteren  Generation, 
z.B.  der  feinsinnige  Heine,  von  der  Ausdehnungslehre  nicht  viel  hielten,  sei  es 
aus  Princip,  oder  weil  sie  keine  Ursache  fanden,  sich  näher  mit  ihr  be* 
kannt  zu  machen,   so  ist  das  angesichts  ihrer  damaligen  Unzugänglichkeit 
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und  isolirten  Stellang  za  begreifen.  Heatzatage  kann  oberflächliehe  oder 
brachsiUckweise  Kenntniss  ihrer  Methoden  nicht  mehr  als  Entschuldig ungs- 
grund  angesehen  werden  für  so  unbegründete,  absprechende Urtheile darüber, 
wie  sie  oben  zusammengestellt  wurden.  Diese  immer  nur  sporadisch  zum 
Ausdruck  gekommenen  ürtheile  können  aber  auch  thats&chlich  heut  zu 
Tage  als  abgetban  gelten,  oder  bestehen  wenigstens  nur  noch  in  einzelnen 
Kreisen,  die,  einer  specielien  wissenschaftlichen  Richtung  huldigend,  die 
Ausdehnungslehre  bedauerlicher  Weise  und  ohne  reelle  Ursache  im  Lichte 
einer  gegnerischen  Bestrebung  ansehen.  — *  Allerdings  heisst  es  in  den  vom 
Herausgeber  der  gegenwärtigen  Jubelausgabe  von  Grassmann 's  Werken 
unterzeichneten  „Vorbemerkungen^:  „Es  giebt  zwar  jetzt  eine  ganze  Beihe 
von  Mathematikern,  die  nahezu  ausschliesslich  mit  Grassmann'schen 
Methoden  arbeiten;  aber  der  grossen  Mehrheit  aller  Mathematiker  ist  er 
bis  auf  den  heutigen  Tag  ganz  fremd  geblieben:  man  begnügt  sich  im 
günstigsten  Falle,  seinen  Namen  mit  einer  gewissen  Hochachtung  zu  nennen, 
aber  an  seinen  Werken  geht  man  achselzuckend  vorüber.^  Allein  ange- 
sichts der  in  den  vorstehenden  Mittheilungen  niedergelegten  Thatsacben 
dürfte  dieses  ürtheil  wohl  vielen  Lesern  allzu  pessimistisch  angehaucht  er* 
scheinen«  Ja,  die  obigen  Mittheilungen  über  Ent Wickelung  und  Ausbreitung 
der  Ausdehnungslehre,  auch  wenn  sie  auf  Vollstftndigkeit  Anspruch  machen 
dürften,  erschöpfen  noch  keineswegs  den  Einfluss,  welchen  die  Ausdehnungs- 
lehre  bisher  auf  die  Entwickelung  der  Mathematik  gehabt  hat  Es  würden 
z.  B.  hinzuzurechnen  sein  Arbeiten,  welche  thatsächlich  mit  den  Metboden 
der  Ausdehnungslehre  durchgeführt,  aber  nach  Erlangung  der  Besultate 
umgearbeitet  und  in  den  allgemein  üblichen  Formen  der  Darstellung  publi* 
cirt  wurden,  entweder,  weil  die  Autoren  bei  ihren  Lesern  nicht  das  ge- 
nügende Yerst&ndniss  für  die  Qrassmann'sche  Darstellung  voraussetzten^ 
oder,  weil  sie  die  Erfahrung  machen  mussten ,  dass  die  Umarbeitungen  den 
Weg  von  dem  Bedactionstisch  einer  Zeitschrift  bis  zur  Druckerei  viel 
schneller  zurücklegten,  als  die  Originalarbeiten.  —  Weit  mehr  aber  fällt 
der  Umstand  ins  Gewicht,  dass  die  neuere  Forschung  auf  den  Gebieten 
der  Geometrie  und  Mechanik  ersichtlich  mehr  und  mehr  von  dem  Geiste 
der  Ausdehnungslehre  sich  durchdringen  Iftsst,  auch  da,  wo  den  Methoden 
derselben  noch  eine  mehr  oder  weniger  ablehnende  Haltung  entgegen« 
gebracht  wird*  Die  ganze  Entwickelung  dieser  Forschung  drängt  nicht 
nur,  wie  schon  oben  bemerkt  wurde,  mehr  und  mehr  auf  die  durch  die 
Ausdehnungslehre  geschaffene  äussere  Form  hin,  sondern  bewegt  sich  auch  in 
ihrem  Streben  nach  Auffindung  allgemeiner  Gesichtspunkte  und  allgemeinster 
Gesetze,  nach  Klarlegung  der  Zusammenhänge  zwischen  anscheinend  sich 
fernstehenden,  aber  innerlich  als  organisch  verwandt  zu  betrachtenden 
Gegenständen,  nach  übersichtlicher  Ordnung  der  Besultate ,  besserer  Funda- 
mentirung  der  Prinoipien,  endlich  in  der  geringeren  Werthschätzung 
detaillirter  Besultate )  die  keinen  Fortschritt  in  den  erwähnten  Biehtungen 


Digitized  by 


Google 


Die  Grassmann'sohe  AasdehnangBlehre.  53 

erkennen  lassen,  überall  im  Geiste  der  Ansdehnnngslehre  vorwSrts.  Daist 
es  denn  allerdings  nicht  zn  verwundern ,  wenn  man  heut  zu  Tage  die  Ans- 
dehnungslehre  ebenso  natürlich ,  den  übrigen  Forschungsmethoden  verwandt, 
and  in  Folge  dessen  überflüssig  findet ,  wie  man  sie  vor  25  Jahren  nn- 
natürlieh,  den  übrigen  Forschnngsmethoden  widersprechend  ^  und  in  Folge 
dessen  überflüssig  fand.  Der  Vollständigkeit  wegen  mnss  auch  diese  mit- 
unter vorkommende  Auffassung  registrirt  werden.  Vielleicht  wird  in  späteren 
Zeiten  klarer  als  heute  zu  erkennen  sein,  dass  die  Mathematik  fin  de  siöcle  in 
viel  höherem  Orade  von  Geeist  und  Methode  der  Ausdehnungslehre  be- 
einflusst  war,  als  ihre  Vertreter  selber  ahnten. 

Andererseits  liegen  von  den  Mathematikern  verschiedenster  Länder  — 
darunter  die  angesehensten  Namen' —  ürtheile  vor,  die  mit  seltener  Ein- 
müthigkeii,  oft  in  begeisterter  Weise,  die  vereinfachende,  ordnende, 
leitende  Kraft  und  die  ausserordentliche  Tragweite  der  Grassmann'schen 
Methoden  anerkennen,  dieser  Methoden,  die  bei  aller  Einfachheit  sich 
überall  dem  Gegenstande  der  Untersuchung  aufs  Engste  anschmiegen,  nie- 
mals in  unwegsame  Rechnungen  sich  verlieren ,  um  auf  Umwegen  zu  einem 
einfachen  Ziele  zn  gelangen,  und  die  dem  Forscher  nur  den  Verzicht  auf 
das  Vorurtheil  zumuthen,  als  beruhe  alles  Heil  in  der  Mathematik  auf  den 
Rechnungsarten  der  Arithmetik  oder  speciell  in  der  Geometrie  auf  Stein er's 
System«  Eine  auch  nur  auszugsweise  Mittheilung  jener  Ürtheile  würde 
den  Rahmen  dieser  Arbeit  wesentlich  überschreiten,  auch  wohl  hier  und 
da  die  Meinung  erwecken,  als  bedürfe  die  Ausdehnungslehre  heute  noch 
besonderer  üffentlieher  Empfehlung  seitens  anerkannter  Autoritftten.  -— 
Uebrigens  ist  die  Bewunderung  der  Ausdehnungslehre  keineswegs  eine  so 
platonische  geblieben,  wie  man  nach  der  oben  mitgetheilten  Stelle  der 
n  Vorbemerkungen **  vielleicht  annehmen  kOnnte.  Nicht  nur  haben  Autori- 
tftten ersten  Ranges,  namentlich  im  Auslande,  schon  seit  Jahren  sich  ihre 
Verbreitung  angelegen  sein  lassen,  sie  ist  auch  iSngst  Gegenstand  beson- 
derer Vorlesungen  an  Hochschulen  geworden.  Sie  wurde  z.  B.  (nach  den 
hier  zn  Gebote  stehenden  Mittheilungen)  theils  in  ihren  Prineipien,  theils 
in  Anwendungen  verschiedenster  Art,  vorgetragen  von  Burmester  in 
München,  von  Mehmke  in  Stuttgart  und  Darmstadt,  von  v.  Escherich 
in  Czernowitz,  von  Kraft  in  Zürich,  von  Hjde  in  Cincinnati;  auch  im 
mathematischen  Studienplane  der  Universität  Leipzig  hat  sie  eine  Stelle 
gefunden.  Von  Interesse  für  die  Ausdebnungslehre  und  die  ihr  verwandten 
Methoden  giebt  auch  eine  von  der  Dutch  Society  of  Sciences  für  das  Jahr  1894 
gestellte  Preisaufgabe  Kunde,  in  welcher  die  Vergleichung  der  Methoden 
von  Grassmann,  Hamilton,  Cauchj  mit  Rücksicht  auf  ihre  Verwerth- 
barkeit  für  die  Physik  gefordert  wurde.  Ueberhaupt  ist  das  Interesse  an 
der  Ausdehnungslehre  gerade  in  Amerika  stets  ein  besonders  reges  gewesen; 
demgemftss  musste  auch   der  Wunsch,    die  schwer   zugänglichen  Arbeiten 
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Grassmann's  in  einer  Gesammtausgabe  yereinigt  zu  sehen,  in  Amerika 
naturgemäss  besonders  lebhaft  empfanden  werden. 

üeber  das  Zustandekommen  dieser  Gesammtausgabe,  zu  der  wir  nun 
mit  einigen  Schiassbemerkungen  zurückkehren  wollen,  verbreiten  sich  die 
bereits  citirten  „Vorbemerkungen^  mit  dankenswerther  Offenheit.  Herr 
Klein -Göttingen  that  im  EinverstSndniss  mit  Grassmann's  Familie  die 
einleitenden  Schritte  dazu,  indem  er  in  der  Person  des  Herrn  Engel -Leipzig 
einen  ebenso  umsichtigen  wie  gewissenhaften  Herausgeber  und  in  der 
Mathematisch -physischen  Klasse  der  königl.  sftchs.  Gesellschaft  der  Wissen- 
schaften eine  ebenso  liberale  wie  ansehnliche  Interessentin  an  der  Förderung 
des  Unternehmens  zu  gewinnen  wusste.  Indem  Herr  Klein  seine  eigene 
Thfttigkeit  für  das  Zustandekommen  der  Ausgabe  mit  diesem  Erfolge  im 
Wesentlichen  als  beendet  erachtete,  führte  Herr  Engel,  in  Fühlung  mit 
einer  von  oben  genannter  Gesellschaft  ad  hoc  eingesetzten  Commission, 
durch  Anwerbung  von  Mitarbeitern ,  Verhandlungen  wegen  bestehender  Ver- 
lagsrechte und  durch  Vertrag  mit  der  B.  G.  Teubner'schen  Buchhandlung 
wegen  Uebernahme  des  Verlages,  die  Vorarbeiten  zu  einem  günstigen  Ab- 
schluss. 

Aber  auch  um  die  textkritische  Behandlung  des  ersten  Bandes,  von 
welchem  der  erste  Theil,  die  Al  und  die  ^Geometrische  Analyse"  ent- 
haltend, vollendet  vorliegt,  hat  sich  Herr  Engel,  zum  Theil  im  Verein 
mit  Herrn  Study,  in  hohem  Masse  verdient  gemacht  Zu  der  Schwierig- 
keit des  Verständnisses  kam  bisher  in  beiden  Ausgaben  der  AI,  wie  in  der 
„Geometrischen  Analyse^,  der  Mangel  an  genügender  Gliederung  and  die 
daraus  folgende  Unübersichtlichkeit  des  Textes.  Diesem  üebelstande  hat 
Herr  Engel,  unbeschadet  der  vollstSndigen  Genauigkeit  der  Wiedergabe, 
durch  wohlerwogene  Benutzung  aller  verwendbaren  typographischen  Hilfs- 
mittel gründlich  abgeholfen.  Sodann  erforderte  eine  grosse  Anzahl  kleiner 
redactioneller  Aenderungeu,  die  Grassmann  selbst  gelegentlich  der  zweiten 
Auflage  der  Al  vorgenommen  hatte,  genaue  Vergleichung,  Prüfung  und 
Entscheidung,  üeber  die  theils  hierdurch,  theils  durch  allerlei  kleine  In- 
correctheiten  der  ersten  Drucke  nöthig  gewordenen  Abweichungen  vom 
Originaltext  geben  gesonderte  Verzeichnisse  für  die  Al  und  die  „Geo- 
metrische Analyse''  genaue  Auskunft.  Von  besonderer  Wichtigkeit  und 
grossem  Interesse  ist  ferner  ei^e  lange  Reihe  zum  Theil  auch  von  Study 
herrührender  Anmerkungen  erklärenden,  kritischen  und  historischen  Inhalts, 
die  in  letzterer  Hinsicht  namentlich  über  Hamilton 's  Stellung  zur  Aus- 
dehnungslehre Neues  bringen  und  in  dankenswerther  Weise  auch  den  mit 
der  Ausdehnungslehre  so  nahe  zusammenhängenden  Leibniz'schen  „Essay" 
vollständig  wiedergeben.  Den  Schluss  des  Bandes  bildet  ein  für  beide 
Werke  gemeinsames  sehr  ausführliches  Sachregister,  welches  bei  der  im 
Text  auftretenden  Menge  neuer  Begriffe  und  Beziehungen  hier  doppelt  werth- 
voU  und  um  so  mehr  am  Platze  ist ,  da  bisher  nur  für  die  A 1  ein  kurzes 
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Verzeichniss  der  neu  eiDgeführten  Aasdrücke  vorlag.  Darch  Hinzufügong 
der  Seitenzahlen  der  früheren  Ausgaben  ist  es  ermöglicht,  Citate  aus  jenen 
auch  in  dem  vorliegenden  Neudruck  mit  Sicherheit  aufzufinden. 

Die  nach  allen  Richtungen  hin  erkennbare  liebevolle  Sorgfalt,  mit 
welcher  der  Herr  Herausgeber  seine  mühsame  Aufgabe  erfasst  und  durch- 
geführt hat,  verdient  um  so  grössere  Anerkennung,  da  er  nach  eignem 
Gestftndniss  „nie  ein  einseitiger  Parteigänger  Orassmann's  gewesen  ist 
und  das  auch  nie  werden  wird.**  Nun,  wenn  das  von  dem  Herrn  Herausgeber 
trotzdem  bekundete  Interesse  für  Grassmann  und  sein  Werk  über  die 
trennende  Grenzlinie  hinaus  eine  Hingabe  an  dieses  Werk  zu  zeitigen  ver- 
mag,  wie  sie  der  eifrigste  Anhänger  desselben  nicht  besser  documentiren 
könnte ,  dann  sicher  kämpfen  die  einseitigen  Parteigänger  —  wenn  es  solche 
giebt  —  wenigstens  für  keine  geringe  Sache!  —  Dass  Druck,  Correctur 
und  Ausstattung  des  Bandes  den  besten  Leistungen  der  6.  G.  Teubner^schen 
Firma  gleichstehen ,  braucht  kaum  gesagt  zu  werden ;  wohl  aber  ist  zu  er- 
wähnen, dass  auch  ein  treffliches  Bildniss  Grassmann 's  nebst  Facsimile 
eine  Zierde  des  Bandes  bildet  Möge  der  Herr  Herausgeber  aus  der  ohne 
Frage  allseitigen  Anerkennung  seines  Verdienstes  um  die  Sache  Grass- 
mann 's  Kraft  und  Geduld  zur  Fortführung  und  zum  Abschluss  des  müh- 
samen Unternehmens  schöpfen. 

Die  Bedeutung  dieser  Gesammtausgabe  für  die  weitere  Entwickelung 
und  Verbreitung  der  Ausdehnungslehre  dürfte  allerdings  nicht  darin  zu 
suchen  sein,  dass  sie  etwa  eine  neue  Aera  derselben  inaugurirte  und  einen 
bis  dahin  nur  wenigen  Anhängern  bekannten  Gelehrten  plötzlich  auf  das 
Piedestal  des  von  aller  Welt  anerkannten  Ruhmes  zu  stellen  geeignet  wäre. 
Wie  wenig  in  dieser  Hinsicht  zu  thun  übrig  ist;  das  beweisen  die  vor- 
stehend mitgetheilten  bisherigen  Erfolge  der  Ausdehnungslehre.  Ftlr  das 
Ausland  liegt  die  Bedeutung  der  Gesammtausgabe  darin ,  dass  sie  mit  der 
Sammlung  der  theils  vergriffenen,  theils  zerstreuten  Werke  Grassmann 's 
einem  bereits  allgemein  in  den  Kreisen  der  hervorragendsten  Mathematiker 
gefühlten  Bedürfniss  entgegenkommt.  In  Deutschland  ist  die  Ausdehnungs- 
lehre nunmehr  unter  der  Aegide  einer  hochansehnlichen  wissenschaftlichen 
Körperschaft  endlich  als  gleichberechtigter  Zweig  der  Forschung  neben 
anderen  Schulmethoden  anerkannt,  und  diese  Anerkennung  wird  allerdings 
nicht  verfehlen,  ihre  werbende  Kraft  auch  unter  unseren  Landsleuten  zu 
üben.  Nur  möge  man  nicht  glauben,  dass  mit  dieser  Pablication  jede 
Schwierigkeit  beseitigt  sei.  In  dem  25jährigen  Zeiträume  des  bisherigen 
Aufschwunges  der  Ausdehnungslehre  fehlte  auf  dem  Büchermarkte  die  Al 
während  der  ersten  10  Jahre,  fehlt  die  der  Al  durch  ihren  Reichthum  an 
Begriffen  und  ihre  rechnerische  Entwickelung  so  sehr  überlegene  A2  seit 
langer  Zeit  bis  auf  den  heutigen  Tag.  Kein  Commentar  wird  auch  künftig 
die  Schwierigkeiten  ganz  heben  können,  welche  sich  dem  Studium  der 
Grass  m  an  n'schen  Original  werke   vermöge  ihrer  eigenartigen  Darstellung 
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immer  entgegenstellen  werden.  Bis  eine  ganz  neue  Bearbeitung  des  Stoffes 
den  heutigen  Anforderangen  an  Eflrze  der  Diction,  an  Durchsichtigkeit 
und  Uebersichtlicbkeit  der  Darstellung  entspricht,  werden  pftdagogisch 
wohldurchdachte  Vorlesungen  und  die  in  die  Elemente  der  Ansdehnnngs- 
lehre  einführenden  Schriften,  wie  bisher,  so  auch  weiter«  das  leichteste 
und  bequemste  Mittel  des  Lehrens  und  Lernens  bilden.  Erst  nach  dieser 
Vorbereitung  wird,  wenigstens  Yon  der  Mehrzahl  der  Mathematiker,  das 
Studium  beider  Theile  der  Ausdehnungslehre  mit  Aussicht  auf  Gewinn  und 
Befriedigung  Yorzunehmen  sein. 

Mit  dieser  Gesammtausgabe  stattet  aber  auch  Deutschland  den  Manen 
eines  als  genialer  Forscher  wie  als  edler  Charakter  gleich  ausgezeichneten 
Mannes  den  so  lange  geschuldeten  Dank  ab,  in  Erfüllung  der  prophetischen 
Worte,  mit  denen  Grassmann  vor  34  Jahren  die  Vorrede  zur  A2  schloss: 
„Ich  bin  der  festen  Zuversicht,  dass  die  Arbeit,  welche  ich  auf  die  hier 
Yorgetragene  Wissenschaft  verwandt  habe,  und  welche  einen  bedeutenden 
Zeitraum  meines  Lebens  und  in  demselben  die  gespannteste  Anstrengung 
meiner  Kraft  in  Anspruch  genommen  hat,  nicht  verloren  sein  werde.  Zwar 
weiss  ich  wohl,  dass  die  Form,  die  ich  der  Wissenschaft  gegeben,  eine 
unvollkommene  ist  und  sein  muss.  Aber  ich  weiss  auch  und  mnss  es  aus- 
sprechen, auch  auf  die  Gefahr  hin,  für  anmassend  gehalten  zu  werden  — , 
ich  weiss,  dass,  wenn  auch  dies  Werk  noch  neue  17  Jahre  oder  l&nger 
hinaus  müssig  liegen  bleiben  sollte,  ohne  in  die  lebendige  Entwickelung 
der  Wissenschaft  einzugreifen,  dennoch  eine  Zeit  kommen  wird,  wo  es 
aus  dem  Staube  der  Vergessenheit  hervorgezogen  werden  wird,  und  wo 
die  darin  niedergelegten  Ideen  ihre  Frucht  tragen  werden.  Ich  weiss ,  dass, 
wenn  es  mir  auch  nicht  gelingt,  in  einer  bisher  vergeblich  von  mir  er- 
sehnten Stellung  einen  Kreis  von  Schülern  um  mich  zu  sammeln,  welche 
ich  mit  jenen  Ideen  befruchten  und  zur  weiteren  Entwickelung  und  Be- 
reicherung derselben  anregen  könnte ,  dennoch  einst  diese  Ideen,  wenn  auch 
in  verSnderter  Form,  neu  erstehen  und  mit  der  Zeitentwickelung  in  lebendige 
Wechselwirkung  treten  werden.  Denn  die  Wahrheit  ist  ewig,  ist  göttlich; 
und  keine  Entwickelungsphase  der  Wahrheit,  wie  geringe  auch  das  Gebiet 
sei,  was  sie  umfasst,  kann  spurlos  vorübergehen;  sie  bleibt  bestehen, 
wenn  auch  das  Gewand,  in  welches  schwache  Menschen  sie  kleiden,  in 
Staub  zerfällt.'' 
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Annais  of  Math.  IV  (1888).  -  126.  R»  S.  69-104,  S.  166-260.  -  127.  Study, 
Ueber  die  Geometrie  der  Kegelschnitte,  Habilit.-Schr.  Leipz.  1885.  -  128.  Noth, 
Die  vier  Spedes  in  den  Elementen  der  Geom.,  Progr.,  Freiberg  i.  S.  1874,  1879; 
Die  Arithmetik  der  Lage,  Leipz.  1882.  -  129.  Sturm,  Sülle  forze  in  equilibrio, 
Annali  di  Mat.  (2)  VU(1876).  -  180.  ßuchheim,  On  the  theory  of  screws  in 
elliptic  Space.  Lond.  M.  S.Proc.XIV,  XVI,  XVH,  XVHI  (1884-87).  -  181.  Hyde, 
The  directional  theory  of  screws,  Annais  of  Math.  IV  (1888);  She  screw  as  a  unit 
in  a  Grassmannian  System  of  the  sixt  Order.  Annais  of  Mat.VIII  (1894).  ~  182.  Müll  er. 
Die  Liniengeometrie  nach  den  Principien  der  Grassmann^schen  Ausdehnungslehre, 
Monatsh.  f  Math.  II  (1891).  -  188.  Schlegel,  Quelques  thäor^mes  de  gäom^trieT{^ 
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k  n  dimens.,  8.  M.  F.  Ball.  X  (1882).  —  184.  Schlegel,  Ueber  die  yerschiedeiien 
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140.  Grassmann,  Ueber  das  Yerh&ltnisa  der  nichteuklidischen  Geometrie  zur 
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Beweis  der  Rosenbain'schen  Fundamentalformeln,  Math.  Ann.  XXX  (1887);  Sur  les 
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entre  les  fonct  hyperellipt  de  1'«  esp^ce,  Ann.  de  TEc.  Norm.  (3)  X  (1893).  — 
146.  Grassmann,  Grundriss  der  Mechanik,  Progr.,  Stettin  1867;  Die  Mechanik 
nach  den  Principien  der  Ausdehnnngslehre,  Math.  Ann.  XII  (1877).  —  147.  Schlegel, 
Die  Hauptmethoden  der  Grassmann*schen  Ausdehnungslehre,  in  ihrer  Anwendung 
auf  die  Mechanik,  Civiling,  XL  (1894).  —  148.  Hank  ei,  Theorie  der  complexen 
Zahlensysteme,  Leipz.  1867.-  149.  Creme  na,  Elemente  des  graphischen  Calcüls, 
fibersetzt  von  Cur tze  (1876).  —  150.  Favaro,  La  statica  gprafica  nel  insegnamento 
superiore,  Venezial873.  -  151  Schlegel,  Zwei  Sätze  vom  Schwerpunkt,  Schlö- 
milch's  Z.  XXI  (1876);  Sur  le  thdortoe  deM.  Laisant  etc.,  S.  M.  F.  Bull.  X  (1883); 
Sur  le  th^ortoe  de  M.  Haton  de  la  Goupilli^re  etc.,  Ibid.  XXI  (1893).  -  152.  Car- 
▼alle,  Th^orämes  de  mäcanique;  Nouyeau  thdoräme  de  m^canique,  Nouy.  Ann. 
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Z.  XXIII  (1878);  Ueber  den  Beschleunigungszustand  ähul.  veränderl.  und  starrer 
ebener  Systeme,  Civiling.  XXIV  (1878).-  150.Mehmke,  Ueber  die  Geschwindig- 
keiten beliebiger  Ordnung  etc.,  Civiling.  XXIX  (1883);  Eine  kinematische  Auf- 
gabe, Darmstadt  1886;  Ueber  die  Bewegung  eines  starren  ebenen  Systems  in  seiner 
Ebene,  Schlömilch's  Z.  XXXV  (1890);  Ueber  den  geometriechen  Ort  der  Punkte 
ohne  Normalbeschleunigung  etc.,  (Civiling.  XXIX  (1883).  —  157.  Mehmke,  Ueber 
die  Bestimmung  von  Trägheitsmomenten  mit  Hilfe  Grassmann'scher  Methoden, 
Math.  Ann.  XXIII  (1884) ;  Einfache  Darstellung  der  Trägheitsmomente  von  Körpern, 
Scblömilch*s  Z.  XXVDI  (1883).  —  158.  Kircher,  Ein  Beitrag  zur  Bewegung  un- 
veränderlicher ebener  Systeme,  Progr.,  Meiningen  IS^^j'jtj^l^'^^^P^ber  die 


Die  Grassmann'sche  Ansdebnungslehre.  59 

Ableitnng  der  Gleich  angen  der  drehenden  Bewegung  eines  starren  Körpers  nach 
der  Graesmann'achen  Analyse,  Prag.  Math.  Ges.  (1892).  —  160.  Mehmke,  Re- 
cension  yon  ,,Graye]iu8,  Theoretische  Mechanik  starrer  Systeme*'  in  der  Deutschen 
Literatarztg.  1890,  Nr.  14.  -  161.  Study,  üeber  die  Bewegungen  des  Raumes, 
Lpz.  Ber.  1890, 8. 854.  ~  1 62.  G  r a s  s  m  an  n ,  Neue  Theorie  d.  Elektrodynamik,  Poggend. 
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Halle  1894;  R.  Grass  mann.  Die  Ausdehnungslehre  oder  die  Wissenschaft  von  den 
extensiven  Grössen  etc.,  Stettin  1891 ;  Die  Folgelehre  od.  Functionenlehre,  Stettin  1894; 
Peano,  Die  Gnmdzüge  des  geometrischen  Calcfils,  Uebersetzung  von  Schepp, 
Leipz.  1891;  Kraft,  Abriss  des  geometrischen  Calcüls^  Leipz.  1893;  Henrici, 
Encyclopäd. britannica  (1880);  Cox,  Onthe  applicationofquaternions  andG.A.etc; 
Cambr.  Proc.  IV  (1882);  Beman,  A  brief  account  of  the  essential  features  of 
Grassmann^s  extension  algebra.  Anal.  VUI  (1881).  (Tebersetzung  von  Nr.  169); 
Clifford,  Applications  of  Grassmann's  extension  algebra,  American.  J.I  (1878); 
Hyde,  The  directional  calculus,  based  upon  the  metbods  of  H.  G.,  Boston  1890; 
Gibbs,  On  multiple  algebra,  Americ.  Assoc.  XXXV  (1886);  Caspary,  Sur  une 
m^thode  de  g^om^trie  qui  forme le  lien  etc.,  Darboux  Bull. (2) XUI (1889);  Carvallo, 
Exposition  d'une  mäthode  de  M.  Caspary  pour  T^tude  des  courbes  gauches,  S.  M. 
F. Bull. XV (1887);  La  mäthode  de  Grassmann ,  Nouv.  Ann.  (3)  XI(1889);  Schlegel, 
Introduction  auz  mäthodes  g^omdtriques  de  H.  G.,  Progreso  mat  II,  HI  (1892. 
1893);  Galdeano,  Teoremas,  problemas  y  mätodosgeom.,  Progreso  mai IV (1894), 
Geometria  gener&l  Zaragoza  1895;  Peano,  Calcolo  geom.  secondo  TA.  di  H.  G., 
Turin  1888;  Gli  elementi  di  calcolo  geom.,  Turin  1891;  Boguslawsky,  Algebra 
der  Ebene  und  des  Baumes  oder  Calculus  Situs,  Mosk.  Math.  Samml.  XIV— XVI, 
Moskau  1891  (Russisch).  —  171.  Hyde,  Calculus  of  direction  andposition,  Americ. 
J.  VI  (1883).  -  172.  Gibbs,  Quatemions  and  the  A.  Nature,  Mai  1891,  S.  79;  Siehe 
auch  On  the  Röle  of  Quaternions  in  the  Algebra  ofVectors,  Ibid.  April  1891;  Qua- 
temions and  the  Algebra  of  Vectors,  Ibid.  März  1893;  Quatemions  and  Vector 
Analysis,  Ibid.  August  1893.  —  176.  Carvallo,  Sur  les  syst^mes  Untres  etc., 
Monatsh.  f.  Math.  U  (1891).  —  174.  Padelletti,  Principii  della  teoria  dei  qua« 
ternioni  etc.,  Batt.  G.  XX  (1882).  —  175.  Stephanos,  Sur  la  th^orie  des  qua- 
temions, Math.  Ann.  XXn  (1888).  —  176.  Unverzagt,  Ueber  die  Grundlagen  der 
Rechnung  mit  Quaternionen,  Progr.,  Wiesbaden  1881.  —  177.  Study,  Complexe 
Zahlen  und  Transformationsgruppen,  Leipz.  Ber.  1889,  §  9;  Ueber  die  Bewegungen 
des  Baumes,  Ibid.  1890,  S.  354.  —  178.  Gauss,  Briefwechsel  mit  Schumacher, 
IV,  147,  Nr.  833;  Siehe  auch  Citat  10  und  31.  —  179.Kysaus,  Bedeutung  und  An- 
wendung der  Zahlen  in  der  Geometrie,  Progr.,  Siegen  1850. 
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Recensionen. 


F.  Klein.  lieber  Arithmetisirung  der  Mathematik.  Sonderabdrtiok  aas 
den  nNachrichien  der  kOnigl.  GeseÜBchaft  der  Wissen&chaften  zu  Oöt- 
tingen.    Oesch&fÜiche  Mittheilangen.     1895.     Heft  2. 

In  der  Mathematik  wurde  in  unserem  Jahrhundert  immer  mehr  und 
mehr  die  Forderung  betont ,  dass  die  unbedingte  Oiltigkeit  der  SStze  der 
höheren  Analjrsis  nicht  durch  Berufung  auf  die  Anschauung,  sondern  durch 
Zurückgehen  auf  die  ersten  Begriffe  und  Definitionen  der  Zahlenlehre  dar- 
gethan  werden  müsse.  In  der  vorliegenden  Bede  scizzirt  Klein  seine 
Auffassung  der  Stellung,  die  Geometrie  und  Physik  dieser  Arithmeti- 
sirung der  Mathematik  gegenüber  einzunehmen  haben.  Indem  er  in  ihr 
wesentlich  eine  logische  VerschSrfung  der  Deduction  erblickt,  verlangt 
Klein  zwar  eine  üebertragung  der  grösseren  Strenge  auf  jene  anderen 
Disciplinen ,  betont  aber  auch  zugleich,  dass  der  Anschauung  trotzdem  ihre 
Bedeutung  in  weitem  umfang  bewahrt  bleiben  müsse.  Die  analytisch- 
geometrische  Deutung  der  neueren  analytischen  Entwickelungen;  der  Nach- 
weis, inwieweit  der  Baum  als  eine  Zahlenmannigfaltigkeit  aufgefasst 
werden  kann;  die  Untersuchung,  wann  eine  Menge  Yon  Punkten  eine 
Fläche  oder  eine  Cunre  bildet;  die  Präcisirung  von  Grenzübergängen  in 
der  Infinitesimalgeometrie:  das  sind  einige  Aufgaben  der  Geometrie,  die 
einer  strengeren  Lösung  harren.  In  der  Physik  wird  genauer  zu  unter- 
suchen sein,  inwieweit  die  Hypothese,  dass  die  Materie  den  Baum  con- 
tinuirlich  erfüllt,  mit  der  Annahme  von  discreten  Molecülen  gleichwerthig 
ist;  oder  ob  Sätze  über  das  Gleichgewicht  und  die  Bewegung  elastischer 
Körper  oder  der  Elektricität,  die  der  physikalischen  Anschauung  entnommen 
sind,  wirklich  richtig  sind.  Neue  Naturerkenntnisse  werden  durch  die 
Antworten  auf  solche  Fragen  nicht  gewonnen,  sondern  es  werden  nur 
unsere  Auffassungen  der  Erscheinungen,  die  Idealisirungen  der  Natur,  die 
wir  noth wendig  vornehmen  müssen,  um  sie  studiren  zu  können,  geklärt 
und  präcisirt.  Daneben  soll  aber  der  Anschauung  ihr  Becht  bleiben,  nicht 
nur  der  geometrischen,  sondern  auch  dem  mechanisch -physikalischen  Gefühl, 
wie  es  ein  erfahrener  Physiker  oder  Techniker  hat  über  das  Spiel  der 
Kräfte,  die  bei  seinen  Apparaten  oder  Constructionen  auftreten,  das  ihn 
lehrt  mit  Sicherheit  zu  erkennen,  welche  Vernachlässigungen  des  Details 
möglich    sind,    ohne   die   grossen   Züge  einer  Erscheinung  zu  verfälschen. 
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Diese  Ansehaoang  ist  es,  die  den  Fortschritt  der  Wissenschaft  anbahnt, 
indem  sie  eine  Idealisirang  vollzieht,  deren  Tragweite  nachher  die  streng 
logische  Dednction  zu  untersuchen  hat. 

Auch  beim  Unterricht  ist  die  Anschauung  nicht  zu  vernachlässigen: 
bei  der  ersten  Einführung  in  die  höhere  Analysis,  wo  der  Einzelne  den 
Weg  gehen  soll,  den  die  Wissenschaft  im  Grossen  gegangen  ist^  und  be- 
sonders bei  Schülern,  deren  Denken,  ihrer  Vorbildung  und  Beschäftigung 
gemäss,  mehr  anschauungsmässig  ist. 

Anschauung  und  Deduction  getrennt,  bilden  aber  nicht  die  Wissen- 
schaft, ihr  Leben  beruht  vielmehr  auf  der  Wechselwirkung  beider  Theile. 

Die  vorstehenden  Zeilen  geben  einen  Versuch,  den  Inhalt  der  sehr 
gedankenreichen  und  anregenden  Bede  zu  scizziren,  um  damit  weitere 
mathematische  Kreise  auf  sie  aufmerksam  zu  machen.  Die  Rede  ist  als 
kleine  Broschüre  im  Buchhandel  erschienen.  J.  Lüroth. 


T.  Prbston.  TTeber  das  gegenseitige  Verhältniss  einiger  zur  dynamischen 
Erklärung  der  Gravitation  aufgestellten  Hypothesen.  Inaugural- 
Dissertation.    München  1894.    20  S. 

Der  erste  Versuch  einer  mechanischen  Qravitationserklärung  geht  auf 
Le  Sage  zurück.  Doch  befriedigte  dieselbe  wegen  ihrer  vielen  willkür- 
lichen Annahmen  nur  wenig.  Auf  die  corpuscules  ultramondains  von  Le  Sage 
stützte  ein  Jahrhundert  später  Lord  Kelvin  eine  neue  Erklärung,  indem  er 
die  Atome  als  elastisch  voraussetzte,  so  dass  die  Aetheratome  ausser  ihrer 
kinetischen  Energie  noch  eine  potentielle  Energie  besitzen  sollten.  Im  Gegen- 
satz zu  Lord  Kelvin  nahm  Herr  Isenkrahe  einen  unelastischen  Stoss 
an  und  baute  seine  Gravitationstheorie  auf  der  kinetischen  Gastheorie  auf« 
Zwei  Jahre  vorher  hatte  Verfasser  der  vorliegenden' Inaugural  -  Dissertation 
eine  andere  Erklärung  aufgestellt,  die  hier  weiter  ausgestaltet,  in  ab- 
geschlossener Form  vorgetragen  wird. 

Während  Le  Sage  und  Lord  Kelvin  willkürlich  Atomströme  an- 
nehmen^ wird  hier  eine  Bewegung  der  als  elastisch  vorausgesetzten  Atome 
zu  Grunde  gelegt ,  welche  der  von  der  kinetischen  Gastheorie  angenommenen 
genau  analog  ist.  Hieraus  gewinnt  der  Verfasser  eine  Erklärung  für  die 
Annahmen,  welche  der  von  Le  Sage  und  Lord  Kelvin  aufgestellten 
Theorie  zu  Grunde  liegen,  im  Besonderen  für  die  Annahme,  dass  die 
symmetrische  Bewegung  der  Atome  unter  dem  beständigen  Wechsel  ihrer 
Richtungen,  welchen  die  Zusammenstösse  mit  der  groben  Materie  ver- 
ursachen, bestehen  bleibt.  Dabei  wird  vorausgesetzt,  dass  die  mittlere 
Weglänge  eines  Aetheratoms  gross  sei  gegen  die  Entfernungen,  für  welche 
das  New  tonische  Gesetz  genau  gilt.  Demnach  ergiebt  sich  als  eine 
Folgerung  dieser  Theorie,  dass  „  die  Tragweite  der  Schwerkraft  durch  die 

Google 


Weglänge  der  Atome  bedingt  ist^. 
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Im  zweiten  Theile  der  Arbeit  geht  Verfasser  auf  den  Erystallban  ein. 
Schon  Le  Sage  hatte  die  Annahme  einer  sehr  porösen  Stractnr  der 
groben  Materie  als  nothwendig  für  die  Erklärung  der  Grayitation  erkannt, 
und  Lord  Kelvin  hatte  diese  Annahme  ttbemommen.  Hier  wird  yersucht, 
diese  Vorstellung  genauer  zu  prficisiren,  so  dass  sie  zur  Erklärung  der 
Gohäsion,  Adhäsion  und  chemischen  Verwandtschaft  geeignet  erscheint. 

E.  Jahnkb. 

C.  DuifBSMiL.  Tableau  mdtrique  de  logarithmes.    Instruction.  —  Notes  et 

problömes  divers.  Arithm^tique.  Changes.  Int^rdts  compos^s.  Annuit69. 

42  p.    C.  Duif ESNiL.  Tableau  m6trique  de  logarithmes.  Atlas  61^men- 

taire.   8  p.    Paris  1 894.    Hachette. 

Die  vorliegende  fünfstellige  Logarithmentafel  ist  von  einfachster  Form. 

Sie  besteht  aus  vier  Seiten,  deren  jede  zwanzig  Doppelzeilen  enthält.  Jede 

obere  Zeile  führt  die  vierstelligen  Logarithmen  in  rothen,  jede  untere  die 

entsprechenden  Zahlen  in  schwarzen  Ziffern,   um  die  Bestimmung  der  fünften 

Decimale  möglichst  zu  erleichtern,  werden  fünf  Zeichen  eingeführt,  die  je  nach 

ihrer  leicht  zu  merkenden  Stellung  0,  1,  2,  3,4  bezw.  5,  6,7,  8,  9  bezeichnen. 

Die  Handhabung   der  Tafel  wird   an  einer  Reihe   von  Beispielen   aus 

der  Wechsel-  und  Zinseszinsrechnung  vorgeführt. 

Die  Ausstattung  ist  eine  vorzügliche.  E.  Jahnkb. 

H.  Laurent.  Traitd  d'algöbre.  Compl^ments.  IV^  partie.  Theorie  des  poly- 
nomes  &  plusieurs  variables.  Paris  1894.  Gauthier -Villars.  56  p. 
1,50  Pr. 

Ziel  des  vierten  Theiles  ist  es,  die  elementare  Algebra  durch  das  Studium 
der  fundamentalen  Eigenschaften  der  Polynome  mit  mehreren  Variablen  zu 
vervollständigen  und  die  bekannten  Eigenschaften  der  Polynome  mit  einer 
Variablen  zu  verallgemeinem.  Der  Verfasser  giebt,  ausgehend  von  einem 
Jacobi'schen  Theorem,  eine  vollständige  Theorie  der  Elimination  und  der 
symmetrischen  Functionen. 

Die  von  Herrn  H.  Marchand  besorgte  vierte  Auflage  unterscheidet 
sich  nur  wenig  von  der  vorhergehenden.  £).  Jahnke. 


F.  Buka.  Orundzüge  der  darstellenden  Oeometrie.  Wissenschaftliche  Bei- 
lage zum  Programm  des  Charlottenburger  Realgymnasiums.  1894. 
XU  und  24  S. 

Bis  vor  Kurzem  noch  war  die  darstellende  Geometrie  das  Stiefkind 
des  mathematischen  Unterrichtes  auf  höheren  Schulen.  Dieses  Verhältniss 
hat  sich  neuerdings  gebessert;  verschiedentlich  ist  das  Bestreben  hervor- 
getreten, die  Kraft  der  darstellenden  Geometrie  für  die  Schule  voll  aus- 
zunutzen. Zum  Belege  hierfür  sei  auf  die  „Raumlehre*'  von  Herrn 
Martus   verwiesen,    deren    zweiter   Theil    die    Grundlehreiv^A'v-. Central- 
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perspective  in  drei,  oder,  wenn  man  will,  in  zwei  Sätzen  erledigt,  und 
deren  Figuren  noch  vielen  der  bisher  erschienenen  stereometrischen  Lehr- 
büchern als  Vorbild  dienen  können.  Auch  die  Arbeiten  des  Herrn  Holz- 
mttller  (1.  Einführung  in  das  stereometrische  Zeichnen,  2.  Methodisches 
Lehrbuch  der  Elementar -Mathematik)  verfolgen  den  Zweck,  der  Schule 
die  darstellende  Geometrie  mehr  als  bisher  zug&nglich  zu  machen.  Das  Vor- 
wort der  vorliegenden  Programmabhandlung  bietet  eine  eingehende  Kritik 
der  von  Herrn  Holzmüller  empfohlenen  Methode  zur  Einführung  in 
das  stereometrische  Zeichnen.  (Vergl.  hierzu  noch  Hoppe's  Besprechung 
in  seinem  Archiv.) 

Die  Abhandlung  selbst  zerfftUt  in  drei  Abschnitte.  In  dem  ersten  werden 
die  Grundzüge  der  Orthogonalperspective  gelehrt,  die  räumlichen  Gebilde  wer- 
den auf  eine  einzige  Orundebene  bezogen.  20  üebungsaufgaben,  entnommen 
dem  von  Herrn  Hauck  herausgegebenen  Lehrbuch  der  Stereometrie  von 
Kommereil,  sind  beigegeben.  Der  zweite  Abschnitt:  Construction  stereo- 
metrischer Bilder  lehrt  die  Cavalierperspective.  Die  Methode  der  Central- 
perspective ist  als  für  die  Schule  überflüssig  und  zu  weitgehend  nicht 
herangezogen.  Wenn  übrigens  Verfasser  des  weiteren  die  Ansicht  aufstellt, 
die  Herstellung  centralperspectivischer  Bilder  erfordere  einen  beträchtlichen 
Apparat  von  Hilfssätzen,  so  wird  diese  Behauptung,  zum  Theil  wenigstens, 
durch  die  obige  Bemerkung  widerlegt,  wonach  es  möglich  ist,  in  den 
Anfangsgründen  mit  drei  Hilfssätzen  auszukommen,  die  man  noch  auf 
zwei  reduciren  kann.  Im  dritten  Abschnitt  wird  gezeigt,  wie  sich  die 
vorhergehenden  Sätze  in  der  Kegelschnittlehre  und  in  der  mathematischen 
Geographie  verwerthen  lassen. 

Die  Abhandlung  ist  in  hohem  Masse  geeignet,  dem  im  Anfange 
betonten  Zwecke  neue  Anhänger  zu  gewinnen,  und  möchte  sich  Beferent 
erlauben ,  sie  den  Herren  Fachgenossen  angelegentlichst  zur  Berücksichtigung 
zu  empfehlen.  E.  Jahnkb. 

H.  Habtl.  Aufgaben  aus  der  Arithmetik  und  Algebra.  Reichenberg  1894. 
Fritsche.  IV  und  271  S.  4  Mk.  Resultate  1,60  Mk. 
Eine  neue  Aufgabensammlung ,  welche  ausser  dem  in  allen  Sammlungen 
wiederkehrenden  Stamme  von  Aufgaben  wirklich  neue,  brauchbare  bietet, 
trägt  die  Berechtigung  ihres  Erscheinens  in  sich.  Das  vorliegende  Buch, 
welches  nur  Aufgabensammlung  sein,  kein  Lehrbuch  ersetzen  will,  bringt 
eine  Fülle  neuer  Aufgaben.  Unter  den  eingekleideten  mag  besonders  auf 
eine  Reihe  geographischer  sowie  auf  die  interessanten  Geschoss- Aufgaben 
hingewiesen  werden.  Dagegen  sind  einzelne  Kapitel  verhältnissmässig 
dürftig  bedacht,  so  unter  Anderem  das  Kapitel  vom  Rationalmachen  der 
Brüche,  das  Kapitel  der  Rentenrechnung.  Ferner  ist  es  nicht  zu  billigen, 
dass  hergebrachte,  durchaus  praktische  Bezeichnungen  der  Zinsrechnung 
willkürlich  abgeändert  werden.  E.  Jahnkb. 
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K.  ScHWBRiMG  und  W.  Kbimphoff.  Anfangflgründe  der  ebenen  Geometrie. 
Freiburg  i.  Br.  1894.    Herder.    V  und  132  S. 

Es  geschieht  nicht  eben  häufig,  dass  Mathematiker,  die  neben  ihrer 
Schulthätigkeit  eine  wissenschaftliche  Thätigkeit  entfalten,  sich  mit  der 
Herausgabe  eines  Lehrbuches  der  elementaren  Mathematik  befassen,  und 
doch  ist  es  wünschenswerth ,  gerade  aus  solcher  Hand  Darstellungen  der 
Anfangsgründe  zu  besitzen.  Um  so  dankenswerther  ist  die  vorliegende 
Bearbeitung. 

Die  Verfasser  stellen  sich  auf  den  Standpunkt,  die  Baumlehre  so  vor- 
zutragen, uwie  sie  von  dem  jugendlichen  Geiste  am  Leichtesten  erfasst  und 
verstanden  werden  kann,  nicht  aber  zugleich  allen  wissenschaftlichen  An- 
forderungen zu  genügen".  Demnach  wird  für  den  Unterricht  der  ersten 
Stunden  mit  Becht  das  Hauptgewicht  auf  die  Anschauung  gelegt.  Hierbei 
ist  nicht  der  Anschauung  von  Körpern  der  Vorzug  gegeben ,  sondern  der 
Auffassung  von  ebenen  Figuren,  die  der  Schüler  selbst  durch  Zeichnung 
herstellt 

Hervorgehoben  zu  werden  verdient  ferner  die  Ausscheidung  der  Lehre 
von  den  incommensnrablen  Grössen  aus  der  schulgemässen  Behandlung 
(vergl.  Bef.  Bd.  37),  in  der  richtigen  Erwägung,  dass  die  in  fast  allen 
Lehrbüchern  auftretende  Darstellung  weder  den  Anforderungen  der  Wissen- 
schaft noch  denen  des  Unterrichts  völlig  gerecht  wird. 

Aus  der  neueren  Geometrie  bringt  das  Buch  nur  die  Sätze  des  Ceva 
und  Menelaus,  sowie  die  ähnliche  und  umgekehrte  Abbildung. 

Dass  der  Verfasser  der  „100  Aufgaben  aus  der  niederen  Geometrie'' 
eine  Fülle  interessanter  Lehrsätze  und  Aufgaben  eingestreut  hat,  bedarf 
keiner  besonderen  Erwähnung. 

Der  Lehrstoff  ist  nach  Klassen  eingetheilt,  wobei  die  Bedürfnisse  des 
Gymnasiums  und  Bealgymnasiums  massgebend  gewesen  sind.  Auf  der 
Oberrealschule  und  Bealschule  dürfte  der  Stoff  von  der  Quarta  bis  zur 
Obertertia  bewältigt  werden  können,  ohne  dass  Ueberbürdung  zu  be- 
fürchten wäre.  E.  Jahnkb. 

R.  Müller.    Planimetrisohe    Constmctionsanfgaben   nebst   Anleitung   zu 
deren  Lösung  für  höhere  Schulen.  3.  Aufl.  Oldenburg  1894.  Stalling. 
68  S.     1,20  Mk. 
Die  Aufgabensammlung  ist  durch  zwei  Eigenthümlichkeiten  charakteri- 
sirt,  einmal  durch  die  Beschränkung  des   Stoffes   dem   Umfange  nach  — 
Theilungs-,    Verwandlungs  -     und    Berechnungsaufgaben     sind    nicht    auf- 
genommen — ,  zweitens  durch  die  beigefügte  Anleitung  zur  Auflösung  der 
Aufgaben.    Da  das  geschickt  zusammengestellte  Büchelchen  in  Fachkreisen 
Aufnahme    gefunden    hat,   so   sei    hier    in  Bezug  auf  den   zweiten   Punkt 
noch   bemerkt,   dass  die  strenge  Durchführung  des  hergebrachten  Schemas 
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bei  der  Behandlung  sftmmtlicher  Aufgaben  nicht  wttnschenswerth  er- 
scheint; bei  den  meisten  Aufgaben  ist  entweder  Analjrsis  oder  Beweis  zu 
verlangen.  Auch  empfiehlt  sich  für  die  Constractionen  ein  knapperer  Text, 
der  sich  durch  Einführung  geeigneter  mathematischer  Zeichen  erreichen  lässt. 

E.  Jahnkb. 

E.  Wbob£l.    Leitfaden  der  Stereometrie  nebst  einer  grossen  Anzahl  von 
Vebnngsanfgaben.  2. Aufl.  Rostock  1895,  Werther.  104 S.   l,40Mk. 

Im  Gegensatz  zu  einer  neuerdings  hervorgetretenen  Auffassung  steht 
der  als  Herausgeber  einer  ausgezeichneten  Aufgabensammlung  bekannte 
Verfasser  auf  dem  Standpunkt,  dass  zwar  eine  übersichtliche,  aber  doch 
lückenlose  Anordnung  des  Stoffes ,  wo  zu  jeder  Behauptung  auch  ein  Beweis 
gehört,  geboten  werden  müsse.  Nur  an  einer  Stelle  wird,  in  üeber- 
einstimmung  mit  anderen  Lehrbüchern  hiervon  abgewichen,  das  ist  bei 
der  Heranziehung  des  Cavalerischen  Princips  zur  Baumberechnung. 
Als  besondere  Empfehlung  des  vorliegenden  Leitfadens  ist  noch  zu  er- 
wähnen, dass  ihm  eine  Sammlung  von  grösstentheils  neuen  Aufgaben  — 
es  sind  140  —  angehängt  ist.  Den  Aufgaben  sind  am  Schluss  der  Samm- 
lung die  Resultate  angefügt. 

Was  die  Figuren  anbetrifft,  so  Iftsst  deren  Anschaulichkeit  auch  in 
der  zweiten  Auflage  bei  manchen  noch  zu  wünschen  übrig.    £;.  Jahnkb. 


Die  Lehre  von  der  Elektrioität.  Von  Gustav  Wiedemann.  Zweite  um- 
gearbeitete und  vermehrte  Auflage.  Zugleich  als  vierte  Auflage  der 
Lehre  vom  Galvanismus  und  Elektromagnetismus.  Zweiter  Band. 
Mit  163  Holzstichen  und  einer  Tafel.  Braunschweig  1894.  Verlag 
von  Friedrich  Vieweg  und  Sohn.     1126  S. 

Der  zweite  Band  beginnt  mit  den  beiden  letzten  Kapiteln  der  Nicht* 
leiter ,  wovon  das  grössere  die  dielektrische  Ladung  der  Körper  zum  Gegen- 
stand hat,  während  in  dem  kleineren  die  durch  das  Elektrisiren  hervor- 
gebrachten physikalischen  Eigenschaften,  wie  das  Tönen,  die  Aenderung 
des  Volumens,  der  Gestalt,  der  Elasticität  und  des  optischen  Verhaltens 
zusammengestellt  sind.  —  Der  nunmehr  in  drei  Kapitel  zerfallende  dritte 
Theil  über  die  Beziehungen  zwischen  Elektrioität  und  Wärme  vertauscht 
den  Inhalt  der  ursprünglich  zwei  Kapitel,  so  dass  zuerst  die  thermischen 
und  mechanischen  Wirkungen  des  elektrischen  Stromes  kommen  und  hier- 
auf die  Thermoelektricität  folgt,  von  welcher  das  Kapitel  über  die  Elektricitäts- 
erregung  in  Krjrstallen  durch  Temperaturänderungen  und  Druck  abgezweigt 
worden  ist.  Die  Gruppirung  und  Benennung  der  ünterabtheilnngen  sind 
wesentlich  verschieden  gegenüber  der  ersten  Auflage,  so  dass  der  bisher    ^ 
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vorhandene  Baam  auch  um  ein  Drittel  überschritten  worden  ist  Solche  Yer- 
änderangen  finden  wir  nicht  in  dem  den  grössten  Theil  des  Baches  in 
Anspmch  nehmenden  vierten  Theil,  welcher  die  Elektrochemie  umfassi;  die 
Gruppirang  des  Stoffes  blieb  dieselbe,  und  die  üeberschriften  der  einzelnen 
Abtheilungen  weisen  im  Ganzen  nur  geringe  Abweichungen  auf.  Gleich- 
wohl hat  der  Stoff  durch  die  Literaturergftnzung  bis  zur  Mitte  des 
Jahres  1893  eine  nicht  unwesentliche  Zunahme  erhalten;  denn  gerade  auf 
diesem  Gebiet  war  die  wissenschaftliche  Thätigkeit  in  den  letzten  zehn 
Jahren  angeregt  durch  die  Erfolge  der  physikalischen  Chemie.  —  Je  rascher 
die  weiteren  Bttnde  erscheinen,  um  so  willkommener  sind  sie  für  den 
forschenden  Physiker  und  Chemiker,  denen  dieses  Werk  ungeheure  Dienste 
leistet.  —  Die  Ausstattung  von  Seiten  der  Verlagsbuchhandlung  entspricht 
ihrem  bewährten  Ruf.  ^ B.  Nbbbi«. 

JoH.  MüLLER*8  Lehrbuch  der  kosmischen  Physik.    Fttnfte  umgearbeitete 
und  vermehrte  Auflage  von  B.  F.  W.  Pbtbrs.     Ergänzungsband  zu 
sftmmtlichen  Auflagen   von  Mttller-Pouillefs  Lehrbuch   der  Physik. 
Mit  447  eingedruckten  Holzstichen  und  25  dem  Texte  beigegebenen^ 
sowie  einem  Atlas  von  60  zum  Theil  in  Farbendruck  ausgeftlhrten 
Tafeln.    Braunschweig  1894.  Verlag  von  Friedrich  Vieweg  und  Sohn. 
907  S.    Preis  26  Mk. 
Für  Jeden,    der  Interesse  an  den  um  ihn  her  vorgehenden  Erschein- 
ungen der  Natur  hat,  muss  es  ein  wahres  Vergnttgen  sein,  dieses  herrliche, 
von  dem  KOnigsberger  Astronomen  in  neuer  Auflage  herausgegebene  Werk 
zu  Studiren ,  das  durch  geschickte  Darstellung  auch  einem  grösseren  Leser- 
kreis  ohne  tiefere  mathematische  Kenntnisse  zugänglich  gemacht  ist     Das 
Interesse  wird  noch  gesteigert  durch  die  zahlreichen ,  zum  Theil  in  Farben 
ausgeführten  Abbildungen,   deren  Anblick  dem   Genuss  eines  naturwissen- 
schaftlichen Theaters  gleichkommt.     An  diesem  Werke  ist  deutlich  zu  er- 
kennen, dass    die  ungeheuren  Fortschritte  in  den  gesammten  Naturwissen- 
schaften während  der  letzten  25  Jahre  auch  auf  dem  Gebiete  der  kosmischen 
Physik  zu   verzeichnen  sind.    Dahin  gehören  die  Entdeckungen  bezüglich 
der  Botation  des  Merkur  und  der  Venus,  der  Monde,  des  Mars  und  Jupiter, 
der   veränderlichen    Sterne   vom    Algol -Typus,   und   der  Erklärung    ihres 
Lichtwechsels  durch  Pickering,  sowie  deren  Bestätigung  durch  die  photo- 
graphischen und  spectralanaly tischen  Arbeiten  VogeTs.    Auf  Grund  dieser 
neuen  streng  wissenschaftlichen  Erkenntnisse  mussten  die  früheren  Anschau- 
ungen auf  ihre  Richtigkeit  geprClpft  und  das  als  irrig  Erkannte  ausgeschieden 
werden ,  wie  z.  B.  die  frühere  Ansicht  über  die  Constitution  des  Erdinnem. 
Wesentliche  Veränderungen  verursachte  die  starke  Entwickelung  der  Meteore* 
logie,  so  dass  die  Abschnitte  über  Ebbe  und  Fluth,  sowie  über  die  Ursachen 
und   Erscheinungen    des    Erdmagnetismus   einer    gründlichen   Bearbeitung 
unterzogen  wurden.  —  Da  das  Buch  nicht  nur  als  Lehrbuch^  sondern  auch 
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als  Naclischlagebnch  namentlich  von  Laien  benützt  wird,  so  wurde  durch 
eioh  reichhaltigeres  Register  diesem  Bedürfniss  abgeholfen.  -^  Dieses  aas- 
gezeichnete Werk  bedarf  keiner  weiteren  Empfehlung.  b.  Nebel. 


Müller •Fonillet's  Lehrbnoh  der  Physik  und  Meteorologie.  Neunte  um- 
gearbeitete und  vermehrte  Auflage  von  Leopold  Pfamdleb,  unter 
Mitwirkung  von  Otto  Summer.  Zweiter  Band.  Erste  Abtheiinng. 
Erste  Lieferung.  Br&unschweig  1894.  Verlag  von  Friedrich  Vie- 
weg  und  Sohn.  292  S.  Preis  4  Mk. 
Die  grösste  Veränderung  gegenüber  der  achten  Auflage  hat  die  Optik 
aufzuweisen;  denn  es  sollten  die  bahnbrechenden  Forschungen  Abbe's  auf 
dem  Gebiete  der  Mikroskopie ,  seine  Lehre  von  der  Abbildung  nicht  selbst- 
leuchtender Objecto  und  die  sich  daran  anschliessenden  Folgerungen  auf- 
genommen werden  I  was  zum  ersten  Mal  in  einem  allgemeinen  Lehrbuch  der 
Physik  der  Fall  ist.  Auch  die  praktische  Optik  hat  eine  Reihe  von  Fortschritten 
zu  verzeichnen,  so  dass  nicht  nur  eine  vollstSndige  Umgestaltung  und  Er- 
weiterung erfolgen  musste,  sondern  auch  die  Bearbeitung  dieses  neuen 
Stoffes  in  die  Hand  eines  Schülers  von  Abbe,  der  sich  auch  auf  dem 
Gebiete  der  praktischen  Optik  schon  hervorgethan  hat,  gelegt  wurde. 
Die  Natur  der  Sache  brachte  es  mit  sich,  dass  die  Optik,  nicht  wie  die 
anderen  BSnde,  geschlossen  herausgegeben  werden  konnte,  sondern  dass  die 
zwei  Abtheilungen  selbst  noch  in  Lieferungen  erscheinen  werden ,  von  denen 
zur  Zeit  die  erste  vorliegt.  —  Es  würde  zu  weit  führen,  wenn  wir  auf 
den  reichen  Inhalt  noch  eingehender  hinweisen  würden.  Wie  sehr  man 
bestrebt  war,  schon  durch  Süssere  Mittel  ein  übersichtliches  Bild  von  den 
vorgetragenen  Lehren  zu  geben,  dafür  sprechen  die  farbigen  Strahlen  bei 
der  Farbenzerstreuung.  —  Im  Interesse  der  schnelleren  Einführung  dieses 
Werkes  bei  der  studirenden  Jugend  wäre  es  erwünscht,  dass  die  weiteren 
Lieferungen  möglichst  rasch  erscheinen,  zumal  das  Suchen  ohne  Index  sehr 
zeitraubend  ist.  — .     B.  Nebel. 

Lehrbuch  der  praktischen  Geometrie.    Von  Ch.  August  Vogler.   Zweiter 
Theil.   Uöhenmessungen.   Erster  Halbband.   Anleitung  zum  Nivelliren 
oder  Ein w&gen.   Mit  90  Holzstichen ,  Vier  Nachbildungen  durch  Zink- 
ätzung und  fünf  Tafeln.     Braunschweig  1894.   Verlag  von  Friedrich 
Vieweg  und  Sohn.     420  S.    Preis  11  Mk. 
Jahr    auf  Jahr   wurde    die  Fortsetzung    des  vorliegenden  Werkes   er- 
wartet, endlich,  nach  acht  Jahren ,  ist  es  dem  mit  Berufsarbeit  überhäuften 
Verfasser    gelungen,    den    ersten  Halbband    des    zweiten    T heiles    heraus- 
zugeben j  dem  hoffentlich  in  kürzerer  Zeit  die  zweite  Hälfte  folgen  wird.  — 
Als  Einleitung  für  das  Höhenmessen  oder  Nivelliren  werden  die  Nivellir- 
methoden    mitgetheilt,    die    zu  einer  geschichtlichen  Betrachtung  und  Be- 
sprechung der  ersten  Instrumente  die  Veranlassung  geben.     Nachdem  die     j 
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beiden  Grundformen  des  Nivellirinstrnmentes  and  deren  Prtlfang  erlftatert 
nnd  ihr  Werth  gegenseitig  abgewogen  worden  ist,  wird  zn  den  Hanpt- 
anfgaben  des  Einwftgens  Obergegangen.  —  Der  zweite  Abschnitt  betrachtet 
das  Einwägen  mit  HilfsYorrichtungen,  deren  verschiedene  Typen  zun&chst 
beschrieben  werden.  Dem  Einwogen  mit  Distanzmessang  sind  zwei  be- 
sondere Kapitel  gewidmet.  Der  dritte  and  letzte  Abschnitt  nmfasst  die 
Feinnivellements  und  deren  Ausgleichung,  wobei  die  einzelnen  Aufgaben 
durch  geeignete  Zahlenbeispiele  näher  durchgeführt  werden.  Die  kritische 
Betrachtung,  insbesondere  der  Instrumente,  ist  für  den  jungen  Geometer  Yon 
grossem  Werth;  denn  was  nützen  die  fleissigsten  Beobachtungen ,  wenn  der 
Betreffende  über  die  Fehler  und  Eigenthümlichkeiten  seines  Instrumentes 
nicht  Yöllig  im  Klaren  ist  und  sie  deshalb  nicht  in  Rechnung  zieht.  Der 
Geometer  muss  Herr  der  Situation  sein,  nur  darin  kann  er  sich  auch  yon 
dem  besten  Messgehilfen  unterscheiden.  B.  Nbbbl. 


Die  Arbeit  der  Muskeln  nnd  die  lebendige  Kraft  des  menschliohen 
Körpers.  Habilitationsschrift.  Von  Otto  Fisghbb.  Leipzig  1893. 
Breitkopf  und  Härtel.  83  S. 
Die  geschichtliche  Einleitung  lässt  erkennen,  dass  eine  Reihe  Yon  Vor- 
arbeiten wohl  durchgeführt  sind,  dass  aber  die  Thätigkeit  der  Muskeln  im 
Zusammenhang  noch  keine  Lösung  gefunden  hat.  Die  mühevoll  anzu- 
stellenden experimentellen  Arbeiten  reichen  nicht  aus,  den  Bewegungs- 
zustand eines  KOrpers  völlig  zu  ergründen ,  um  ihn  in  seinem  mathematischen 
Gewand  als  kinetische  Energie  oder  lebendige  Kraft  festzuhalten.  Der 
Grund  liegt  in  der  Complicirtheit  des  Systems.  Im  Vorliegenden  wird 
daher  der  Versuch  gemacht,  den  Ausdruck  für  die  lebendige  Kraft  eines 
für  die  Mechanik  so  sehr  verwickelten  Massensjstems  ausfindig  zn  machen; 
und  zwar  wird  zunächst  von  einem  besonders  einfachen  Körpers jstem  aus- 
gegangen ,  um  die  Methode  aufzusuchen ,  mittelst  deren  man  zunächst  mög- 
lichst einfach  den  Ausdruck  für  die  lebendige  Kraft  erhält  und  sodann  die 
Beziehungen  zwischen  den  Aenderungen  derselben  und  den  Elementar- 
arbeiten der  wirksamen  Kräfte  feststellen  kann.  Da  dieser  besondere  Fall 
80  gewählt  ist,  dass  er  Aehnlichkeit  mit  dem  beim  Gehen  und  Laufen  der 
Menschen  hat,  so  wird  dadurch  der  Üebergang  zu  diesen  Bewegungen 
selbst,  sowie  zu  dem  allgemeinsten  Fall  der  Bewegung  des  menschlichen 
Körpers  wesentlich  erleichtert.  Ausgegangen  wird  von  einem  System  von 
drei  Körpern,  die  wie  eine  Kette  hinter  einander  durch  Gelenke  verbunden 
sind.  —  Die  Untersuchung  liefert  eine  Reihe  von  Sätzen  nnd  schliesslich 
mehrere  mathematische  Formeln  für  specielle  Fälle,  deren  Wiedergabe  hier  zu 
weit  führen  würde.  Mit  diesem  System  dreier  durch  Gelenke  mit  einander 
verbundener  Körper  schliesst  die  vorliegende  Abhandlung^  die  ergänzt 
werden  soll  durch  eine  weitere,   zur  Zeit  schon  fertige,  ^eh  auf  die  Ab* 
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leitung  der  Resoltate  des  Allgemeinsten  Bewegnngsfalles  besiehende  Veröffent- 
lichung. Somit  ist  der  ktthne  Anfang  gemacht,  in  ein  bisher  als  unüber- 
windlich bezeichnetes  Gebiet  einzudringen.  Wie  weit  dasselbe  aufgehellt,  und 
ob  jemals  das  Ziel  erreicht  wird,  muss  die  Zukunft  lehren,     ß.  Nbbbl. 


Formeln    und  Hilfstafeln    für    geographische   Ortsbestimmungen.    Von 
Th.    Albrsoht.      Dritte     umgearbeitete    und    vermehrte    Auflage. 
Leipzig  1894.  Verlag  von  Wilhelm  Engelmann.  344  S.   Preis  17  Mk. 
Gegenüber  der  zweiten  Auflage  weist  die  vorliegende  dritte   Auflage 
nicht  nar  eine  Umarbeitung,  sondern  auch  eine  ganz  bedeutende  Vermehrung 
auf,  die  über  100  Seiten  betrSgt.    Der  Verfasser  war  dabei  bestrebt,  den 
Stationen  erster  Ordnung  ein  Hilfs-  und  Handbuch  für  astronomisch -geo- 
graphische Stationsbeobachtnngen  zu  liefern,  welches  allen  daselbst  in  Frage 
kommenden  Beobachtungen  sammt  den  dazu  gehörenden  Rechnungen  gerecht 
zu  werden  vermag.    Es  dürfte  überflüssig  sein,   das  neu  Hinzugekommene 
besonders  zu  erwähnen,    da  es  dem  Fachmanne  sofort  aus  dem  Inhalts- 
verseichniss   entgegentritt.     Dieser  allein   versteht,    derartige  Werke   voll 
und  ganz  zu  schätzen,  zumal  wenn  sie  in  übersichtlicher  Weise  aasgeführt 
sind,  wie  dies  im  vorliegenden  Fall  zutrifft  B.  Nbbel. 

Lehrbueh  der  geometrischen  Optik.  Von  B.  S.  Heath.  Deutsche  antorisirte 
und  revidirte  Ausgabe  von  B.  Kanthaok.  Mit  155  in  den  Text  ge- 
druckten Figuren.  Berlin  1894.  Verlag  von  Julius  Springer.  386  S. 
Preis  10  Mk. 
Der  Verfasser  war  bestrebt,  die  Fortschritte  auf  dem  Gebiet  der  geo- 
metrischen Optik,  die  wesentlich  Gauss,  Listing,  Maxwell,  Helm- 
hol tz  und  Abbe  zu  verdanken  sind,  einheitlich  zusammenzufassen,  um 
sie  schon  dem  Studirenden  in  seinem  ersten  Semester  zugänglich  zu  machen. 
In  den  F&Uen,  welche  besser  mit  höherer  Mathematik  durchgeführt  werden, 
wie  z.  B.  bei  der  Gauss'schen  Theorie  der  Linsen,  ist  zuerst  ein  elementar- 
geometrischer Weg  eingeschlagen  worden ,  dem  unmittelbar  darauf  die 
eigentliche  Entwickelung  folgt.  Bei  der  üebersetzung  ins  Deutsche  wurden 
auch  Aenderungen  vorgenommen,  um  das  Verstftndniss  des  Buches  zu  er- 
leichtern. Zur  Orientirung  fOr  den  deutschen  Leser  möchte  ich  in  dem 
Titel  das  „ geometrisch^  durch  den  Zusatz  „mathematisch^  ergänzen;  denn 
wir  verstehen  unter  geometrischer  Optik  schlechtweg  die  Construction  der 
Haupt-  und  Brennpunkte  von  Linsensjrstemen  auf  zeichnerische  Weise  ohne 
Mathematik.  Es  ist  erfreulich,  dass  wir  Deutsche  in  der  neueren  Zeit  auch 
in  der  Optik  Werke  für  den  Unterricht  bekommen,  die  sich  ergänzen,  wie 
wir  dies  in  der  Elektricitätslehre  reichlich  zur  Verfügung  haben.  Das 
Buch  kann  den  Studirenden  bestens  empfohlen  werden.  b.  Nei 
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Heber  den  Einfluss  des  elektrostatischen  Feldes  auf  das  optisehe  Ver- 
halten piezoelektrischer  Ery  stalle.  Vou  F.  Pockels.  Mit  14  Figuren 
im  Text.    Eine  von  der  königl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu 
OOttingen  mit  dem  vollen  Preise  gekrönte  Arbeit.    Göttingen  1894. 
Dieterich'sche  Verlagsbuchhandlung.    204  S.  —   Sonderabdruck  aus 
dem  39.  Bande  (mathematisch -physikalische  Klasse)  der  Abhandlungen 
der  königl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Göttingen. 
Die  Versuche    von  Röntgen    und  Kundt   über  die  Aenderung  der 
Doppelbrechung   des    Quarzes    durch   dielektrische    Polarisation    in    einem 
elektrischen  Felde,    dessen  Kraftlinien    senkrecht   zur  krjstallograpbischen 
Hauptachse  verlaufen ^   legten  die  Frage  nahe,  ob  die  elektrooptiscben  Er- 
scheinungen   in    piezoelektrischen  Krjstallen  nur  die  Folge    der  im  elek- 
trischen Felde  eintretenden  Deformation  sind,    oder  ob  auch  eine  directe 
Einwirkung  der  elektrostatischen  Kräfte  auf  die  Lichtbewegnng  dabei  statt- 
findet.    Die    auf  Grund  von  quantitativen  Messungen   an  Natriumchlorat, 
Quarz,    Turmalin    und    Seignettesalz    gefundenen    Resultate    in    der   vor- 
liegenden Arbeit  bejahen  die  letztere  der  beiden  Fragen,  so  dass  also  die 
elektrostatischen  Kräfte  einen  directen  Einfluss  auf  die  Lichtbewegnng  in 
piezoelektrischen  Krystallen  ausüben.    Die  Versuche  wurden  noch  auf  eine 
Reihe  weiterer  Krystalle  ausgedehnt^   die  aber  zu  keinem  positiven  Ergeb- 
niss  geführt  haben,  theils,  weil  sie  zu  klein  hinsichtlich  ihrer  Dimensionen 
waren,  theils,   weil  die  starke  anormale  Doppelbrechung  die  Spuren  einer 
elektrooptiscben  Wirkung    verdeckte.     Bezüglich  der  angewandten  ünter- 
suchungsmethode  und   der  weiteren  Einzelheiten  sei  auf  das  Original  ver- 
wiesen.    B.  Nbbel. 

Einführung   in  die  MaxwelFsche  Theorie  der  Elektrioität.    Mit  einem 
einleitenden  Abschnitte  über  das  Rechnen  mit  Vectorgrössen  in  der 
Physik.    Von  A.  Föppl.    Mit  Figuren  im  Text.    Leipzig  1894.  Ver- 
lag von  B.  G.  Teubner.    413  S.    Preis  10  Mk. 
Je  mehr  sich  die  MaxwelTsche  Theorie  verbreitet  und  je  mehr  sie 
sich  auch  in  Deutschland  Eingang  verschafft,   um  so   mehr  tritt  das  Be- 
dürfniss  auf,  den  Inhalt  der  Werke  Maxwell's,  welche  für  den  die  Materie 
noch    nicht  beherrschenden   Anfänger  mit  grosser   Schwierigkeit   zu  lesen 
sind,  in   eine  solche  Form  zu  bringen,  wie  sie  für  den  Studirenden  von 
Nutzen  ist.     Boltzmann    suchte  dies    Ziel  zu  erreichen ^    indem  er  sein 
Hauptaugenmerk  auf   die  Ableitung  der  Gleichungssysteme  des  Feldes  ans 
der  Theorie  der  Cjkeln  richtete.     Diesen  Weg  hält  der  Verfasser  indessen 
für  nicht  so  bequem,   er  vermeidet  die  mechanischen  Analogien  und  sieht 
von   der  Heranziehung  der  Energiebeziehungen  zur  Ableitung  der  Grund- 
gesetze ganz  ab,  vielmehr  stützt  er  sich  unmittelbar  nur  auf  die  Erfahrungs- 
thatsachen  und  führt  den  Nachweis  über  die  Erfüllung  des  Energieprincips 
erst  am  Schlnss.    Da  nur  die  Anfangsgründe  der  Differential-  und  Integral- 
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rechnnng  voraosgesetst  werden ,  so  mnste  in  dem  ersten  Abschnitt  gleich- 
sam als  Einleitung  die  Algebra  und  Analysis  der  Vectoren  vorangestellt 
werden,  da  der  Vectorencalcul  in  Deutschland  bei  Weitem  nicht  so  ver- 
breitet ist,  wie  in  England.  Der  Verfasser  hat  glücklicher  Weise  auf  die 
Häufung  von  Formeln  verzichtet  und  daher  mehr  Text  verwendet,  was  nm 
so  zweckmässiger  ist,  da  die  Vectoren -Qleichungen  in  ihrer  einfachen 
Gliederung  gleichsam  die  Rolle  der  Stenographie  vertreten.  —  Je  rascher 
die  Stndirenden  mit  der  Maxwell'schen  Theorie  vertraut  gemacht  werden, 
um  so  schneller  lernen  sie  diesen  Stoff  beherrschen,  der  zur  Zeit  in  der 
Physik  von  der  grOssten  Bedeutung  ist.  —  Das  Buch  sei  daher  Allen, 
die  sich  mit  der  Elektricitätslehre  und  den  jetzigen  Anschauungen  hierüber  be- 
schäftigen, empfohlen.  B.  Nbbbl. 

Handbuch  der  Vermessungskunde.  Von  Dr.  W.  Jordan.  Zweiter  Band. 
Feld-  und  Landmessung.  Vierte  verbesserte  und  erweiterte  Auflage 
in  zwei  Lieferungen.  Stuttgart  1893.  J.  B.  Metzler'scher  Verlag. 
754  S.  nebst  einem  Anhang  von  55  S. 
Aus  Oründen  des  Vertriebes  wurde  der  zweite  Band  vor  dem  ersten 
in  neuer  Auflage  der  Oeffentlichkeit  übergeben,  welch'  letzterer  in  Bälde 
folgen  soll.  Unter  solchen  Umständen  schien  es  angezeigt,  die  einzelnen 
Bände  möglichst  unabhängig  zu  gestalten,  daher  wurde  dem  vorliegenden 
Band  ein  Kapitel  über  die  Grundzüge  der  Ausgleichungsrechnung  voraus- 
geschickt;  so  dass  den  gewöhnlichen  Bedürfnissen^  wie  sie  bei  der  ein- 
fachsten Feld-  und  Landmessung  vorkommen,  Rechnung  getritgen  wird. 
Im  Uebrigen  muss  der  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  gewidmete  erste 
Band  zu  Bathe  gezogen  werden.  Die  Aufnahme  selbst  neuer  Abschnitte,  wie 
diejenigen  über  Stadt -Triangulirung,  Eisenbahnvorarbeiten,  Photogrammetrie, 
Topographie,  nebst  sonstigen  Erweiterungen ,  konnte  bei  wesentlicher  Inne- 
haltung des  gegebenen  Raumes  nur  durch  Kürzungen  in  früheren  Abschnitten 
erreicht  werden.  Diese  Auflage  zeigt  wiederum ,  wie  sehr  der  Verfasser  bestrebt 
ist,  sein  Buch  stets  auf  der  den  Zeitverhältnissen  entsprechenden  HOhe  zu 
halten,  weshalb  es  auch  auf  diesem  Gebiet  zu  den  ersten  Werken  in  Deutsch- 
land gezählt  wird  und  sowohl  der  stndirenden  Jugend,  als  auch  den  Fachleuten 
aafs  Beste  zu  empfehlen  ist B,  Nebel. 

Vorlesungen  über  mathematische  Physik.     Gehalten  an  der  Universität 
Königsberg.  Von  Franz  Nbumann.   Siebentes  Heft.  Vorlesungen  über 
die  Theorie  der  Capillarität.    Herausgegeben  von  A.  Wangbrim.    Mit 
Figuren  im  Text.   Leipzig  1894.   Verlag  von  B.  G.  Teubner.  234  S. 
Preis  8  Mk. 
Erst  vor  Kurzem  hat  der  geistvolle  Physiker  Franz  Neumann,  der 
ein    Mittelpunkt  für  mathematische  Physiker  gewesen  ist,  die  Augen  ge- 
schlossen.    Seine  berühmten  Vorlesungen  wurden  aber  noch  zu  seinen^eb 
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Zeiten  von  seinen  Schülern  in  zwanglosen  Heften  heransgegeben,  die  überall 
freudigst  aufgenommen  wurden.  —  Das  vorliegende  Heft  erhielt  seine 
Grundlage  durch  eine  Vorlesung  im  Sommer  1864,  die  durch  solche  aus 
der  Zeit  von  1857 — 1873  ergänzt  wurde.  Neu  mann  giebt  in  diesen  Vor- 
lesungen nicht  nur  die  Theorien  der  Capillarität  von  Laplace  und  Gauss 
wieder,  sondern  er  theilt  darin  auch  seine  Arbeiten  auf  diesem  Gebiet  mit, 
namentlich  die  Anwendung  der  Theorie  auf  specielle  Fälle.  Während  der 
Herausgeber  sich  in  Bezug  auf  den  Stoff  streng  an  das  von  Neu  mann 
Gegebene  hält,  so  glaubte  er  hinsichtlich  der  Darstellung  in  einem  Punkte^ 
nämlich  bei  der  Ableitung  der  Variation  einer  Fläche,  abweichen  zu  müssen, 
um  durch  die  Betrachtung  der  Laplace 'sehen  Sätze  in  voller  Allgemeinheit 
von  der  gesonderten  Behandlung  verschiedener  Fälle  absehen  zu  kOnnen.  — 
Ein  schöneres  Denkmal  als  durch  die  Herausgabe  dieser  Hefte  hätten  die 
Schüler  ihrem  unvergesslichen  Lehrer  nicht  setzen  können,  wodurch  diese 
höchst  erspriesslichen  Vorlesungen  auch  Solchen  zugänglich  werden,  die 
nicht  den  Genuss  hatten,  dem  Meister  zu  Füssen  zu  sitzen,      b.  Nebel. 


Vorlesungen  über  mathematische  Physik.  Von  Gustav  Kirchhoff.  Vierter 
und  letzter  Band.   Theorie  der  Wärme.    Herausgegeben  von  Professor 
Dr.  Max  Planck.    Mit  17  Figuren  im  Text.    Leipzig  1894.    Verlag 
von  B.  G.  Teubner.    210  S. 
Die  Herausgabe  dieses  vierten  und  letzten  Bandes  ist  genau  nach  den- 
selben Grundsätzen,   wie  bei  dem  vorhergehenden  erfolgt.     Benutzt  wurde 
das  von  Kirchhoff  selbst  verfasste  und  wiederholt  umgearbeitete  Manuscript, 
das  er  seinen  Vorlesungen  von  1876  bis  1884  zu  Grunde  gelegt  hat    Der 
Herausgeber   sah   daher  seine  Aufgabe  darin,   die  in  Folge  der  häufigen 
Aenderungen  verursachte  Störung  der  Einheitlichkeit  zu  beseitigen ,  für  die 
äussere  Form,  insbesondere  bezüglich  der  Bezeichnung,  Sorge  zu  tragen  und 
unbedeutende  Lücken  auf  Grund  von  Zuhörerheften  auszufüllen.    Hier  nnd 
da  sah  sich  der  Herausgeber  veranlasst,   die  gedrängte  Darstellungsweise 
durch  beigefügte  Anmerkungen  dem  Bedürfniss  des  Lesers  mehr  anzupassen. 
—  Mit  diesem  Band  hat  ein  Werk  seinen  Abschluss  erreicht ,  das  ftlr  das 
Studium  der  theoretischen  Physik  von  hohem  Werthe  ist.  ß.  Nbbel. 


Die  Terrainlehre,  Terraindarstellnng  und  das  milit&risohe  Aufnehmen. 
Mit  Berücksichtigung  der  neuesten  Bestimmungen  der  königl.  preuss- 
ischen  Landesaufnahme  bearbeitet  von  Kosbmamn.  Mit  mehr  als 
100  Figuren  in  Holzstich.  Sechste  Auflage.  Potsdam  1891.  August 
Stein.  280  S.  Preis  4  Mk. 
Die  Neuauflage  des  in  erster  Linie  für  militärische  Zwecke  geschrie- 
benen Buches  ist  einer  einheitlichereu  Bearbeitung  unterzogen  wordcm.   Die 
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drei  Theile,  in  welche  das  Bnch  zerflKllt,  nftmlich  Terrainlehre,  das  mili- 
tftrische  Planzeicbnen  and  das.  militörische  Aufnehmen,  sind  äasserlich  mit 
einer  durchgehenden  Paragrapheneintheilung  versehen  worden«  Dabei  er- 
gab sich  die  Streichung  von  Wiederholungen,  die  nach  dem  ursprünglichen 
Charakter  des  Buches  nicht  leicht  xu  umgehen  waren.  Einiges  mosste  auch 
ausgeschieden  werden,  in  Folge  der  Herausgabe  der  fünften  Auflage  der 
Musterblätter  für  die  topographischen  Arbeiten  der  kOnigl.  preussischen 
Landesaufnahme  vom  Jahre  1885.  Sowohl  die  Bestimmungen  der  neuen 
Felddienstordnung,  als  auch  die  Verbesserungen  der  Aufnahme- Instrumente 
gaben  zu  weiteren)  hier  nicht  näher  zu  berührenden  Veränderungen  Anlass. 

B.  Nbbbl. 

Praktische  Anleitung  zur  Ansffthnmg  thennoohemisoher  Messungen.  Von 
M.  Bbbthelot.  Autorisirte  üebersetzung  von  Prof.  G.  Siebebt. 
Leipzig  18i^3.  Verlag  von  Johann  Ambrosius  Barth  (Arthur  Meiner), 
ms.    Preis  2  Mk. 

Die  Fortschritte  auf  dem  Oebiete  der  physikalischen  Chemie  waren  in 
den  letzten  Jahren  von  solcher  Bedeutung,  dass  die  Erfolge  sowohl  für 
die  Physik,  als  auch  für  die  Chemie  fruchtbringend  wirken.  Die  An- 
erkennung hierfür  gab  sich  äusserlich  durch  die  Errichtung  einer  Reihe  von 
Lehrstühlen  für  physikalische  Chemie  an  den  Universitäten  zu  erkennen. 
Das  Gesetz  von  der  Erhaltung  der  Energie,  welches  bei  dem  Unterricht 
in  der  Physik  schon  seit  Jahren  das  Fundament  bildet,  ist  wegen  seiner 
Wichtigkeit  bei  dem  Chemie  «Unterricht  bisher  stiefmütterlich  behandelt 
worden.  In  der  Thermochemie,  welche  zur  Zeit  den  meisten  Stoff  für  die 
Vorlesungen  in  physikalischer  Chemie  liefert,  bricht  sich  dieses  Fundamental- 
gesetz Bahn,  um  in  Bälde  auch  das  ganze  Gebiet  der  Chemie  zu  gewinnen. 
Bis  vor  Kurzem  wurde  nur  von  Wenigen  die  Thermochemie  durch  umfang- 
reichere Arbeiten  gefördert  Zu  den  bedeutendsten  gehört  der  Verfasser, 
der  nach  zahlreichen,  schon  veröffentlichten  Arbeiten  nunmehr  auch  die 
von  ihm  benützten  Messinstrumente  und  Messmethoden  in  einem  besonderen 
Bändchen  vereinigt,  damit  auch  Anderen  von  der  langjährigen  Erfahrung 
eine  erprobte  praktische  Unterweisung  zu  Theil  wird.  Der  erste  und  zwar 
kürzeste  Theil  enthält  die  allgemeinen  Principien,  in  dem  zweiten  werden 
die  thermochemischen  Apparate,  deren  Behandlung  und  Verwendbarkeit 
beschrieben ,  während  der  letzte  und  überwiegend  grösste  Theil  den  thermo- 
chemischen Operationen  gewidmet  ist. 

Eine  Reihe  von  Abbildungen  geben  Aufschluss  über  den  Aufbau  der 
Apparate,  die  sich  meistens  mit  sehr  einfachen  Mitteln  zusammenstellen 
lassen.  Das  Büchlein  dürfte  ein  treuer  Berather  bei  der  Thätigkeit  im 
Laboratorium  sein,  wozu  auch  die  äussere  Anordnung  des  Stoffes  wesent- 
lich beitragt.  B.  Nebbl. 

Hlit-Ut.  Abth-d-ZolUchr.  f.  Math.u.  Phyt.  41.  Jahrg.  1896.  ».Heft  Digitizgd  by  VjOOglC 


74  Historisch -literarische  Abtheilung. 

08twald*8  Klassiker  der  ezaoten  DVissensohaften.    Nr.  52.    Abhandlang 
über   die   Kräfte   der   £lektricit&t    bei   der   Mnskelbewegung.     Von 
Aloisius  Galvani  (1791).    Herausgegeben  von  A.  J.  ton  Ottinobh. 
Mit  21  Figuren  auf  vier  Tafeln.   Leipzig  1894.   Verli^  von  Wilhelm 
Engelmann.    76  8.    Preis  l,4ü  Mk. 
Ostwald's  Klassiker  der  ezaoten  Wissenschaften.   Nr.  53.    Die  Intensität 
der  erdmagnetiseben  Kraft  auf  absolutes  Maass  zurückgeführt«    Von 
Carl  Friedrich  Gauss  (1832).    In  der  Sitzung  der  königl.  Gesell- 
schaft der  Wissenschaften  zu  Göttingen  am  15.  December  1832  vor- 
gelesen.   Herausgegeben  von  E.  Dorn.    Leipzig  1894.    Verlag  von 
Wilhem  Engelmann.    62  8.    Preis  1  Mk. 
Die    beiden  Bändchen    sind    entsprechend    den    früheren    nach   Form 
und  Inhalt.     Zunächst  werden  die  betreffenden  Abhandlungen  in  deutscher 
Sprache   wiedergegeben,    worauf  am   Schluss  die  Herausgeber  unter  n^^* 
merkungen ^   theils    geschichtliche,   theils    sonstige    den    Stoff    betreffende 
Erläuterungen  beifügen.  —  Nach  welchen  Gesichtspunkten  erfolgt  die  Heraus- 
gabe der  einzelnen  Aufsätze?    Eine  geschichtliche  Reihenfolge  ist  nicht  zu 
erkennen ;  eine  Zusammenstellang  der  epochemachendsten  Arbeiten  der  ein- 
zelnen Klassiker  findet  auch  nicht  statt;  denn  die  Namen  Gauss»  F.  Nen- 
mann,    Galileo   Galilei  treten  zum  Beispiel  an  verschiedenen  Stellen 
auf.    Es  kann  doch  unmöglich  der  wissenschaftliche  Werth  der  einzelnen 
Arbeiten  massgebend   sein ;   denn  darüber  würden  die  Ansichten  jeder  Zeit 
auseinander  gehen.    Uns  fehlt  eine  äussere  Ordnung,   zumal  in  einer  Zeit^ 
in  welcher  sich  die  Literatur  so  rasch  häuft.     Je  grösser  die  Menge  ist, 
um  so  peinlicher  muss  für  eine  klare  üebersicht  gesorgt  sein,  sonst  leidet 
der  Nutzen    darunter;    denn    zum  Suchen    mangelt   die  Buhe    in    unserer 
schnelllebigen  und  anspruchsvollen  Zeit.  B.  Nebel. 


Theorie  des  Fernrohrs  auf  Grund  der  Beugung  des  Lichts.    Von  Karl 
Strehl.    I.  Theil.    Mit    einer   Tafel.     Leipzig  1894.     Verlag   von 
Johann  Ambrosius  Barth  (Arthur  Meiner).    135  S.    Preis  4  Mk. 
Nachdem   Abbe  durch   die   Theorie    des   Mikroskops  auf  Grund  der 
Beugung  des  Lichts  einen  neuen  Impuls  auf  dem  Gebiete  der  Optik  gegeben 
und  daher  bahnbrechend  gewirkt  hat,  giebt  sich  eine  grössere  wissenschaft- 
liche Thätigkeit  in  der  Lehre  vom  Licht  zu  erkennen,   welches  durch  den 
ungeheuren  Aufschwung  der  Elektricitätslehre  eine   Zeit  lang  etwas    hint- 
angesetzt  war.    Ein  Analogen  zu  Abbe*s  Theorie   des    Mikroskops   bildet 
des  Verfassers  Theorie  des  Fernrohrs  auf  Grund   der  Beugung  des  Lichts, 
welche   für   die  Construction  und  insbesondere   für  die    Beobachtung   von 
grosser  Wichtigkeit  ist.    Bisher  fehlte  es  an  einem  derartigen  geschlossenen 
Werke,  das  die  zerstreuten  Abhandlungen  zusammenfasst  und  sie  in  solcher 
Weise  wiedergiebt,  dass  den  mathematischen   Anforderungen  vollkommen 
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Grenüge  geleistet  wird.  Der  erste  Tbeil  umfasst  daher  die  eigentliche,  auf 
mathematischen  Entwickelangen  fassende  Theorie,  während  der  zweite  mehr 
der  Praxis  gewidmet  ist  nnd  sich  daher  mit  den  eigentlichen  astronomischen 
Beobachtungen  und  den  hierzu  nOthigen  Tabellen  und  Formeln  zu  be- 
schäftigen hat.  Der  Verfasser  hat  aber  nicht  allein  kritisch  gesammelt;  son- 
dern auch  productiy  gewirkt,  namentlich  weist  er  auf  die  Fruchtbarkeit  der 
Beseel  'sehen  Functionen  hin,  worin  sich  sein  Verkehr  mit  Prof.  vonLommel 
wiederspiegelt,  und  macht  die  Mathematiker  auf  die  Bedürfnisse  der  Physiker 
aufmerksam,  welche  sie  in  Bezug  auf  den  Ausbau  dieses  Gebietes  der 
Fonctionentheorie  haben.  —  Es  dürfte  wohl  überflüssig  sein,  darauf  hin- 
zuweisen, dass  dieses  Werk,  namentlich  nach  seiner  Vollendang,  ein 
wichtiger  Baustein  sein  wird  für  ein  Handbach  der  gesammten  Optik  auf 
Orund  der  modernen  Anschauungen.  3,  Nebel. 


Aufgaben  über  Elektricität  und  Magnetismus.    Für  Studirende  an  Mittel- 
und    Oewerbescbulen,    zum    Selbststndium    für    angehende    Elektro- 
techniker, Physiker  u.  A.     Von  Eduabd  Maiss.     Mit  58  Figuren  im 
Text.    Wien  1893.    Verlag  von  A.Pichler's  Witwe  und  Sohn.   159  8. 
Preis  2,40  Mk.  (1,20  fl.). 
Diese  Aufgabensammlung  ist  genau  den  Bedürfnissen  der  Osterreichischen 
Mittel  -  und  Oewerbescbulen  angepasst  und  eignet  sich  sehr  gut  zur  Einübung 
und  Einprägung  der  im  Unterricht  vorgetragenen  Gesetze.     Das  absolute 
Maass -System  ist  durchweg  zur  Anwendung  gelangt,   so  dass  der  Schüler 
schon  frühzeitig  mit  demselben  vertraut  gemacht  wird.    Früher  war  die 
Unterweisung  hierin  den  Hochschulen  vorbehalten ,  weil  man  es  zum  eigent- 
lichen Fachstudium  rechnete.     Die  allgemeine  Verwendung  der  Elektricität 
im  praktischen  Leben   zwingt,   dass  auch  der  Laie  wenigstens  weiss,  was 
ein  Ampere,  Volt   und   Ohm   bedeutet,    dass    es    demnach  zur  allge- 
meinen   Bildung    gehurt,    darüber    orientirt    zu    sein.     Der    Stoff  ist  in 
15  Gruppen  eingetbeilt,  so  dass  man  sehr  leicht  orientirt  ist.    Am  Schluss 
der  Aufgabensammlung  finden  sich  einige  wichtige  Tabellen,  sowie  eine 
Uebersicht  über  die  wichtigsten  elektrischen  Einheiten.    Den  zweiten  Theil 
bilden   die  Lösungen,   sowie  kurze  Andeutungen   zu  denselben,  damit  das 
Buch   auch    zum    Privatstudium    geeignet  wird.    Tüchtig  einüben  an  Bei- 
spielen  ist   die  Hauptsache,   um   sich  einen  Stoff  ganz  eigen  zu  machen. 
In  erhöhtem  Maass  gilt  dies  von  der  schnell  fortschreitenden  praktischen 
Elektricitätslehre. B,  Nebel. 

■agnetische  Beobachtungen  an  der  ITnterelbe.    Angestellt  im  Jahre  1893. 
Von  A.  ScHtJCK.    Selbstverlag  des  Verfassers.    Hamburg.    16  S. 

Nach  einer  kurzen  Einleitung  über  die  Art^  wodurch  die  vorstehenden 
Beobachtungen  ermöglicht  worden  sind,  werden  die  Hilfsmittel  und  Beobach^jTp 
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tnDgs-Instrnmente  beschrieben,  mit  welchen  die  in  Tabellen  wiedergegebenen 
Beobachtungen  ausgeführt  worden  sind.  Den  Nutzen  derselben  werden 
zunächst  die  von  und  nach  Hamburg  gehenden  Schiffe  haben;  denn  ihrer 
ist  bei  der  Auswahl  der  Punkte  in  erster  Linie  Rechnung  getragen  worden. 

B.  Nebel. 

Elementare  Bechnungen  ans  der  mathematischen  Geographie.  Fttr  Freunde 
der  Astronomie  in  ausgewählten  Kapiteln  gemeinverständlich  be- 
gründet und  vorgeführt  von  0.  Weidbfeld.  Mit  einer  Figuren- 
tafel.    Berlin  1894.     Ferd.  Dümmler's  Verlagsbuchhandlung.    64  S. 

Das  Werkchen  ist  für  Solche  bestimmt,  die  Interesse  an  der  Astronomie 
haben  und  sich  mit  der  Lösung  einfacherer  Aufgaben  beschäftigen.  Von 
mathematischen  Vorkenntnissen  wird  nur  ebene  Trigonometrie  und  die 
Eenntniss  der  Rechnung  mit  Logarithmen  verlangt  und  selbst  in  diesen 
Dingen  finden  sich  Hinweise  zur  Auffrischung  des  Gedächtnisses.  Der  Ver- 
fasser zeigt,  was  sich  unter  solchen  Umständen  erreichen  lässt,  wodurch 
das  Interesse  für  solche  Arbeiten  auch  in  weiteren  Kreisen  geweckt  werden 
soll.  B.  Nebel. 

On  the   astigmatism  of  Bowland's  concave  gratings.     Bj  J.  L.  Siokb. 
Verhandelingen   der    Koninklijke    Akademie  von  Wetenschappen  te 
Amsterdam.   (Erste  Sectie.)   Deel  II  Nr.  6  (With  one  Plate).   Amster- 
dam 1894.    Johannes  Müller.    7  S. 
Der  Verfasser   führt  den  Nachweis,   dass  der  Astigmatismus  bei  den 
Concavgittem  kein  Hinderniss  sein  kann  und  darf  für  die  sonst  so  äusserst 
werthvolle  Beobachtung  mit  solchen.  B^  Nebel. 


Das  Delisohe  Problem  von  Professor  Ambros  Sturm.  Programmbeilage 
des  Gymnasiums  in  Seitenstetten  in  Niederösterreich.  Lins  1895. 
Verlag  des  kaiserl.  königl.  Gymnasiums  Seitenstetten.  56  S. 
Referent  hat  den  Namen  des  Verfassers  zuerst  durch  Briefe  kennen 
gelernt,  in  welchen  ihm  jener  in  liebenswürdigster  Weise  Bemerkungen 
zu  den  bisher  erschienenen  Abschnitten  der  Vorlesungen  über  Geschichte 
der  Mathematik  mittheilte.  Die  meisten  Bemerkungen,  auch  wo  es  sich 
nicht  blos  um  von  uns  übersehene  Druckfehler  handelte,  waren  zutreffend 
und  werthvoll  und  werden  bei  einer  neuen  Auflage  die  verdiente  Berück* 
sichtigung  erfahren.  Mit  um  so  gespannterer  Erwartung  begrüssten  wir 
die  Programm -Abhandlung,  über  welche  wir  heute  berichten;  und  unsere 
Erwartung  wurde  voll  befriedigt.  So  breitgetreten  der  behandelte  Gegen- 
stand nachgerade  ist,  Herr  Sturm  hat  dennoch  vermocht,  Neues  zu  geben, 
und  wo  er  nur  wiederholt,  was  von  Vorgängern,  die  er  mit  pünktlichster 
Gewissenhaftigkeit  nennt,  schon  bemerkt  worden  war,  wuasle  HerriSturm 
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die  Form  so  reizvoll  zu  gestalten,  dass  wir  nicht  daran  zweifeln,  er  werde 
in  diesem  nnd  den  nächstjährigen  Programmen  leisten,  was  seine  Absicht 
ist:  Etwas  zu  schaffen,  was  auch  seine  erwachsenen  Schüler  mit  Interesse 
nnd  Nutzen  lesen  können.  Wir  wollen  einige  wenige  Einzelheiten  hervor- 
heben. Bei  Gelegenheit  der  Verse  eines  unbekannten  Dichters,  in  welchem 
Manche  Euripides  vermuthen,  durch  die  der  Aufgabe  der  Würfel  Verdoppelung 
grössere  Verbreitung  erwuchs ,  wird  (8.  7  Note  3)  darauf  aufmerksam  ge« 
macht,  dass  nur  wenige  Jahrzehnte  nach  Euripides  ein  anderer  dramatischer 
Dichter,  Aristophanes,  in  seinen  Vögeln  1005  von  einer  anderen  geo- 
metrischen Aufgabe,  der  Quadratur  des  Kreises,  redet.  Beim  Hinweise 
auf  den  Bericht  des  Valerius  Mazimus,  über  das  Delische  Problem  wird 
(S.  11  Note  3)  bemerkt,  dort  sei  irriger  Weise  erzählt,  Plato  habe  die 
Delier  an  Euklid  gewiesen,  was  nur  als  Verwechslang  mit  Eudoxus  zu 
erklären  sei.  Herr  Sturm  hätte  hinzufügen  können,  diese  Verwechslung 
selbst  sei  nur  dadurch  möglich  gewesen,  dass  Valerius  Maximus  den  Euklid 
von  Megara  für  den  Oeometer  hielt.  Eine  weitere  Verwechslung  wird 
(S.  23  Note  2)  in  dem  bekannten  Verse  des  Horaz  numeroque  carentiB 
arenae  mensorem  vermuthet,  welcher  zur  buchstäblichen  Wahrheit  wird, 
wenn  Horaz  an  Archimed  dachte,  während  er  über  Archjtas  schrieb.  Dass 
Plato  im  Timaeus  zweier  mittleren  Proportionalen  gedenkt  (S.  19  Note  3), 
indem  er  Feuer  zu  Luft,  wie  Luft  zu  Wasser ^  wie  Wasser  zu  Erde  sich 
verhalten  lässt^  war  uns  nie  aufgefallen.  Die  Worte  des  Eutokius  über 
die  Würfelverdoppelung  des  Eudoxus  waren  allgemein  so  aufgefasst 
worden,  als-  mache  Jener  Diesem  Vorwürfe.  Herr  Sturm  zeigt  (S.  33 
Note  4)  an  der  Hand  einer  wortgetreuen  Uebersetzung ,  so  weit  wir  wissen, 
zum  ersten  Male,  dass  Eutokius  vielmehr  die  als  Eudoxisch  überlieferte 
Auflösung  verwarf  und  mit  Stillschweigen  überging,  weil  sie  fehlerhaft 
war,  was  von  der  echten  Auflösung  des  Eudoxus  unmöglich  angenommen 
werden  könne.  Der  Platonischen  Würfelverdoppelung  wird  (S.  54  u.  55) 
ausführlicher  gedacht  und  dabei  die  benutzte  Vorrichtung  in  ihrer  mecha- 
nischen Entstehung  aus  zwei  getrennten  Winkelhaken  erörtert.  Herr  Sturm 
beruft  sich  in  seiner  Bescheidenheit  dafür  auf  Bretschneider ,  aber  seine 
Darstellung  ist  gerade  an  diesem  Orte  so  viel  klarer  und  durch  Unterstützung 
mittelst  einer  Figur  so  viel  deutlicher  in  die  Sinne  fallend ,  dass  er  sie  als 
Eigenthum  hätte  in  Anspruch  nehmen  dürfen.  Bis  zu  Plato  reicht  das  dies- 
jährige  Programm,  das  nächste  soll  sich  in  erster  Linie  mit  der  Würfel- 
verdoppelung der  Alexandriner  beschäftigen.  Cantob. 

Monge,  der  Begründer  der  darstellenden  Oeometrie  als  Wissenschaft.    Eine 
mathematisch  -  historische  Studie  von  Prof.  Ferdinakd  Jos.  Obbmbauch. 
Schluss.    Brunn  1895.    44  S. 
Der  zweite  Abschnitt,  welchen  wir  Band  XL  (Histor.-lit.  Abthlg  S.  106} 

angezeigt  haben,  lehrte  uns,  wie  wir  dort  sagten,  die  O^märie  dücriptm 
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kennen.  Der  dritte  Abschnitt  schildert  neben  den  spSteren  Lebensverhält- 
nissen Monge's  vornehmlich  seine  Applications  de  VAnälyse  ä  la  Giomärie^ 
das  grundlegende  Werk  für  die  analytische  Geometrie  der  Oberflttchen, 
in  welchem  jene  Lehren  wurzeln,  welche  nachmals  durch  EinfOhrung 
der  superficiellen  Coordinaten  von  Gauss  riesig  anwuchsen ,  aber  deren 
Ursprung  die  Geschichte  der  Mathematik  niemals  vergessen  darf  noch  wird. 
Fast  Alles,  was  auf  die  Krümmung  von  Oberflächen  sich  besieht,  ist  im 
Reime  bei  Monge  vorhanden,  und  viele  der  heute  noch  üblichen  Kunst* 
ausdrücke  —  in  erster  Linie  die  Erümmungscurven  —  sind  wie  das,  was 
sie  bedeuten,  von  Monge  erfunden.  Nicht  minder  gehören  Monge  die 
partiellen  Differentialgleichungen  wichtiger  Flttchenfamilien  und  deren  Inte- 
gration an,  und  auch  von  Lagrange^s  partieller  Differentialgleichung  der 
Minimalflächen  hat  er  Integrale  aufzufinden  gewusst.  Herr  Obenrauch  hat 
in  seinem  Auszuge  der  Applications  etc.  stets  auf  spätere ,  oft  auf  neueste 
Arbeiten  hingewiesen,  welche  Monge's  Untersuchungen  fortsetzen.  Er  hat 
darin  für  unseren  Geschmack  insoweit  einen  Missgriff  gemacht,  als  das 
Bild  von  Monge's  Thätigkeit  unter  diesen  Einschaltungen  leidet.  Wir 
hätten  jene  späteren  Arbeiten  lieber  in  einem  besonderen  Schlusspara- 
graphen vereinigt  gesehen,  doch  geben  wir  bereitwilligst  zu,  dass  das  eine 
Geschmackssache  ist.  Etwas  von  unserem  Gefühle  muss  indessen  auch  in 
dem  Verfasser  wach  geworden  sein,  da  er  noch  eine  besondere  Abhandlung 
über  die  wissenschaftliche  Pflege  der  darstellenden  und  der  projectiven 
Geometrie  in  Oesterreich  als  demnächst  zu  veröffentlichend  in  Aussicht  stellt. 

Cantor. 
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Ueber  die  sogenannte  Regel  Ta  Yen  in  Europa. 

Von 

Maximilian  Cübtze 

in  Thorn. 


Heate  die  Mittheiltmg,  dass  die  ta  yen  Regel  schon  Anfang  des 
13.  Jahrhunderts  bekannt  gewesen  ist.  Es  ist  Ihnen,  wie  mir,  bei  dem 
Studium  des  Über  abbaei  von  Leonardo  Pisano  vorläufig  entgangen,  dass 
dieser  schon  die  besagte  Regel  in  Anwendung  bringt.  Seite  304  der  Bon- 
compagniscben  Ausgabe  heisst  es  (Z.  6 — 29): 

De  eodem,  cum  numerus  excogitatus  non  sit  ultra  105: 

Dividat  excogitatum  numerum  per  3,  et  per  5,  et  per  7;  et  semper 
interrogai  quot  ex  unaquaque  divisione  superfuerlt  Tu  vero  ez  unaquaque 
unitate,  que  ex  divisione  ternarii  superfuerit,  retine  70;  et  pro  unaquaque 
nnitate,  que  ex  divisione  quinarii  superfuerit,  retine  21;  et  pro  unaquaque 
unitate  y  que  ex  divisione  septenarii  superfuerit,  retine  15.  Et  quotiens 
numerus  superexcreverit  tibi  ultra  105,  eicias  inde  105;  et  quod  tibi  re- 
manserit,  erit  excogitatus  numerus.  Verbi  gratia  ponatur,  quod  ex  divisione 
ternarii  remaneant  2;  pro  quibus  retineas  bis  septuaginta,  id  est  140;  de 
quibus  tolle  105,  remanent  tibi  35.  Et  ex  divisione  quinarii  remaneant  3 ; 
pro  quibus  retine  ter  21 ,  id  est  63 ,  que  adde  cum  predictis  35 ,  erunt  98. 
Et  ex  divisione  septenarii  remaneant  4;  pro  quibus  quater  15  retinebis,  id 
est  60;  que  adde  cum  98  predictis,  erunt  158;  ex  quibus  eice  105,  re- 
manebnnt  tibi  53;  que  erant  excogitatus  numerus. 

Prooedit  ex  hac  regula  pulcrior  divinatio,  videlicet  ut  si  quis  tecum 
Doverit  haue  regulam;  et  aliquis  ei  privatim  dixerit  aliquem  numerum, 
tunc  ille  tuus  consocius,  non  interrogatus ,  tacite  dividat  numerum  sibi 
dictum  per  3,  et  per  5,  et  per  7,  predicta  ratione;  et  quod  ex  qualibet 
divisione  remanserit,  per  ordinem  tibi  dicat,  et  sie  poteris  scire  numerum 
sibi  privatim  dictum. 

Aliter.    De  eodem,  cum  numerus  non  ascendet  ultra  315. 

Praecipe,  ut  numerum,  quem  in  corde  suo  posuerit,  dividat  per  5, 
et  per  7,  et  per  9  ad  modum  antecedentis  regule;  et  singulariter  interroga, 
quid  ex  unaquaque  divisione  remaneat  et  pro  unaquaque  unitate ,   que  5^q|^ 

Ui»U  -Ut  Abth.  d.  Zoitachr.  f.  Math.  u.  PhjB.  41.  Jahrg.  18ö6. 8.  Heft.  7  ^ 
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divisione  qainarii  remanserit;  retine  126;  et  pro  qnalibet  nnitate,  ex 
septenario  remaneDte,  225;  et  pro  qualibet  ex  novenario,  280;  et  semper 
cum  summa  excreverit,  ita  ut  possit  inde  extrahere  315,  eice  ea  inde 
quotiescumque  poteris;  et  quod  tibi  in  fine  remanserit,  erit  quesitos 
numerus. 

Damit  ist  also  die  Regel  ta  jen  genau  in  dem  umfange,  welchen  die 
Chinesen  kannten,  aber  ohne  Beweis,  als  Leonardo  bekannt  nachgewiesen. 
Jedenfalls  würde  bei  genauerer  Kenntniss  der  zwischen  ihm  und  Frater 
Friderions  vorhandenen  arithmetischen  Handschriften  sich  nachweisen  lassen, 
dass  diese  Kenntniss  auch  nicht  verloren  gegangen  ist,  wie  sie  ja  bei  den 
Byzantinern  des  angehenden  XV.  Jahrhunderts  bekannt  war.  Ob  Leo- 
nardo sie  den  Arabern  entlehnte,  ob  er  sie  wie  seine  übrigen  Divinationes 
Froheren,  so  z.  B.  nachweislich  Beda,  entlehnt  hat;  muss  vorläufig  dahin- 
gestellt bleiben ,  bis  auch  hier  eingehenderes  Studium  der  Handschriften  Klar- 
heit schafft.  Hätte  aber  Leonardo  sie  selbst  gefunden ,  würde  er  sicherlich 
dies  anzugeben  nicht  unterlassen  haben,  wie  so  manche  andere  Stellen  —  ich 
erinnere  nur  an  die  Cubikwurzelausziehnng  —  es  zeigen«  Er  würde  dann 
auch  seine  Begel  zu  beweisen  nicht  unterlassen  haben. 
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Vandermondes  Vornamen. 

Von 

Dr.  Heinrich  Simon 

in  Berlin. 


Vandermonde  —  geboren  zu  Paris  am  28.  Februar  1735,  gestorben 
ebenda  am  1.  Januar  1796  —  ist  nach  verschiedenen  Riebtungen  hervor- 
getreten. Er  hat  sich  nicht  nur  als  Mathematiker»  sondern  auch  als  Musik- 
theoretiker und  Technolog,  ja  sogar  in  der  Staatsverwaltung  bethfttigt. 
Er  war  Mitglied  der  Acad^mie  des  Sciences  seit  1771,  bis  sie  in  der 
Revolutionszeit  aufgelöst  wurde.  In  das  am  20.  November  1795  neu- 
begrttndete  Institut  national  wurde  er  bereits  am  13.  December  desselben 
Jahres  als  Mitglied  der  lUasse  Sciences  physiques  et  matb6matiques  hinein- 
gewfihlt.  Seit  seinem  kurz  darauf  erfolgten  Tode  sind  eben  100  Jahre 
vergangen,  und  da  ist  es  einigermassen  verwunderlich,  dass  sich  nur  mit 
Mühe  Au&chluss  über  seine  Vornamen  gewinnen  Ittsst. 

Auf  den  ersten  Blick  scheint  das  allerdings  nicht  der  Fall  zu  sein. 
Nennen  doch  die  „Abhandlungen  aus  der  reinen  Mathematik**,  die  1888 
bei  J.Springer  in  Berlin  deutsch  erschienen  sind,  als  Verfasser  |,N. '^Vander- 
monde. Schlagen  wir  aber,  um  uns  über  die  Bedeutung  dieses  „N.** 
näher  zu  unterrichten,  Poggendorff's  Biographisch -literarisches  Hand- 
wörterbuch nach,  so  finden  wir  die  Angabe,  Vandermonde  habe  Charles 
Auguste  geheissen;  und  wenden  wir  uns  zur  Aufklärung  dieses  Wider- 
spruchs an  Vandermondes  Landsmann  Marie,  so  werden  wir  belehrt,* 
dass  seine  Vornamen  Abnit-Th6ophile  lauteten. 

Dieser  Sachverhalt  reizte  zu  weiteren  Nachforschungen,  wobei  denn 
sogleich  zu  Tage  kam,  dass  Poggendorff's  Angabe  auf  einer  Ver- 
wechselung unseres  Mathematikers  mit  einem  älteren  Verwandten  gleichen 
Namens,  dem  namhaften  Mediciner  Charles  Augustin  Vandermonde 
zurückzuführen  ist,  obwohl  Poggendorff's  Quelle,  die  Biographie  uni- 
verselle (Paris,  Michaud  1811 — 1828),  den  beiden  Vandermondes  zwei 
getrennte  Artikel  widmet  und  bei  dem  Mathematiker  keinen  Vornamen 
nennt 

Das  „N.''  der  deutschen  üebersetzung  stammt  vermuthlich  aus  Hoef  er's 
Nouvelle  Biographie  g6n6rale,  T.  45  (Paris  1866),   die   »(N...)«   schreibt 


*  Histoire  des  Bciences  math.  et  phys.  T.  9.   Paris  1886. 
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und  ihrerseits  wohl  aus  einem  der  älteren  biographischen  Wörterbücher*  ge- 
schöpft hat,  wo  sich  ein  (N.)  findet.  Ich  möchte  glauben,  dass  dieses  N. 
ursprünglich  nicht  den  Anfangsbuchstaben,  sondern  überhaupt  die  Dnkenntniss 
des  Vornamens  bedeuten  sollte,  wie  man  denn  auch  in  Oettinger'a 
Moniteur  des  dates  in  unserem  Falle  und  ähnlichen  den  Vermerk  (N...N...) 
liest.  Bestärkt  werde  ich  in  dieser  Annahme  durch  den  umstand,  dass  in 
der  Biographie  nouy.  des  contemporains  das  (N.)  mehrfach  gerade  da  steht, 
wo  die  Vornamen  thatsächlich  nicht  mit  N.  beginnen,  also  dem  Verfasser 
unbekannt  waren.**  Allerdings  kommen  daneben  auch  Artikel  ganz  ohne 
Vornamen,  also  auch  ohne  jenes  (N.)  vor;  das  lässt  sich  aber  bei  einem 
derartigen  Sammelwerk  aus  einer  üngleichmässigkeit  der  Bedaction  er- 
klären. Für  meine  Auffassung  des  N.  spricht  auch,  dass  in  dem  Lexikon 
von  Chalmers***  ausdrücklich  hervorgehoben  wird,  derVomame  Vander- 
monde's  sei  nicht  zu  ermitteln  gewesen  f,  trotzdem  der  Verfasser  doch  sicher- 
lich die  französischen  Biographien,  die  dasN.  aufweisen,  zu  Bathe  gezogen  bat 
Die  von  Vandermonde  selbst  veröffentlichten  Arbeiten  tragen  vor 
seinem  Namen  nur  das  übliche  M.  =  Monsieur,  und  es  ist  schon  glück- 
lich, dass  der  üebersetzer  nicht  diesem  M.  zum  Opfer  gefallen  ist,  wie  es 
bei  französischen  Autoren  nur  zu  oft  geschieht.  Mancher  Leser  dieser  Zeit- 
schrift kennt  wahrscheinlich  die  gleichfalls  bei  Springer  in  Berlin  erschienenen 
deutschen  Ausgaben  der  Wärmetheorie  ^^on  M.  Fourier"  und  der  Theorie 
derpartiellenDifferentialgleichungen  „von  Dr. M.Paul  Mansion";  Fourier 
hiess  aber  Jean  Baptiste  Joseph,  und  auf  dem  Titel  des  anderen  Buches 
steht  im  Original  „par  M.  Paul  Mansion,  professeur*'  etc.  Besonders 
erheiternd  wirkt  dies  Versehen  bei  dem  Titel  „Bericht  des  Herrn M.V.  Cousin 
über  den  Zustand  des  öffentlichen  Unterrichts^  u.  s.  w.  (Altena  1832  bis 
1833),  wo  der  allzuhöfliche  üebersetzer  das  unerkannte  „Monsieur^  noch 
durch  ein  „Herr*  verstärkt  hat.  —  In  der  That  bedeutet  das  M.  vor  dem 
Namen  eines  lebenden  Autors  im  Französischen  fast  nie  den  Vornamen, 
während  es  andererseits  Regel  ist,  verstorbene  Schriftsteller  durch  Weg- 
lassung  des  M.  gleichsam  über  das  Bereich  irdischer  Höflichkeit  hinaus- 
zuheben. Bei  der  Seltenheit  schriftlicher  Belege  ftlr  derartige  Bräuche 
sei  noch  gestattet,  auf  eine  Stelle  hinzuweisen,  wo  sich  der  alte  Lacroix 
einmal  darüber  auslässt.  In  der  Vorrede  zur  zweiten  Auflage  des  dritten 
Bandes  seines  grossen  Trait6  du  calcul  diff^rential  et  integral  (Paris  1819) 
sagt   er:    „Le    titre    de  Monsieur   ne  se  joignant  pas  au  nom  des  savans 

*  ChaudouetDelandine,  NoaT.Dict.hist.  T.  12.  Lyon  1804.— Dictionnaire 

biogr.  et  bibliogr.,  portatif ,  des  personnages  illustres . . .  par  L.  G.  P.  Tome  8.  Paris  1815. 

—  Arnault,  Jaj,  Joaj  etc.,  Biographie  nouv.  des  contemporains.  T.  20.  Paris  1825. 

**  So  bei  Pierre  Jean  Simon  Van  Eupen,  Raimond  Verninac  de  St.  Maar, 

Pierre  Charles  Jean  Baptiste  Silvestre  Villeneuve. 

***  A. Chalmers, The  general  biograph.  dictionary.  New  ed. Vol. 80.  London  1816. 
t  „Vandermonde,  a  leamed  member  of  the French  Institute ,  whose  Christian 
name  we  have  not  been  able  to  discover.*' 
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illustres  poar  lesquels  la  po8t6rit6  a  commenc6,  j'ai  du  ne  plus  le  placer 
deyant  ceux  de  Lagrange  et  de  Monge... **  — 

Das  missYerstandene  N.  spukt  indessen  nicht  nur  in  unserer  deutschen 
Ausgabe  desVandermonde,  sondern  auch  das  in  Frankreich  sehr  ver- 
breitete Dictionnaire  uniyersel  d'histoire  et  de  g6ographie  von  M.-N.Bouillet 
hat  es  noch  in  seiner  19.  Auflage  (Paris  1863).  Von  den  späteren  Auf- 
lagen war  mir  nur  die  28.  vom  Jahre  1884  zugänglich,  und  hier  taucht 
plötzlich,  als  vierte  Version,  der  Name  Alex,  auf,  eine  Abkürzung,  die 
Alexandre  oder  auch  Alexis  bedeuten  kann. 

Das  grosse  Französische  und  Deutsche  Wörterbuch  von  Sachs-Villatte, 
das  sich  mit  Recht  encyklopädisch  nennt  und  selten  versagt,  hat  zwar 
keinen  Artikel  ,,Vandermonde*',  füllt  aber  in  seinem  Supplement  vom 
Jahre  1894  diese  Lücke  aus  und  stellt  uns  dabei  vor  eine  fünfte  Lesart  der 
Vornamen,  nämlich  Alexis-Th6ophile.  Als  wahrscheinliche  Quelle  dieser 
Angabe  bezeichnet  mir  die  Langenscheidt'sche  Verlagshandlung  den  Grand 
Dictionnaire  universel  du  19.  si^cle  von  P.  Larousse;  leider  konnte  ich 
das  Werk  nicht  einsehen. 

Die  meiste  Wahrscheinlichkeit  hat  indessen  eine  sechste  Form  für  sich, 
die  sich  in  dem  Werke  von  Alfred  Potiquet,  L'Institut  national  de 
France,  ses  diverses  organisaüons ,  ses  membres,  ses  associ6s  et  ses  corre- 
spondants  (Paris  1871)  findet.  Dies  Buch  enthält  unter  anderem  Listen  der 
Mitglieder  nach  den  Klassen  und  Sectionen  geordnet,  mit  Vornamen,  Ge- 
burts-  und  Todestag,  dem  Datum  der  Ernennung  oder  Wahl  u.  s.w.  bnd 
ist  augenscheinlich  nach  den  Acten  der  Akademie  gearbeitet  Und  hier  führt 
Vandermonde  die  Vornamen  Alexandre  Thtfophile.  Dieselben  Namen 
hat  eine  directe  Anfrage  beim  Seoretariat  des  Instituts  ergeben.* 

Ob  Herr  Marie,  der  an  Vandermonde's  Geburtsorte  lebte,  für  die 
von  ihm  angegebenen  Namen  Abnit-Th^ophile  eine  bessere  Quelle  ge- 
habt hat,  etwa  Kirchenbücher,  habe  ich  nicht  feststellen  können.  Bis  auf 
Weiteres  dürften  demnach  die  Namen  Alexandre-Th^ophile  als  die 
richtigen  anzusehen  sein,  zumal  es  mir  nicht  gelungen  ist,  einen  Namen 
Abnit  irgendwo  aufzufinden.  Denkbar  bleibt  allerdings,  Vandermonde 
habe  ursprünglich  diesen  Namen  geführt  und  ihn,  gerade  seiner  Seltsamkeit 
wegen,  später  —  etwa  beim  Eintritt  in  die  Akademie  —  durch  den  gleichfalls 
mit  A  anfangenden  Namen  Alexandre  ersetzt.  Es  wäre  erwünscht,  darüber 
endgiltig  Klarheit  zu  verschaffen,  denn  die  Angaben  des  Marie'schen  Werkes 
bürgern  sich  bereits  in  neueren  Büchern  ein.  So  in  Cajori,  A  historj  of 
mathematics,  New -York  1894  und  in  Ball,  A  short  account  of  the  historj 
of  mathematics,  London  1888,  wo  (Seite  369)  „Abnit*  Vandermonde,  zudem 
noch  mit  den  unrichtigen  Jahreszahlen  1736 — 1793,  aufgeführt  ist. 

*  Auch  Franqueville,  Le  premier  tahde  de  Tlnstitut  de  France,  T.  1 
(Paris  1896),  bestätigt  diese  Vornamen,  wie  ich  nachträglich  sehe. 
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Die  Folgelehre  oder  Fonctionenlehre.    Streng  wissenschaftlich  in  sirenger 

Formelentwicklong  von  Robert  Grassmann.     Stettin  1895. 
Formelbnoh  der  Folg^elehre  oder  Fonctionenlehre  von  Robert  Grassmann. 
Stettm  1895. 

Der  Verfasser  will  eine  die  bisherigen  Lehrbücher  übertreffende  strenge 
Darstellung  der  Functionenlehre  geben.  Seine  Reformbestrebnngen  er- 
strecken sich  sEonftchst  anf  die  gebräuchlichen  Bezeichnnngen ;  so  f&brt  er 
für  Function  das  Wort  Folge ,  für  Differenüalquotient  Diff,  für  Potenz 
Hübe,  für  Integriren  Integem,  für  Prodnct  Zeng,  für  nFacol&t  n Tausche 
nnd  noch  eine  Menge  derartiger  Neuerungen  ein,  die  wir  hier  nicht  alle 
anfz&hlen  können.  Ausserdem  befürchtet  er  Gefahren  für  die  Richtigkeit 
der  Schlüsse  aus  den  jetzigen  mathematischen  Bezeichnungen,  deshalb 
muss  der  Unterschied  zwischen  eindeutigen  und  mehrdeutigen  Functionen 
deutlicher  hervorgehoben  werden,  indem  nur  die  ersteren  den  Namen 
Functionen  oder  Folgen,  die  letzteren  Functional  oder  Gefolge  erhalten. 

Den  Ausgangspunkt  seiner  Darlegungen  bilden  die  Betrachtnngen 
über  die  Stetigkeit,  und  er  will  diesen  Begriff  nicht  aus  geometrischen 
Betrachtungen,  sondern  aas  zahlentheoretischen  Erwfigungen  ableiten,  da 
die  Functionentheorie  ein  höherer  Zweig  der  Analjsis  ist  Eine  solche 
stetige  Zahlenreihe  bilden  die  unendlichen  Decimalbrüche. 

Für  eine  Functionentheorie  ist  vor  allem  die  grundlegende  ErklSrong 
des  Functionsbegriffs  massgebend ,  und  diese  wird  in  folgender  Weise  ge- 
geben: „Die  Folge  oder  Function  von  x  heisst  eine  einwerthige  Formel  von  r, 
welche  durch  Enüpfungen  der  Rechenlehre  entstanden  ist  und  in  welcher 
die  Folge  ihre  Werthe  ändert,  weim  x  sie  ändert^  Der  Betrachtung 
dieser  einwerthigen  Functionen  wird  nun  der  Satz  zu  Grunde  gelegt: 
„Jede  reelle  Function  von  o;,  welche  in  den  Grenzen  des  x  von  a  his  h 
stets  wächst,  bez.  stets  abnimmt,  wenn  die  Grösse  x  wächst,  ist,  sofern  x 
stetig  wächst,  auch  eine  stetig  wachsende  bez.  eine  stetig  abnehmende 
Grösse.^'  Die  Entwicklung  der  Functionenlehre  geschieht  mit  Hilfe  der  Potenz- 
oder  Höhenreihe,  bei  welcher  sich  der  Verfasser  hauptsächlich  auf  den  Satz 

stützt:   „Die  steigende  Höhenreihe  «o+^i^  +  ^^H "" ^^ *"  ^^  ^^^ 

echt,  wenn  x^  kleiner  als  Eins,  und  zugleich  keine  der  Vorzählen  unendlich 
ist."     In   erster  Linie  ist  hier  aber  der  Beweis  für  die  Entwickelbarkeit 
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einer  Function  in  einer  Reihe  nothwendig,  nnd  dieser  ist  nicht  sehr  streng 
geführt.  Der  Verfasser  spricht  den  Satz  in  folgender  Weise  aus:  „Jede 
stetige  reell?  Function  von  x  kann,  sofern  x^<.l  ist,  einer  steigenden 
HShenreihe  yon  x  gleichgesetzt  werden  nnd  diese  ist,  sofern  in  ihr  nicht 
eine  der  Vorzählen  unendlich  wird,  eine  echte  Beihe/^  Zur  Begründung 
desselben  wird  einfach  angeführt,  da  die  Beihe  unendlich  viele  Vorzahlen 
hat,  kann  man  die  Vorzahlen  so  bestimmen,  dass  die  Beihe  für  jeden  be- 
stimmten Werth  von  x  auch  dem  entsprechenden  Werthe  der  einwerthigen 
Formel  von  x  gleich  ist  Ob  und  wie  das  hierbei  entstehende  System 
von  unendlich  vielen  Gleichungen  aufgelöst  werden  kann,  darüber  verlautet 
weiter  kein  Wort.  Auf  dieser  Beihenentwicklung  ruht  nun  auch  die  Er- 
klärung  der   Differentialquoiienten.     Eine  Function  von  x  +  y  wird  nach 

Potenzen  von  y  entwickelt,  und  der  Coef&cient  von  —  gleich  der  a^'^  Ab- 
leitung von  fx  gesetzt.  Wenn  der  Verfasser  diese  Entwicklung  als  strenger 
und  einfacher  als  diejenigen  aller  anderen  Mathematiker  bezeichnet,  so  ist 
das  schon  deshalb  nicht  richtig,  weil  die  Entwicklung  auf  den  oben  an- 
geführten Satz  über  die  Darstellung  einer  Function  in  einer  Beihe  beruht. 

Auch  bei  der  Integralrechnung  glaubt  der  Verfasser  neue  Wege  ein- 
schlagen zu  müssen.  Er  macht  hier  einen  unterschied  zwischen  Integre 
und  Integral.  Die  Integre  geht  dadurch  aus  dem  Integral  hervor,  dass 
die  willkürlichen  Constanten  gleich  Null  gesetzt  werden;  da  die  Mathe- 
matiker dieses  allein  wissenschaftliche  Verfahren  nicht  kannten,  so  war  es 
nach  der  Meinung  des  Verfassers  nicht  möglich,  höhere  Integrale  zu  be- 
handeln. Es  scheint  ihm  also  nicht  bekannt  zu  sein,  dass  man  ein  wissen- 
schaftlich viel  brauchbareres  Verfahren  besitzt,  welches  man  auch  immer 
bei  der  Behandlung  von  Differentialgleichungen  anwendet,  indem  man 
einem  bestimmten  Werth  der  Unabhängigen  bestimmte  Werthe  der  Inte- 
grale zuordnet. 

Aus  dem  hier  Angeführten  kann  der  Leser  wohl  zur  Genüge  ersehen, 
ob  das  Werk  das,  was  es  verspricht,  wirklich  hält.  Max  Meyer. 


Einleitung   in  die   Theorie   der  Oammafnnction  und  der  Euler*schen 

Integrale  von  Dr.  phil.  J.  H.  Graf,  Professor  der  Mathematik  an 

der  Universität  Bern.  Druck  und  Verlag  von  K.  J.  Wyss.   Bern  1895. 

Die   unter   dem   obigen   Titel   erschienene  kleine   Schrift   soll   keine 

erschöpfende    Darstellung    der    Ganmiafiinction    sein,    sondern    will   den 

Studirenden   in   dieses  Gebiet  einführen.      Den  Ausgangspunkt  nimmt  die 

Untersuchung  von  der  Definition  der  Gammafunction  als  Grenzwerth  eines 

Quotienten,   daran   schliesst   sich  die  Verwandlimg  der  Gammafunction  in 

ein   bestimmtes  Integral  und   die  Au&tellung  der  verschiedenen  Formen 

der  Euler'schen  Integrale.     Besonders  wird  die  Formel:   oigitizedbyGoOQlC 
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^^^'  ^^      r(a  +  b) 

zur  Ableitimg   der   Resultate  yerwendet,   wie  z.  B.  bei  der  Answerthang 

bestiirnnter  Integrale   und   bei   der  Berechnung   von  ^(  j) 

AuBserdem  mögen  aus  dem  übrigen  Inhalte  noch  die  Schfttssung  der  Gamma- 
function  fCü:  grosse  Argumente,  sowie  der  Integral -Logarithmus  erwähnt 
werden« 

Die  Darstellung  ist  im  Allgemeinen  yerst&ndlich,  nur  w&re  vielleicht 
eine  grössere  Deutlichkeit  bei  der  Untersuchung  der  Integrale  in  der  Um- 
gebung singulfirer  Punkte  wünsobenswerth.  Es  ist  daher  den  Studirenden, 
die  das  Werk  benutzen  wollen,  die  Beschäftigung  mit  diesem  Oebiete, 
sowie  auch  fOr  einige  Stellen  die  Bekanntschaft  mit  den  elliptischen  Inte- 
gralen zu  empfehlen;  alsdann  wird  das  Werk  zur  Einführung  in  die  Theorie 
der  Gammafunction  sehr  wohl  geeignet  sein.  Max  Meter. 


Untersuchungen  zur  Variationfl*SecImung.     Inangural- Dissertation  zur 
Erlangung  der  Doctorwürde  von  der  Philosophischen  Facult&t  der 
Friedrich  Wilhelm- Universität  zu  Berlin  von  Ebnbt  Zermelo.  Verlag 
von  Mayer  &  MtUler,  Berlin. 
Diese   Dissertation  ist   eine   Erweiterung   eines    Theiles    der    Unter- 
suchungen des  Herrn  Weierstrass«     Dieser   legte  seinen  Betrachtungen 
Integrale  von  der  Form:  k 

h 
zu  Grunde,  während  der  Verfasser  Integrale  von  der  Form: 

h 
einer  Untersuchung  unterzieht. 

Im  ersten  Abschnitt  wird  die  Frage  erörtert,  unter  welchen  Be- 
dingungen das  Integral  von  der  in  gewisser  Beziehung  willkürlichen  Dar- 
stellang  der  Coordinaten  der  Curve  als  Functionen  des  Parameters  t  un- 
abhängig ist.     SoU  für  ein  beliebig  vorgeschriebenes  Curvenstück  1,  2 

das  Integral:  ^ 

J^fFQ^\  f^))dt 
h 

einen  bestimmten,  von  der  besonderen  Form  der  Darstellung  unabhängigen 
Werth  besitzen,  so  darf  es  nach  Fixirung  der  Functionen  9,  rfp  nur  von 
den  Endwerthen  ^^  und  &^  der  Function  ^  —  ^'^  abhängen. 
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Es  werden  in  Folgendem  einige  AbkOizongen  eingeführt: 

P^-^(-l)''D»Z^+«,       0»-.O.  l...,n,Po-P), 

Der  Pft,  entsprecbende  Ausdrack  werde  mit  Q^t  und  der  dem  E, 
mit  H9  bezeichnet,  dann  ergiebt  sieb  folgendes  System  von  Bedingungs- 
gleichungen: "   /  \  r  1 

wo  er,  1  —  1  oder  0  ist,  je   nachdem  v  gleich  1  oder  von  Letzterem  ver- 
schieden ist. 

Gelegentlich  benutzt  der  Verfasser  mit  Yortheil  folgendes  System 
von  Veränderlichen:  ^ 

a^  =  arctg  ^ 


allgemein:  ^^_j 


(a/V«)l 


dann  ergiebt  sich,  dass  jede  Function,  die  von  der  Wahl  des  Parameters 
unabhängig  ist,  eine  Function  von  x^  y,  o^,  «2...«»  ist 

Im  zweiten  Abschnitt  wird  nun  die  Frage  untersucht,  eine  Curve  zu 
finden,  ftür  welche  das  Integral  «. 

J^jFdi 

ti 

ein  Minimum  ist.  Es  werden  hierbei  folgende  Yoraussetzimgen  gemacht: 
Alle  zulSssigen  Curven  sollen  an  beiden  Grenzen  der  Integration  ^ »  t^ 
und  ^  »  ^  in  gegebenen  Punkten  zwei  gegebene  analytische  Curven  von 
n  —  1^'  Ordnung  berühren.  Femer  soll  sich  das  ganze  Intervall  t^.,.t^ 
jedesmal  in  eine  endliche  Anzahl  von  Theilen  zerlegen  lassen,  in  deren 
jedem  o;^)  und  y^^  eindeutige  und  stetige  Functionen  von  t  sind.  Ausser- 
dem soU  für  r>l  die  Bedingung  bestehen:  9)'*(0  +  V*(0  >  0.  Auch 
der  von  Herrn  Weierstrass  eingefühite  Begriff  der  benachbarten  Curven 
wird  fOr  die  folgenden  Betrachtungen  erweitert.  Von  einer  Curve  soll  be- 
hauptet werden,  sie  liefere  ein  Minimum  in  einer  „Nachbarschaft  n^'  Ord- 
nung^, falls  sich  für  irgend  eine  Darstellung  x  »  ^(j),  y  —  n^{t)  der  Curve 
positive  Grössen  ^,  ^i...^m  so  angeben  Lusen,  dass  alle  erlaubten  Curven 
X»  5?(^)i  y  —  ^W»  ^6  den  Bedingungen:  oigitized  by  vjOOg IC 
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(l*-0,  1,  2,...m) 

genügen^  Integrale  liefern:  ,.v  ^  ^-z  % 

J(a)  >  J{a). 

Führt  man  eine  Variation  aus,  indem  man: 

setzt f  so  ergiebt  sich  zunächst  folgender  Satz:  Wenn  einem  der  Gtesammi- 
heit  der  erlaubten  Cnrren  angehörenden  Curvenstück  ein  Minimum  des 
Integrals  entsprechen  soll,  so  muss  Tor  allen  Dingen  die  „erste  Variation '^ 
immer  verschwinden  fOr  beliebige  den  vorgeschriebenen  Bedingungen  ge- 
nügende Functionen  ^(t)  und  i}(^),  und  hieraus  geht  hervor,  dass  für  den 
Fall  eines  Minimums  P  und  Q  in  dem  ganzen  Intervall  verschwinden 
müssen.  Die  Curven,  welche  ein  Minimum  ergeben,  genügen  der  Differential- 
gleichimg  Psif  +  Qf/ ^  0. 

Für  ein  Curvenstück,  das  ein  Minimum  des  Integrals  liefern  soll, 
dürfen  Pi^...Pn  und  Qi,.».Q»  keine  endlichen  Sprünge  erleiden ,  wenn  P 
und  Q  stetig  sind;  ebenso  wird  auf  Grund  der  ferneren  Untersuchungen 
die  Stetigkeit  der  Ableitungen  von  x  und  y  bis  zur  n  —  1^^  Ordnung 
vorausgesetzt. 

Analog  dem  Verfahren  des  Herrn  Weierstrass  gelangt  man  auch 
hier  durch  eine  geeignete  Variation  zu  einer  Function: 

^-JP(?,«)-^0>..)-'-^\p-i>)- ?^>(ä-.). 

wo  p  —  xf^\  q  —  y^"^;  p  —  x^*\  q  —  y^^^  gesetzt  werden  und  x  und  y  die 
Werthe  auf  einer  benachbarten  Curve  sind. 

Soll  ein  unseren  bisherigen  Voraussetzungen  entsprechendes  Stück 
einer  Lösung  der  Differentialgleichung  des  Problems  ein  wirkliches  VinimnTn 
des  Integrals  liefern,  so  darf  die  Function  E  an  keiner  Stelle  des  ganzen 
Intervalles  für  irgend  welchen  Werth  der  Grössen  p,  'q  negativ  werden 
können.  Durch  eine  Umformung  von  E  ergiebt  sich  auch  hieraus 
Folgendes:  Wenn  ein  wirkliches  Minimum  vorhanden  sein  soll,  so  darf  in 
der  ganzen  Ausdehnung  des  Curvenstückes  die  Function 

oder 


nirgendwo  negative  Werthe  annehmen.  Es  ergeben  sich  hier  gegenüber 
dem  von  Herrn  Weierstrass  behandelten  Fall  bemerkenswerthe  Unter- 
schiede. So  kann  z.  B.  bei  dem  allgemeinen  Falle,  auch  wenn  E  eine 
rationale  Function  ist,  sehr  wohl  ein  Minimum  ezistiren,  w&brend  das 
in  dem  besonderen  Falle,   der  nur  die  ersten  Ableitungen  enthält,  nicht 

möglich   ist.  DigitizedbyGoOgle 
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Im  letzten  Abschnitte  werden  nnn  auch  die  hinreichenden  Beding- 
ungen für  die  Existenz  eines  Minimums  anfgesncht,  and  es  ergiebt  sich 
hierbei  folgendes  Resultat:  Eine  particul&re  LOsung  der  Differentialgleich- 
ung des  Problems  liefert  zwischen  den  Werthen  t^  und  ^  des  Parameters, 
wenn  in  diesem  Stück  der  Curve  keine  conjugirten  Punkte  ezistiren,  ein 
Minimum: 

1.  in  einer  Nachbarschaft  n  —  1^'  Ordnung,  wenn  gleichzeitig  die 
Function  E(t)  im  ganzen  Intervall  nur  positive  Werthe  besitzt 
und  auch  an  den  Stellen,  wo  sie  etwa  verschwindet,  ihr  Vor- 
zeichen nicht  wechseln  kann; 

2.  in  einer  Nachbarschaft  m  »  n^  Ordnung,  wenn  statt  dessen  die 
Function:  /     o«  t^  o»  -r,    v 

im  ganzen  Intervall  nur  positiv  ist  und,  auch  wo  sie  verschwindet, 
ihr  Zeichen  nicht  wechseln  kann. 
Hierdurch  ist  bis   auf  gewisse  Ausnahmefälle,   die  der  Verfiksser  am 
Schluss  seiner  Arbeit  zusammenstellt,   die  Frage   nach  der  Existenz  eines 
Minimums  immer  zu  entscheiden. 

Dies  möge  als  kurze  Inhaltsangabe  der  Dissertation  dienen,  die  eine 
sehr  interessante  Erweiterung  der  Variationsrechnung  bietet 

Max  Metes. 

Omndlagen  fftr  die   geometrische  Anwendung  der  Invariantentheorie 
von  Dr.  P.  Muth.     Mit  einem  Begleitworte  von  M.  Pasoh.    Druck 
und  Verlag  von  B.  0.  Teubner.     Leipzig  1895. 
Die  Anwendung  der  Invariantentheorie  auf  die  analytische  Geometrie 
vorzubereiten  ist   der  eigentliche  Zweck   dieses  Buches.     Es  werden  hier- 
bei nur  wenige  Kenntnisse  aus  der  analytischen  Geometrie  und  der  Deter- 
minantenlehre vorausgesetzt.      Ausgehend  von  dem  Begriff  des   Doppel- 
verhältnisses   bringt    dasselbe    zunächst    die    Einführung    der   homogenen 
Coordinaten  der  Geraden,  Punktreihen  und  Strahlenbüschel,  schreitet  so- 
dann  zur  Einführung  linearer  Coordinaten  der  Ebene  fort  und  erweitert 
dann   die  Coordinatendarstellung  für   den   Baum.     Es  werden  bei  diesen 
Betrachtungen   auch  imagin&re  Werthe   der  Elemente  berücksichtigt,  wie 
auch  die  Dualität  in  den  Formeln  immer  hervorgehoben  wird. 

Die  folgenden  Abschnitte  enthalten  die  allgemeine  Coordinaten- 
transformation,  projective  Gebilde,  Collineation  und  Bedprocität,  sowie 
schliesslich  die  involutorischen  Gebilde.  Den  weitaus  grössten  Theil  des 
Werkes  nehmen  also  Betrachtungen  über  den  Coordinatenbegriff  ein,  und 
es  fragt  sich,  ob  dieselben  nicht  vielleicht  doch  eine  zu  grosse  Ausdehnung  , 
gewonnen  haben.     Ebenso  wäre   bei  manchen  Ableitungen  ein  deuüichesj^^ 
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Hervortreten  der  ihnen  zu  Grunde  liegenden  geometrischen  Anschauungen 
erwünscht  Dafür  entschädigt  allerdings  die  Gründlichkeit  der  Ableitung 
der  einzelnen  SStze,  welche  dem  Studirenden  die  vor  allen  Dingen  noth- 
wendige  Sicherheit  in  den  Elementen  giebt,  und  daram  dürfte  dieses 
Werk  Demjenigen  gute  Dienste  leisten ,  der  in  das  in  Bede  stehende  Ge- 
biet eingeführt  werden  will.  Max  Meter. 


Das  grösste  Problem  der  Rechenkunst  gelöst   BationeUe  und  an  Einfach- 
heit   unübertreffbare    Methode    zur    Auflösung    von    numerischen 
Gleichungen   beliebigen    Grades.    —   Mit  Anhang:   Ein  neuer  Satz 
der  Planimetrie.    Der  muthmassliche  Schlüssel  zum  Malfatti'schen 
Problem.     Herausgegeben  von  Aug.  Otto. 
Der  angefahrte  Titel  ist  schon  von  vomherein  geeignet,  einiges  Miss- 
trauen zu  erwecken.     Diese  rationelle  und  an  Einfachheit  unübertreffbare 
Methode    ist    ein    einfaches  Interpolationsverfahren,    das    zwar   sehr   um- 
ständlich, aber  darum  keineswegs  klar  auseinandergesetzt  ist.     Von  dieser 
Weitschweifigkeit  giebt  die   Behandlung   der   Gleichungen    ersten   Grades 
ein   gutes   Beispiel.     Der  Verfasser   theilt   dieselben  unnöthiger  Weise   in 
zwei  ganz  yerschiedene  Gruppen: 

px  +  qx  ^  a 

px  —  qx^  a. 

Auch  der  neue  Satz  der  Planimetrie  entpuppt  sich  als  specieller  Fall 
eines  guten  alten  Bekannten.  Er  lautet  nämlich:  Die  Schnittpunkte  der 
drei  Tangentenpaare,  welche  gemeinschaftlich  an  je  zwei  von  drei  un- 
gleich grossen  Kreisen,  deren  jeder  die  beiden  anderen  berührt,  gezogen 
werden  können,  liegen  in  einer  geraden  Linie.  —  Dieser  Satz  soll  auch 
zu  einer  von  dem  Verfasser  selbst  noch  nicht  gefundenen  Lösung  des 
Malfatti'schen  Problems,  welches  er  als  das  mathematische  Problem  des 
19.  Jahrhunderts  bezeichnet,  führen.  Die  Begründung  hierfür  ist 
so  charakteristisch;  dass  wir  uns  nicht  versagen  können,  einiges  davon 
anzuführen:  „In  der  zu  dem  angeführten  Satze  gehörigen  Figur  liegt  auch 
diejenige  des  Malfatti'schen  Problems,  in  ein  Dreieck  drei  Kreise  so  ein- 
zuzeichnen,  dass  jeder  derselben  zwei  Seiten  des  Dreiecks  und  die 
beiden  anderen  Kreise  berührt,  vor  uns.  Die  Möglichkeit,  den  vorliegen- 
den Satz  mit  diesem  Problem  in  Verbindung  bringen  zu  können,  kann 
deshalb  nicht  bestritten  werden.  ,jDas  Malfatti'sche  Problem  tritt  hier- 
mit unzweifelhaft  in  ein  neues  Stadium  seiner  geschichtlichen  Ent- 
Wickelung."  Ij^x  Meybr. 
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Die  logisohen  Gmndoperationen  der  Mathematik.    Ein  Bepeütionsmittel 
fdr  obere  Ojmnasial-  and  Bealscholklassen  von  Friedrich  Mann, 
k.  Professor  und  Bector  der  Ereisrealschule  Würzbnrg.    A.  Deicber- 
scbe  Yerlagsbuchhandlimg  Nacbl  (Qeorg  Böhme).     Erlangen  und 
Leipzig  1895.     Preis  1  Mk. 
Der  Verfasser  dieser  Sebrift  will  die  mathematiscbe  Bepetition  in  der 
Schale   dazu  benatzen,    am   die   Schüler  bei    dieser    Gelegenheit   in    die 
Anfangsgründe    der    Logik    einzafübren.      In    allen    mathematischen    Be- 
trachtangen   kebren    fast    immer   verschiedene   logische   Grandoperationen 
wieder,   die   der   Schüler,   ohne    sich   über   ihre  Bedeatong   klar   zu  sein, 
aasführt,  and  die  ihm  nunmehr  zam  Bewasstsein  gebracht  werden  sollen. 
Es  iSsst  sich  nicht  leugnen ,  dass  dies  ein  sehr  beachtenswerther  Weg  ist, 
den  Bildangswerth   der  Mathematik  za  erhoben.     Mau  mass  indessen  be- 
rücksichtigen,  dassy   wenn   das  Verfahren   mit  Erfolg  angewendet  werden 
soll,   schon   eine   gewisse  Sicherheit  in  dem  rein  mathematischen  Gebiete 
vorbanden  sein  muss.     In  diesem  Falle  wOrde  der  Lehrer  wohl  aach  Zeit 
finden  y   dasselbe   an   einzelnen   Aufgaben   durchzaführen,  and  wären  Ver- 
Sache  in  dieser  Beziehung  gewiss  erwünscht. 

In  dem  vorliegenden  Heftchen  wird  das  Verfahren  nar  auf  die  Plani- 
metrie angewendet,  obgleich  seiner  Aasdehnang  auf  andere  Gebiete  nichts 
im  Wege  6tebt.  Die  Schrift  zerfallt  in  zwei  ünterabtheilangen:  „An- 
schauliches'' and  y,  Begriffliches''.  In  Wirklichkeit  kommen  zwar  An- 
scbaaang  and  Begriff  in  der  Planimetaie  nie  völlig  getrennt  vor,  die  Ein- 
theilang  ist  vielmehr  nach  dem  in  diesen  Betrachtungen  vorherrschendem 
Gebiet  getroffen  worden.  Weniger  glücklich  ist  die  Eintheilimg  in  pri- 
märe imd  secundäre  Aufgaben,  weil  derselben  kein  genügendes  Princip  zu 
Grande  liegt  Der  ergiebigste  Abschnitt  ist  derjenige,  welcher  den  Titel 
^, Logische  Vorübungen''  führt.  Hier  giebt  besonders  die  Frage  nach  der 
ümkehrbarkeit  der  Lehrsätze  Stoff  zu  lehrreichen  logischen  Betrachtimgen. 

Max  Meyer. 

Die  geometrische  Theilung  des  Winkels  von   Max  Eoenio,  Begierungs- 
baumeister.    Mit  44  Abbildungen  auf  zwei  lithographirten  Tafeln. 
Berlin.     Verlag  von  Georg  Siemens.     1894. 
Der  Verfasser  will  in  dieser  Schrift  das  Problem  der  Theilung  eines 
Winkels  in  eine  beliebige  Anzahl  von  Theilen  gelöst  haben.    Die  Begrün- 
dung der  Construction  ist  so  unklar,   dass  Beferent  nicht  im  Stande  ist, 
den  derselben  zu  Grunde  liegenden  Gedankengang  zu  erkennen.    Es  möge 
nur  erwähnt  werden,  dass  die  Theilung  des  Winkels  in  nTheile  mit  Hilfe 
einer  Theilung  in  n  + 1  Theile  gelöst  werden  soll.  ;jjfAx  >fEYER. 
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P.  Appell  et  E.  Goubsat.  Theorie  des  fonctions  algtfbriques  et  de  lenrs 
integrales.     Paris  (Oautbier-Yillars)  1895;   h,  X  und  530  Seiten. 

Das  in  der  Ueberschrift  genannte  Lehrbuch  der  Theorie  der  algebra- 
ischen Fnnctionen,  welches  von  Herrn  Hermite  mit  einer  interessanten 
Vorrede  versehen  ist,  dürfte  für  uns  Deutsche  von  besonderem  Interesse 
sein.  Wahrend  nämlich  in  Deutschland  nnn  bereits  seit  geraumer  Zeit 
die  Ideen  Biemann's  zur  Orondlage  einer  schnell  vorw&rte  treibenden 
Entwickelnng  der  Fnnctionentheorie  geworden  sind,  war  in  Frankreich  die 
Kenntniss  der  Grundsätze  nnd  allgemeinen  Ergebnisse  der  Biemann'schen 
Theorie  der  algebraischen  Functionen  nicht  in  gleichem  Masse  Gemeingat 
der  Mathematiker  geworden.  Dies  ist  mm  in  neuerer  Zeit  anders  ge- 
worden, und  zumal  in  dem  vorliegenden  Werke  der  Herren  Appell  und 
Goursat  werden  die  Biemann'schen  Anschauungsweisen  in  ausgedehnter 
Weise  zur  Grundlage  der  Theorie  der  algebraischen  Functionen  gewählt, 
womit  in  der  Einbürgerung  Biemann's  in  die  französische  Lehrbuchliterator 
ein  wichtiger  Schritt  vorwärts  gethan  wird.  Es  ist  aber  freilich  auch  nur 
erst  ein  Schritt  in  dieser  Bichtuug  geschehen;  denn  die  volle  und  reine 
Darlegung  des  Biemann'schen  Standpunktes,  wie  man  sie  übrigens  nach 
den  ausführlichen  Vorbereitungen  in  der  ersten  Hälfte  des  Werkes  hätte 
erwarten  sollen,  wird  hier  nicht  gegeben.  Es  ist  bei  den  klangvollen 
Namen  der  Herren  Verfasser  gar  nicht  zu  bezweifeln,  dass  sie  den  eben 
jetzt  vorliegenden  Bedürfnissen  der  Studirenden  ihres  Landes  in  richtiger 
Weise  entgegenkamen,  indem  sie  die  Biemann'schen  Ergebnisse  in  dem 
von  ihnen  gewählten  Umfange  übermittelten.  Aber  es  muss  an  vor- 
liegender Stelle  doch  die  Frage  sein,  inwieweit  das  Werk  der  Herren 
Appell  und  Goursat  dem  bei  uns  diesseits  leider  sehr  f&hlbaren  Mangel 
an  einem  brauchbaren  Handbuche  der  Functionentheorie  abzuhelfen  ver- 
mag. In  dieser  Hinsicht  sind  aber  verschiedene  Bedenken  zu  äussern, 
die  allerdings  erst  nach  einem  ausführlichen  Beferat  über  den  Inhalt  des 
Werkes  discutirt  werden  können.  Eine  kurze  Einleitung,  in  welcher  einige 
bekanute  Grundsätze  von  Cauchy  u.  A.  zusammengestellt  werden,  kann 
hier  ausser  Acht  gelassen  werden. 

In  den  drei  ersten  Kapiteln,  welche  nahehin  ein  Drittel  des  ganzen 
Buches  ausmachen,  sind  die  zweiblättrigen  Biemann'schen  Flächen  und 
damit  die  hjperelliptischen  Gebilde  behandelt 

Im  ersten  Kapitel  wird  im  Anschluss  an  die  Quadratwurzel: 


l/(0-(?,)(0-e,)...(0-c„) 

in  anschaulicher  und  interessanter  Weise  ein  Bild  von  der  Eigenart  der 
zugehörigen  zweiblättrigen  Biemann'schen  Fläche  entworfen^  die  Ver- 
zweigungspunkte und  unendlich  ferne  SteUe  werden  untersucht,  sowie  auch 
betreffs  der  zugebörigen  Functionen  allgemeine  Theoreme  entwickelt  (Seite  39). 
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Das  Geschleeht  p  wird  nach  Weierstrass  dahingehend  definirt,  dass  bei 
einer  algebraischen  Function,  die  nur  an  einer  einsägen  Stelle  unstetig 
wird,  die  Ordnung  dieses  Unstetigkeitspnnktes  im  Minimum  (p+1)  ist. 
Einige  Yorentwicklungen  zum  sp&teren  allgemeinen  Biemann-Boch'schen 
Satze  sehliessen  sich  hier  an. 

Das  zweite  Kapitel  ist  einer  sehr  gründlichen  Untersuchung  der  hjper- 
elliptischen  Integrale  gewidmet.  Aber  es  handelt  sich  hier  nur  erst 
darum,  die  Integrale  einzeln  in  beschränkten  Bereichen  auf  ihre  Ent- 
wicklungsffthigkeit  in  Potenzreihen,  auf  ihre  Art  etwa  vorkommender  ün- 
stetigkeiten  etc.  zu  untersuchen.  Die  GesammtaufGftssung  des  Verlaufs  der 
Integrale  über  die  ganze  FlSche  hin,  welche  in  der  Erkennung  des 
Periodenyerhaltens  gipfelt,  bleibt  hier  noch  ausserhalb.  Gemäss  des  in 
Kapitell  begründeten  Ansatzes  wird  an  der  einmal  gewählten  Biemann- 
sehen  Fläche  dauernd  festgehalten.  Dies  ist  allerdings  bei  zweiblättrigen 
Flächen  (nicht  aber  fUr  eine  allgemeinere  Auffassung)  bis  zum  gewissen 
Grade  gerechtfertigt,  insofern  bei  Transformation  wieder  in  eine  zwei- 
blättrige Fläche  die  Yerzweigungspunkte  hier  ausnahmsweise  den  Charakter 
der  Invarianz  besitzen.  Natürlich  müssen  nun  alle  bei  den  Integralen 
möglichen  Yorkonmmisse  ftlr  die  Verzweigungspimkte  und  für  die  unendlich 
fernen  Punkte  besonders  discutirfe  werden. 

Im  Kapitel  UI  folgt  die  Lehre  vom  Zusammenhang  und  der  Zer- 
schneidung der  zweiblättrigen  Flächen  und  damit  die  noth wendige  Er- 
gänzung* der  Theorie  der  hjperelliptischen  Integrale. 

In  weiteren  neun  Kapiteln  werden  nun  die  bei  den  hyperelliptischen 
Flächen  gewonnenen  Anschauungen  zur  allgemeinen  Theorie  erweitert, 
wobei  übrigens  die  eingehende  und  erschöpfende  Behandlung,  welche  die 
zunächst  folgenden  Kapitel  besonders  auszeichnet,  später  mehr  und  mehr 
zurücktritt. 

Die  Kapitel  IV  und  V  liefern  die  hauptsächlichen  Grundlagen  des 
weiteren  Aufbaues  der  Theorie.  Dort  finden  wir  die  wesentlichen  Eigen- 
schaften der  algebraischen  Functionen  allgemein  entwickelt,  die  Art  ihrer 
ünstetigkeitspunkte,  ihr  Verhalten  gegenüber  der  Monodromie  der  un- 
abhängigen Variabelen,  ihre  Verzweigungspunkte  und  deren  Aufsuchung 
(nach  Puiseux),  die  Construclion  ihrer  Biemann'schen  Flächen,  von 
denen  die  allgemeinste  als  Grenzfall  einer  Fläche  mit  nur  zweiblättrigen 
Verzweigungspunkten  hingestellt  wird  (Seite  216).  Hier  (im  Kapitel  V) 
finden  wir  die  Lehre  vom  Zusammenhang  und  der  Zerschneidung  der 
Flächen  ausgeführt,  die  canonischen  Schnittsysteme  (nach  Biemann)  ent- 
wickelt und  die  Anwendung  auf  die  Integrale  gegeben. 

Zur  Veranschaulichung  der  allgemeinen  Sätze  werden  hier  die  zu 
binomischen  Gleichungen  von  der  Gestalt  ü^*»R(ji)  gehörenden  m-blätt- 
rigen  Flächen  im   Einzelnen    verfolgt.     Es   sind  dies  sogenannte  reguläre  t|^ 


96  Historisch -literarische  Abtheiliing. 


Biemann'sche  Mächen,  und  sie  lassen  stets  m Transformationen  in  sich  za, 
analytisch  durch:  ^tm 

gegeben,  bei  denen  sich  die  Blfttter  der  Fl&che  permntiren.  üebrigens 
wird  Seite  240  in  dem  mit  den  Worten:  „On  appelle  ainse  les  sorfaces . .  .'^ 
beginnenden  Satze  der  Begriff  der  regolftren  Flächen  (wenigstens  nach  dem 
deutschen  Sprachgebrauch)  nicht  hinreichend  scharf  gefassi  Die  Begnlarität 
einer  Fläche  ist  neben  der  Lage  und  Anzahl  der  Verzweigungsponkte 
durchaus  auch  mit  von  der  Abfolge  der  Blätter  bedingt.  In  der  Fort- 
setzung der  Entwickelung  bis  Seite  244  bringt  dieser  Mangel  in  der  Be- 
griffsbestimmung der  Begularität  mehrere  Ihconvenienzen  mit  sich. 

In  dem  folgenden  Kapitel,  über  birationale  Transformationen ,  findet 
eine  entschiedene  Abwendung  von  Biemann  statt,  worauf  wir  noch  weiter 
unten  zu  sprechen  kommen.  Es  wird  hier  nicht  an  die  Oesammtauffiass- 
ung  aller  zur  Fläche  gehörenden  algebraischen  Functionen  angeknüpft, 
sondern  die  rationale  Transformation  wird  als  etwas  Neues  unvermittelt 
eingeführt.  Die  Folge  ist,  dass  die  Aussonderung  der  birationalen  Trans- 
formation, der  Beweis  für  die  Erhaltung  des  Geschlechtes  bei  den  letzteren 
Transformationen  etc.  vom  Standpunkt  einer  consequenten  Durchführung 
der  Biemann'schen  Denkweise  als  umständlich  erscheinen  müssen;  man 
vergleiche  nur  etwa  den  ersten  Beweis  für  die  Erhaltung  der  Zahl  jp, 
welcher  sich  auf  den  Gebrauch  der  Biemann'schen  Flächen  stützt  (Seite  261), 
mit  dem  zweiten  rein  analytischen  Beweise  dieses  Satzes  (Seite  261 — 266). 
üeberhanpt  gewinnen  nun  durchaus  die  Vorstellungen  der  Clebsch 'sehen 
Schule  Geltung,  und  namentlich  kommen  die  wichtigen  Theoreme  von 
Noether  über  die  Erniedrigung  der  Singularitäten  der  ebenen  Curven  u.  a. 
zur  Behandlung.  Eine  zuerst  durch  Halphen  gebrauchte,  Seite  276  be- 
sprochene Transformation  erweist  sich  hier  als  besonders  nützlich.  Die 
curventheoretische  Definition  des  Geschlechtes  p  wird  nun  gegeben ,  und 
am  Schlüsse  des  Kapitels  werden  zur  Anwendung  der  entwickelten  Ansätae 
die  wohlbekannten  Sätze  über  Transformation  der  Curven  des  Geschlechtes 
p  —  0  und  p  » 1  in  sich  entwickelt. 

Es  folgt  ein  ausserordentlich  inhaltreiches  Kapitel  über  Normal- 
integrale,  welches  durchaus  im  Sinne  des  bekannten  Clebsch-Gordan- 
sehen  Staudpunktes  fundirt  ist.  Das  heisst^  hier  herrscht  einstweilen  gar 
nicht  mehr  die  Vorstellung  einer  Biemann'schen  Fläche  als  Trägerin 
eines  Systems  mit  einander  zusammenhäugender  algebraischer  und  trans- 
cendenter  Functionen,  sondern  unter  Zugrundelegung  einer  partioulären 
Belation  F{u,  z)  —  0,  welche  natürlich  geometrisch  als  Curve  gedeutet 
wird,  entspringen  die  Jntegrale,  als  längs  dieser  Curve  hin  erstreckt 
Diese  Auffassung,  welche  in  der  Geschichte  der  Theorie  der  Aberschea 
Functionen  eine  so  hervorragende  Bolle  gespielt  hat,  ist  selbstverständlich 
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an  sieb  YoUberecbtigt.  Es  ist  aber  dnrobans  die  Frage,  ob  in  der  bier 
gewftblten  Wendung  der  Entwicklung  niobt  eine  Inconsequenz  gegenüber 
der  bisberigen  Disposition  zu  erblicken  ist;  wir  kommen  darauf  weiter 
unten  zurück,  üebrigens  ist  bemerkenswertb,  dass  bier  überall  nicbt  die 
homogene  Scbreibweise  gebraucbt  wird,  welcbe  docb  den  projectiren 
Cbarakter  der  Entwicklung  aucb  Susserlicb  zum  Ausdruck  gebracht  hätte. 
Die  transcendente  Normirung  der  Integrale  und  ihre  Periodeneigenscbaften 
können  nun  sebr  kurz  behandelt  werden  (S.  320—322)  dank  des  Um- 
standest dass  bereits  im  vorigen  Kapitel  die  Zerscbneidnng  der  Flftcbe 
ausf&brlicb  bebandelt  wurde.  Zu  besonders  scbOnen  EinzelausfObrungen 
giebt  der  Begriff  eines  Fundamentalsjstems  von  2p  Integralen  der  ersten 
und  zweiten  Gattung  Anlass,  ein  Begriff,  der  aucb  in  der  Theorie  der 
Differentialgleicbungen,  der  Correspondenztbeorie  und  anderen  Gebieten 
grundlegend  ist  Es  kommen  bier  namentlicb  die  Arbeiten  neuerer  fran- 
zösischer Forseber  zur  Geltung.  Aucb  die  Probleme  der  algebndscben  Aus- 
führbarkeit der  Integrale,  der  Bednction  Aberscber  Integrale  auf  elliptische 
kommen  bier  zur  Disoussion. 

Weit  knapper  sind  die  Entwicklungen  des  achten  Kapitels  gehalten, 
die  eindeutigen  Functionen  auf  einer  Bie mann 'sehen  Fläche  betreffend.  Es 
wird  die  Darstellung  der  algebraischen  Functionen  durch  die  Integrale 
zweiter  Gattung  entwickelt  und  im  Anscbluss  daran  der  Biemann-Boch'sche 
Satz  und  der  Brill-Noetber'scbe  Beciprocitätssatz  dargestellt  Einige  Sätze 
über  das  Verschwinden  der  Biemann'scben  ^-Functionen  werden  aufgestellt 
(der  hier  zu  Grunde  liegenden  allgemeinen  Auffassung  entsprechend  natür- 
lich in  der  Sprechweise  der  Geometrie  der  ebenen  Curven);  weiter  folgt 
die  Besprechung  einer  Beihe  hyperelliptischer  Besonderheiten.  Die  Herren 
Verfasser  verfahren  hier  überall  nicht  mit  derselben  Ausführlichkeit,  wie 
in  den  früheren  Theüen  des  Werkes.  Es  wäre  doch  besonders  interessant 
gewesen,  wäre  z.B.  ein  so  wichtiger  Begriff,  wie  der  der  Specialfunctionen, 
an  Beispielen,  die  nicht  mehr  den  aller  niedersten  Fällen  p  angehören, 
erläutert. 

Es  folgt  nun  in  einem  besonderen  Kapitel  (dem  neunten)  eine  schöne 
Behandlung  des  Ab  ersehen  Theorems  (natürlich  in  der  Sprechweise  Clebscb- 
Gordan's).  Zu  erwähnen  smd  dabei  noch  die  Anwendungen  auf  Inte- 
gration eines  Systems  Abel'scher  DifferentialgleichnDgen,  sowie  auf 
Additionstheoreme  für  die  Integrale  erster  Gattung. 

Das  Umkehrproblem  ist  (im  Kapitel  X)  seinem  elementaren  Theile 
nach  ausführlich  und  interessant  entwickelt.  Es  handelt  sich  hierbei  um 
die  Inversion  eines  einzelnen  Integrales  in  eine  eindeutige  oder  endlicb- 
deutige  Function,  wobei  man  bekannter  Weise  auf  die  Fälle  p  •»  0  und 
jp  -B  1  eingeschränkt  ist.  Besonders  eingehend  wird  natürlich  die  Inversion 
des  elliptiscben  Integrals  erster  Gattung  behandelt.     Als  eine  Anwendung  yjp 

Uiflt.  -Ut.  Abth.  d.  Zeitaohr.  £.  Math.  n.  Phys.  41.  Jahrg.  1896. 8.  Heft.  g  -^ 
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bietet  sich  hier  die  Frage,  in  wie  weit  Differentialgleiehüngen  erster  Ord- 
nung fi^»'^)'^^  durch  eindeutige  FnD.ctionen  integrirt  werden  können, 

ein  Problem,  dem  bekannte  üntersuchongen  von  Briot  nnd  Bonquet 
gewidmet  sind.  Auch  die  Integrationsmethode  von  Her  mite  kommt  hier- 
bei zur  Darstellung.  Betreffs  des  allgemeinen  Jacobi'schen  Umkehr- 
problems nnd  seiner  Behandlnng  durch  Weierstrass  n.  A.  werden  nur 
einige  kurze  Andentungen  gegeben;  von  einer  systematischen  Behandlung 
sehen  die  Verfasser  ab. 

Das  elfte  Kapitel  (Normalcur?en  und  Moduln)  beginnt  mit  dem  be- 
kannten Theorem  von  Schwarz,  dass  nur  die  zu  p  —  0  und  p  -•  1  ge- 
hörenden Curven  continuirliche  Gruppen  von  Transformationen  in  sich 
zulassen.  Für p>  l  wird  aus  der  Discontinuitftt  nnd  dem  algebraischen 
Charakter  der  Oruppe  ein  nahe  liegender  Schluss  auf  deren  Endlichkeit 
gezogen.  Einige  weitere  Ausführungen  schliessen  sich  hier  an,  wobei 
übrigens  die  schönen,  auf  diesen  Gegenstand  bezogenen  Eigebnisse  von 
Hurwitz  nur  kurz  unter  dem  Texte  erwähnt  werden.  Es  werden  des 
weiteren  zwei  Arten  von  Normalcurren  besprochen,   nftmlich   einmal   die 

ebene  Curve  (p  +  !)*•'  Ordnung  mit  — ^^-^ Doppelpunkten  (Clebsch- 

Gordan),  sodann  die  in  einem  Baume  von  (p — 1)  Dimensionen  gelegene 
Noother'sohe  Normalcurve  der  <p.  Diese  Benennung,  welche  sich  übrigens 
Herr  Noether  selbst  verbittet,  erscheint  gleichwohl  nicht  ungerechtfertigt; 
man  dankt  den  Noether'schen  Untersuchungen  principielle  Sfttze  über 
die  fragliche  Curve,  wie  namentlich  betreffs  der  Darstellung  derselben 
durch  quadratische  und  höhere  Belationen  zwischen  den  9,  wenngleich  die 
Curve  als  solche  explicite  bei  Noether  nicht  auftritt;  vor  Allem  nehmen 
auch  die  erste  Erkennung  des  invarianten  Charakters  der  Curve  gegenüber 
eindeutigen  Transformationen  die  Herren  Brill  und  Noether  für  sich 
in  Anspruch. 

Die  im  letzten  Kapitel  behandelten  Anwendungen  des  Abel 'sehen 
Theorems  auf  die  Geometrie  halten  sich  durchaus  innerhalb  der  allgemeiner 
bekannten  Gebiete  und  betreffen  die  ebenen  Curven  dritter  und  vierter 
Ordnung  und  die  Baumcurven  vierter  Ordnung.  — 

Es  sind  nur  wenige  Bemerkungen,  welche  wir  hier  am  Schluss  noch 
anzuführen  haben.  Bereits  im  Verlaufe  des  vorstehenden  Berichtes  wurde 
hervorgehoben,  dass  nach  Meinung  des  Referenten  die  Herren  Verfasser 
gegenüber  den  verschiedenartigen  Strömungen  innerhalb  der  Functionen- 
theorie  eine  folgerichtige  Stellungnahme  vermieden  haben.  Es  ist  ja  ein 
oft  gehörter  Einwurf,  welcher  von  Seiten  der  Nachfolger  Clebsch's  gegen 
Biemann's  Begründung  der  algebraischen  Functionen  erhoben  wird,  die 
Vorstellung  der  Biemann'schen  Fl&che  sei  etwas  zu  Ungenaues,  und  dürfe 
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eben  dieser  üngenanigkeit  halber  nicht  zun  Fundament  einer  Theorie  ge- 
wählt werden.  Letztere  mtLsse  yielmehr  an  eine  conoret  vorgelegte  Gleich- 
ung f{u,  iB^)  »  0  angeschlossen  werden,  für  welche  alsdann  die  geometrische 
Interpretation  durch  eine  ebene  Cnrve  nahe  liegt  Das  hiermit  gekenn- 
zeichnete  Bedenken  kann  aber  nnmOglich  in  einem  Bache  vorliegen,  dessen 
Hanptwerth  in  der  minutiösen  Einzeldurchbildnng  der  Anschaunng  der  Bie- 
mann' sehen  Flächen  zu  suchen  ist  In  der  That  muss  hier  der  üebergang 
zu  den  Yorstellungsweisen  der  Olebsch'schen  Schule  das  Bedenken  er- 
wecken, dass  ein  sorgsam  vorbereitetes  Hilfsmittel  fiut  ungebraucht  in  den 
Hintergrand  gedrängt  wird. 

Man  wird  ja  sagen  können,  dass  die  Verfasser  nichts  von  den  wich- 
tigen Errungenschaften  der  curventheoretischen  Denkweise  hätten  entbehren 
wollen.  Aber  dann  hätte  doch  diese  Denkweise  als  natürliches  Glied  in 
den  Ausbau  der  Riemann'schen  Grundlagen  eingeordnet  werden  sollen. 
Die  Brill-Noether'sche  Theorie  der  corresidualen  Funktgruppen,  welche 
hier  zu  einer  Theorie  der  äquivalenten  Punktsysteme  auf  einer  Biemann- 
sehen  Fläche  geworden  wäre,  hätte  den  natürlichen  Zugang  dargeboten. 

Es  muss  endlich  dem  Einwurf  begegnet  werden,  dass  die  Biemann  sehe 
Theorie  ihres  transcendenten  Charakters  wegen  den  Methoden  der  Geometer 
nachzustellen  seL  In  emer  Theorie,  in  welcher  das  einfachste  Element 
(die  Primfunction  oder  Primform)  transcendent  ist,  führen  naturgemäss 
transcendente  Metboden  vielfach  auf  einem  weit  kürzeren  und  durch- 
sichtigeren Wege  zum  Ziel;  die  Correspondenztheorie  bietet  hierfür  ein 
glänzendes  Beispiel.  Es  würde  zumal  in  einem  Lehrbuch  unpädagogisch 
sein,  wollte  man  transcendente  Methoden,  wo  es  immer  möglich  ist,  aus 
Princip  vermeiden,  selbst  wenn  sie  auf  kürzerem  Wege  zum  Ziele  ffihren. 

Die  vorstehenden  Bemerkungen  gegen  die  curventheoretische  Bichtung 
wolle  man  übrigens  durchaus  nicht  im  absoluten  Sinne  fassen  (obwohl 
diese  Bichtung  in  einer  gewissen  sogleich  noch  zu  berührenden  Hinsicht 
unzulänglich  sein  würde),  unsere  Bemerkungen  sind  durchaus  nur  mit 
Bücksicht  auf  das  hier  in  Bede  stehende  Lehrbuch  gemacht,  welches  auf 
seinem  Titelblatte  den  Passus  fuhrt:  „Etüde  des  fonctions  analytiques  sur 
une  ffurface  de  Biemann/'  — 

Es  muss  endlich  die  Frage  beantwortet  werden,  in  wie  weit  das  in 
Bede  stehende  Lehrbuch  ein  geeignetes  Mittel  vorstellt,  den  Zugang  zum 
augenblicklichen  Stande  der  deutschen  Forschung  zu  gewinnen.  Wir  würden 
in  dieser  Hinsicht  das  vorliegende  Lehrbuch  mit  Freude  begrüssen  können, 
wären  nicht  zwei  der  principiellsten  Gesichtspunkte  vernachlässigt  bez.  gänz- 
lich in  den  Hintergrund  gestellt,  die  wir  allerdings  in  keiner  Weise  ent- 
behren können. 

Einmal  ist  es  die  Vorstellung  der  Gleichberechtigung  aller  zu  einer 
Biemann'schen  Fläche  gehörenden  algebraischen  Functionen,  welche  hier  t|^ 
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nicht  hinreichend  entwickelt  scheint.  Es  ist  wohl  keine  Frage,  dass  diese 
ADffassnng  tiefere  theoretische  Einsicht  vermittelt;  nnd  vor  Allem  gewinnt 
man  durch  Uebergang  von  der  einen  Bie mann' sehen  Flfiohe  za  einer 
anderen  auf  sie  conform  bezogenen  eine  zugkräftige  Methode  zur  Erledig- 
ung zahkeicher  Probleme,  zumal  die  rationale  Transfoimation  betre£fend. 
Fürs  Zweite  müssen  die  Existenztheoreme  der  Functionen  auf  einer 
nach  Willkür  gewählten  Bie  mann' sehen  Fläche,  welche  im  vorliegenden 
Lehrbuche  nur  ganz  beiläufig  erwähnt  werden ,  für  besonders  wichtig  an- 
gesehen werden.  Diese  Theoreme  Biemann's  sind  bekanntlich  durch  die 
Methoden  von  Schwarz  und  Neumann  anf  eine  ausreichende  und  sichere 
Basis  gestellt.  Das  Stadium  dieser  Gegenstände  ist  namentlich  auch  zum 
Yerständniss  der  in  neuerer  Zeit  sich  entwickelnden  Fortsetzung  der  Bie- 
mann 'sehen  Functionentheorie  unentbehrlich.  Bobbrt  Fricke 


GhABLBS  Hbnby.  Abr^g^  de  la  th^orie  des  fonctions  elliptiqueB.  Paris 
1895.    126  Seiten. 

Dieses  Buch  ist  (nach  der  eigenen  Angabe  des  Verfassers)  im  Wesent- 
lichen ein  Auszug  aus  der  letzten  Ausgabe  von  C«  Jordan's  Gours  d'analyse; 
der  Verfasser  stellte  diesen  Auszug  zunächst  für  eigene  Studienzwecke  her, 
um  ihn  sodann  zum  allgemeinen  Gebrauch  für  Studirende  zu  publidren. 
Ein  solches  Unternehmen  hat  inuner  sein  Missliches.  Einmal  fehlen  ja 
bei  dem  Herausgreifen  eines  einzelnen  Kapitels  aus  einem  grösseren  Werke 
alle  die  Prämissen,  welche  in  den  vorangegangenen  Theilen  entwickelt 
wurden.  Vor  Allem  lassen  sich  bei  nur  erst  kürzerer  Beschäftigung  mit 
einem  Gegenstande  die  Spuren  der  Unreife  nur  schwer  überwinden,  welche 
bei  längerem  und  öfter  wiederholten  Studium  von  selbst  verschwunden 
sein  würden. 

Ueber  den  allgemeinen  Standpunkt  des  Buches  mögen  die  folgenden 
Angaben  orientiren«  Die  Grundlagen  der  Theorie  der  Functionen  einer 
complexen  Variabelen  gelten  als  bekannt  Es  handelt  sich  hierbei  um  die 
früher  in  Frankreich  vorherrschende  Fassung  dieser  Theorie,  welche  im 
Wesentlichen  auf  Gauch j  und  Puiseux  zurückgeht;  die  Denkweisen 
Biemann's  sind  dem  vorliegenden  Buche  fremd.  Die  Theorie  der  ellip- 
tischen Functionen  wird  in  der  Weise  entwickelt,  dass  zunächst  die  Weier- 
strass'sche  Fassung  voransteht,  jedoch  unter  allzu  starker  Vernachlässig- 
ung des  algebraischen  Fundamentes  und  unter  einseitiger  Bevorzugung  der 
Function  jp  («). 

Die  Darstellung  ist  hier  im  Einzelnen  vielfach  unvollständig  und  un- 
gleichmässig,  wie  durch  einige  Einzelangaben  zu  belegen  ist  Als  grund- 
legende Definition  der  elliptischen  Functionen  (S.  9)  wird  gegeben  ^^toute 
fonction  analjtique  uniforme  doublement  periodique,  n'ajant  pas  d'autres 
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singularit^s  qne  des  pöles.*^  Der  wesentlich  singolftre  Punkt  ist  also  hier 
nicht  mit  in  die  Definition  hineingenommen.  —  Beim  Beweise,  dass  es  keine 
eindeutige  dreifach  periodische  Function  einer  Yerflnderlichen  gieht,  ist 
der  arithmetische  Theil  erschöpfend,  der  fonotionentheoretische  aber  zu 
knrs  behandelt.  —  Der  Versuch,  bereits  hier  im  Anfang  die  Transformation 
erster  und  höherer  Ordnung  za  begründen,  darf  als  misslungen  angesehen 
werden.  Die  Begründxmg  der  Transformation  höherer  Ordnung  l&sst  sich 
übrigens  weit  durchsichtiger  gestalten;  der  vorläufige  Gebrauch  der  jp- Func- 
tion an  dieser  Stelle  kann  nicht  recht  yerständlich  sein.  —  Als  eine  be- 
sonders  auszeichnende  Eigenschaft  der|7-Function  gegenüber  den  Functionen 
ÄbeFs  nnd  Jacobi's  wird  weiterhin  die  bezeichnet,  dass  p  bei  linearen 
Transformationen  der  Perioden  invariant  sei,  was  von  jenen  Functionen 
nicht  gelte.  In  dieser  Gestalt  muss  der  Satz  nothwendig  zu  Vorstellungen 
ftlhren,  welche  sich  mit  dem  Verhalten  der  Jacob  i'schen  Functionen  bei 
linearer  Transformation  nicht  decken.  —  Im  Theorem  8  8.  25  ist  Aus- 
drucksweise und  Beweisverfahren  unzulänglich.  —  Bei  den  Potenzentwick- 
lungen von  i  und  c  hätten  wohl  auch  die  Ausdrücke  der  Coefficienten  in 
^2  und  ^3  gegeben  werden  können.  —  Dass  S.  48  u.  flg.  das  über  die  Curve  C 
erstreckte  Integral  stets  verschwindet,  ist  irrthümlich. 

Bemerkungen  dieser  Art  würden  wir  leicht  noch  weiter  häufen 
können. 

BetrefiiB  der  Vertheilung  des  behandelten  8to£fes  mögen  folgende  An- 
gaben genügen.  Der  erste  Theil  des  Buches  bringt  allgemeine  Betrachtungen 
über  Perioden  imd  Transformation,  sowie  fnnctionentheoretische  Ansätze. 
Im  zweiten  Theile  sind  die  Functionen  j>,  £,  c  behandelt  und  einige  An- 
deutungen über  Addition,  Multiplication  und  Division  gemacht  Im  dritten 
Theile  folgen  die  Functionen  su  (u),  c«  (u),  du{u)  und  im  vierten  die 
^-Functionen.  Den  Vorwurf,  mannigfache  und  wichtige  Entwickelungen 
ausgelassen  zu  haben,  kann  der  Verfasser  durch  die  Bemerkung  ablehnen, 
nur  einen  Auszug  haben  liefern  zu  wollen.  Ob  freilich  dieser  umstand 
zur  Empfehlung  des  Buches  dienen  kann,  ist  eine  andere  Frage. 

BOBEBT  FmOKE. 

Diophanti  Alexandrini  Opera  omnia  cum  graecis  commeutariis  edidit  et 
latine  interpretatus  est  Paulus  Taiinery.  Volumen  I.  Diophanti  quae 
ezstant  omnia  continens.  Lipsiae  1893.  B.  G.Teubner.  IX,  481  pag. 
Volumen  II  continens  pseudoepigrapha,  testimonia  veterum,  Pachj- 
merae  paraphrasin,  Planudis  commentarium,  scholia  vetera,  omnia 
fere  adhuc  inedita,  cum  prolegomenis  et  indicibus.  Lipsiae  1895. 
B.  0.  Teubner.  XLVII,  298  pag. 
Eine  neue  Diophantausgabe  gehörte  längst  zu  den  berechtigten  Wünschen, 

und  die  Te'ubner'sche  Bibliothek  griechischer  und  römischer  Schriftsteller  t|^ 
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war  die  Sammlung,  innerhalb   deren  dem  Wunsche  Befriedigung  werden 
mosste.     Herr   Panl  Tannerj  hat  sich  auf  Grundlage  der   ftltesten  vor- 
handenen Handschrift,   eines  Madrider  Codex  aus   dem  XHI.  Jahrhundert^ 
und   unter    wesentlicher  Mitbenutzung    eines    dem   XV.  Jahrhundert   ent- 
stammenden Codex  der  Marciana  in  Venedig,   desselben  Codex,   welchen 
Begiomontan    1464   in  Venedig  sah,    der  Herausgabe   unterzogen.     Der 
I.  Band  Ton  1893  brachte   den  griechischen  Text  mit  gegenüberstehender 
lateinischer  Ueberseizung,  mithin  die  Hauptsache  für  solche  Leser,  welche 
kennen  zu  lernen  beabsichtigten,  was  von  Diophant  sich  erhalten  hat.    Der 
n.  Band  von  1895  ist  sehr  vermischten  Inhaltes,   wie  aus  dem  ausfilhr- 
lichen  Titel  entnommen  werden  kann.    Ohne  dem  L  Bande  an  Wichtigkeit 
gleich  zu  kommen,   bietet   er  dennoch  dem  Berichterstatter  mehr  des  Er- 
wähnenswerthen,  weil  m  ihm  vielfach  Neues  veröffentlicht  ist,   und  weil 
die  drei  Druckbogen  fallende  Einleitung  des  Herausgebers  eine  ganze  An- 
zahl geschichtlich  bedeutsamer  Fragen  theils  anregt,  theils  zur  Erledigung 
bringt      Wann   hat  Diophant  gelebt?     Diese  für    die   Beurtheilung  der 
Leistungen   eines   Schriftstellers   unerlässliche  Vorfrage   beantwortet   Herr 
Tannery  dahin,  Diophant  habe  etwa  das  Jahr  250  als  Mittelpunkt  seines 
Lebens  gehabt.    Aehnlich  hat  sich  Herr  Tannery  schon  im  XXXVII.  Bande 
dieser  Zeitschrift,   Histor.-literar.  Abthlg.  S.  44—45   ausgesprochen,  und 
wir  wollen  die  theilweise  neuen  Gründe  kennen  lernen^  auf  welche  er  seine 
Meinung  stützt.     Nach  wie  vor  ist  Theon  von  Alexandria  der  Slteste  Schrift- 
steller, der  Diophant  nennt,  Hjpsikles  der  späteste,  der  von  Diophant  ge- 
nannt wird.    Mag  Hypatia,  Tbeons  Tochter,  einen  Commentar  zu  Diophant 
geschrieben  haben  oder  nicht,   so   wirft  dieser  Umstand  kein  neues  Licht 
auf  unsere   Frage.     Beüftufig  vertritt   Herr  Tanneiy   gegen   Nesselmann 
die  Ansicht,    Suidas  habe   einen  Commentar  der  Hypatia  zu  Diophant  er- 
wähnt,  und  Spuren   davon  seien  noch   nachzuweisen.     Ein   Schriftstelier, 
auf  den  man  sich  mitunter  beruft,  um  für  Diophant's  Leben  ein  weiteres 
Zeugniss  zu  besitzen,  ist  Metrodorus  als  Verfasser  des  bekannten  Epigrammes, 
in  welchem  Diophant's  Verheirathung  mit  33  Jahren,  sein  Tod  mit  84  Jahren 
mitgetheilt  ist.     Lebte  dieser  Metrodorus  zur  Zeit  als  Konstantin  der  Grcsse 
regierte  (306—337),  so  ist  das  etwa  30  Jahre  vor  Theon,  und  der  ter- 
minus  ad  ^em  ist  nun  eben  so  viel  heraufgerückt.     Jacobs  vertrat  diese 
Meinung  in  seiner  Ausgabe  der  Anthologie.    Herr  Tannery  dagegen  schreibt 
jenes  Epigramm   einem  anderen  Metrodorus  zu,   einem  Granmiatiker,  der 
nach  Fabricius   in  der  Begierungszeit  der  Kaiser  Anastasius  und  Jnstinns 
(491—527)  lebte,  und  dann  ist  wieder  Nichts  gewonnen.     Nun  hat  aber 
Herr  Tannery  einen  Brief   des  Psellus  aufgefunden,  der  gleichlautend  in 
Handschriften  in  Madrid  und  in  Florenz  vorhanden  ist,  von  welchem  er 
den  ganzen  Wortlaut  in  den  11.  Band   des   Diophant  (S.37— 42)    auf- 
genommen hat,   während  er  die  Hanptstelie  schon  in  dem  obenerwähnten 
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XXXYII.  Bande  dieser  Zeitschrift  zum  Abdruck  brachte.  Damach  hat 
Anatoliüs  den  Potenzen  des  Unbekannten  andere  Namen  gegeben  als 
Diophant  Hieraus  schliesst  Herr  Tanneiy,  wie  uns  scheint  mit  Becht^ 
in  der  Meinung  des  Psellas  sei  Anatoliüs  jünger  als  Diophant  gewesen. 
Er  geht  aber  weiter,  Psellus  habe  seine  Eenntniss  zweifellos  einem  alten 
Commentare  zu  Diophant  entnommen,  und  das  werde  wohl  der  Commentar 
der  Hjpatia  gewesen  sein,  Schlüsse,  die  uns  möglich,  aber  nicht  zweifel- 
los erscheinen.  Hat  Herr  Tannexy  Becht,  und  hat  er  auch  darin  Recht, 
es  habe  nur  einen  Anatoliüs  gegeben  (La  g6om6trie  grecque  8.  42  Note  3), 
der  um  270  lebte,  so  ist  die  Datirung  Diophants  einigermassen  sicher  ge- 
stellt. Wir  haben  gegen  Letztere  weniger  einzuwenden  als  gegen  die  Ein- 
heit des  Anatoliüs.  Der  Bischof  Ton  Laodicea  sollte  die  heidnisch -mysti- 
schen Dinge  geschrieben  haben,  welche  auf  den  Lehrer  des  Jamblichus 
zurückgeführt  werden?  Das  will  uns  nicht  recht  in  den  Kopf.  Eine 
andere  Frage  von  grosser  Wichtigkeit  ist  die  nach  den  Diophantischen 
Zeichen  für  die  Unbekannte  und  für  die  Subtraction.  Letzteres  glaubt 
Herr  Tanner j  als  satipi  deuten  zu  sollen,  während  Ersteres  ein  um- 
gekehrtes digamma  sei,  und  andere  mathematische  Handschriften  als  Com- 
pendium  für  agi^^iog  ein  Kappa  benutzen.  Mit  anderen  Worten,  die 
griechischen  Logistiker  sollen,  vielleicht  lange  Zeit  vor  Diophant  ausser 
Uebung  gekommene  Buchstaben  als  algebraische  Zeichen  benutzt  haben. 
Wie  verhält  es  sich  mit  den  13  Büchern  von  Diophant's  Arithmetik? 
Herr  Tanneiy  glaubt,  allen  anderen  Geschichtsschreibern  der  Mathematik 
entgegen,  an  das  Yerlorensein  von  sieben  leisten  Büchern,  deren  Lihalt 
man,  weil  sie  eben  verloren  sind,  nicht  bestinmien  künne;  vielleicht  habe 
in  ihnen  Alles  gestanden,  was  bei  Indem,  bei  Arabern,  bei  Leonardo 
von  Pisa  sich  vorfinde  und  in  den  erhaltenen  sechs  Büchern  Diophants 
fehle.  An  eine  grosse  Lücke  zwischen  dem  ersten  und  zweiten  Buche, 
in  welcher  gut  drei  Bücher  Platz  finden,  welche  den  drei  Formen  unreiner 
quadratischer  Gleichungen  gewidmet  gewesen  sein  können,  mit  welchen  Dio- 
phant sich  beschäftigt  haben  muss«  glaubt  Herr  Tannerj  dagegen  nicht.  Jene 
quadratischen  Gleichungen,  meint  er,  seien  in  Porismen  zur  27.  und  30.  Auf- 
gabe des  ersten  Buches  abgehandelt  worden.  Und  aus  diesen  kurzen 
Porismen,  entgegnen  wir,  sollen  bei  Arabern  und  deren  Nachfolger  drei 
ganze  Bücher  geworden  sein?  Für  so  selbständig  halten  wir  die  Araber 
nicht  Schade,  dass  Abü'l  Wafä's  Commentar  zu  Diophant  unwieder- 
bringlich verloren  scheint,  er  hätte  vielleicht  Licht  in  das  Dunkel  ge- 
bracht. Wir  haben  diese  Behauptungen,  denen  wir  nicht  ein&ch  zu- 
zustimmen vermögen,  hervorgehoben,  um  die  ganze  Bedeutsamkeit  der 
Tannerj'schen  Einleitung  erkennen  zu  lassen.  Unter  den  sonstigen  Be- 
standtheilen  des  IL  Bandes  nennen  wir  jene  Beohnungsanweisong  für 
Sexagesimalzahlen,  welche  durch  Herrn  C.  Henry  einst  mangelhaft  heraus-  ^Ic 
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gegeben  war.  Wir  nennen  hetonische  Bmclistficke,  welche  in  der  Hand- 
schrift, der  sie  entstammen,  sicherlich  irrig,  wie  auch  Herr  Tannery  er- 
klärt, unter  dem  Namen  Diophanfs  erscheinen.  Wir  nennen  einen 
Commentar  zu  Diophant  von  Georg  Pachymeres  (1242  —  nach  1308),  dem 
grössten  byzantinischen  Polyhistor,  wie  er  in  Emmbacher's  Byzantinischer 
Literaturgeschichte  heisst»  der  aber  jenes  ehrende  Beiwort  ganz  gewiss  nicht 
um  dieses  damals  noch  nicht  herausgegebenen  Commentares  willen  erhalten 
würde.  In  den  heronischen  Bruchstücken  sind  8.16  lin.  18  —  S.17  lin.2  zwei 
in  Zusammenhang  stehende ,  uns  aber  unverständliche  Aufgaben  mitgeCheili 
Herr  Tannery  verweist  in  einer  Anmerkung  auf  Aehnliches  in  der 
Heronausgabe  von  Hultsch,  Oeometria  101 ,  9.  Sollte  das  nicht  ein 
Druckfehler  für  101,  11  sein?  An  letzterem  Orte  finden  sich  wenigstens 
die  in  dem  neuen  Bruchstücke  vorkommenden  Zahlen  wieder.     Cahtor. 


Musioi  Scriptores  Oraed.  Aristoteles.  Euclides.  Nicomachus.  Bacchius. 
(jaudentius.  Alypius  et  Melodiarum  veterum  quidquid  ezstat 
Becognovit,  prooemiis  et  indice  instroxit  Carolus  Janub.  (Bibliotheca 
scriptorumgraecorumetromanommTeubneriaDa.)Lip8iaeMDCGCXCV 
in  aedibus  B.  0.  Teubneri.    XCHI,  503  pag.   Annexae  sunt  tabuke. 

Jede  Kunst,  vielleicht  am  meisten  die  Musik,  hat  eine  Wissenschaft 
zur  Begleiterin.  Es  wird  wohl  geschichtlich  so  gegangen  sein,  dass  zuerst 
die  Kunst  ihre  wankenden  Schritte  erfahrungsm&ssig  regeln  lernte,  dass 
dann  die  Wissenschaft  sich  zu  ihr  gesellte  imd  m  Gesetzesform  kleidete, 
auch  schärfer  begründete,  was  bis  dahin  nur  üebung  war.  Ob  dann 
weiterhin  dem  Praktiker,  ob  dem  Theoretiker  die  eigentliche  Führung  zu- 
fiel, das  wird  bei  verschiedenen  Völkern  und  in  verschiedenen  Zeiten  sich 
selbst  so  verschieden  verhalten  haben,  dass  eine  einheitliche  Beantwortung 
der  Frage  zur  Unmöglichkeit  wird,  unter  den  griechischen  Schriftstellern 
über  Musik,  welche  wir  kennen,  waren  Männer  strenger  Wissenschaft, 
ihre  Schriften  waren  Theile  der  Mathematik,  und  so  kommt  es,  dass  eine 
Sammlung  griechischer  Musikschrifteteller  an  diesem  Orte  besprochen  werden 
darf,  von  uns  besprochen  werden  darf,  wiewohl  wir  über  keine  der  beiden 
Eigenschaften  verfügen,  durch  welche  H.  Carl  von  Jan  so  recht  eigentlich  zum 
Herausgeber  der  Sammlung  bestimmt  war,  philologisches  Wissen  und  musikali- 
sches Können.  In  dem  Bande  der  Musiä  scriptores  Oraeci  sind  keineswegs  alle 
griechischen  Schriftsteller  vereinigt,  welche  man  hier  suchen  könnte.  Wenn 
Westphal  1865  die  Plutarch  zugeschriebene  Schrift,  Marquard  1868  den 
Aiistoxenus,  Hiller  1878  den  Theon  von  Smyma,  G.  von  Jan  selbst 
1882  den  Arisüdes  herausgab,  wenn  Ptolemaeus,  Porphyrius  in  guten 
alten  Ausgaben  vorhanden  sind^  so  bot  dieses  eine  Veranlassung,  die  be- 
treffenden  Schriften  wegzulassen,   ohne   dass  dadurch  der  Band  aufhörte, 
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eine  erhebliche  Stärke  za  besitzen.  Manches  haben  zu  diesem  umfange 
die  Einleitnngen  beigetragen ,  welche  der  Herausgeber  den  Einzelschriften 
vorausschickte,  und  in  welchen  die  Fragen  nach  den  einzelnen  Verfassern 
sowie  nach  der  Herkunft  ihrer  Lehren  nicht  weniger  genau  als  die  der 
Textgeschichte  erörtert  sind,  wenn  auch  die  Letztere  schon  der  um- 
fassenden Einleitung  zum  ganzen  Baude  als  Inhalt  dient.  Der  Heraus- 
geber hat  an  die  Spitze  gestellti  was  an  Stellen  über  Musik  sich  zerstreut 
bei  Aristoteles  findet.  Dann  folgen  die  sogenannten  musikalischen  Pro- 
bleme des  Aristoteles,  die  aus  verschiedenen  Quellen  zusammengeflossen 
sein  mögen;  der  Herausgeber  vermuthet  in  Theophrant,  in  Heraklides 
Persönlichkeiten,  welche  bei  der  Formgebung  der  Aufgaben  mitgewirkt 
haben.  Der  Mathematiker  wird  mit  Vorliebe  bei  den  20  Sfttzen  des 
Euklid  verweilen,  welche  die  Form  von  dessen  Elementen  so  genau  nach- 
bilden,  dass  man  sich  nur  wundert,  das  Weis  su  beweisen  war  oder 
Was  tu  machen  war  zu  vermissen.  Li  der  Einleitung  zur  euklidischen 
Schrift  ist  ein  sinnentstellender  Dmckfehler  leicht  zu  verbessern.  Seite  125 
Note  2  muss  es  dadecaeäarum  statt  icosaeärum  heissen.  Die  früher  für 
euklidisch  gehaltene  Einführung  in  die  Harmonielehre  höaycayri  aQiwvMtl 
ist  aufgenommen.  Als  Verfasser  ist  Eleonides  angegeben,  und  in  der  That 
ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  damit  das  Richtige  getroffen  wurde,  sehr 
gross.  In  einer  Handschriften&milie  findet  sich  dieser  Verfassemame, 
und  als  Bestätigung  dienen  Bandglossen  zu  einer  Handschrift  des  Aristo- 
xenus,  in  welchen  für  Dinge,  die  genau  in  gleicher  Beihenfolge  in  der 
Einführung  in  die  Harmonielehre  erscheinen,  auf  Eleonides  verwiesen  ist. 
Das  Handbüchelchen  des  Nikomachus  giebt  Gelegenheit  zu  einer  Ein- 
leitung (S.  211 — 234),  welche  das  Wissen  von  diesem  trefflichen  Arithmetiker 
m  manchen  Theilen  ergänzt  Der  Herausgeber  spricht  dabei  (Seite  212 
und  232)  eine  Ansicht  aus,  welche  auch  Beferent  in  der  ersten  Ausgabe 
des  L  Bandes  seiner  Geschichte  der  Mathematik  kundgab,  in  der  zweiten 
Ausgabe  aber  strich,  weil  ein  hochachtbarer  Philologe  brieflich  die  Un- 
möglichkeit behauptete,  die  Ansicht  nftmUch,  die  von  Ast  herausgegebenen 
SsoXoyaviuva  a^i^fiiprixa  könnten  von  JambUchus  herrühren.  Die  noch 
weiter  angenommenen  Schriften  eines  Bacchius,  Gaudentius,  Aljpins  ge- 
hören späteren  Zeiten  an,  die  bei  Kaiser  Konstantin  beginnen.  Mit  grossem 
Interesse  wird  man  am  Schlüsse  des  Bandes  die  altgriechischen  Melodien, 
welche  in  einem  Papyrus  und  bei  Ausgrabungen  in  Delphi  aufgefunden 
sind,  in  heutiger  Notenschrift  abgedruckt  finden.  Cantob. 


Die  Theorie  der  Parallellinien  von  Euklid  bis  auf  Gauss.    Eine  Urkunden- 
sammlung  zur   Vorgeschichte    der  nichteuklidischen   Geometrie  in    t 
Gemeinschaft  mit  Friedrioh  Engel  herausgegeben  von  Paul  Stäokel.ö 
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Mit  145  Figuren  im  Text  und  der  Nachbildiug  eines  Briefes  yon 
Oanss.  Leipzig  1895,  bei  B.  Ot.  Tenbner.  X,  325  Seiten. 
,, Dieses  Buch,  so  sagen  die  Herausgeber  in  dem  Vorwort,  soU  nicht 
eine  Oeschichte  der  Parallelentbeorie  sein . . .  Nur  einen  Beitrag  dazu  wollen 
wir  geben  y  indem  wir  die  älteren  üntersachangen  über  die  Parallelen- 
theorie  daraufhin  betrachten,  in  wie  weit  sie  ftlr  die  nichteuklidiscbe 
Geometrie  yon  Bedeutung  sind.*  Wir  können  mit  gutem  Gewissen  sagen, 
dass  diese  in  sehr  bescheidenen  Grenzen  sich  haltende  Ankündigung  mehr 
als  nur  erfüllt  wird,  und  dass  wir  überrascht  waren,  wie  viel  Neues  and 
Wichtiges  Herr  Stäckel  aufzufinden  wusste.  Wir  sagen  Heim  Stfiokel,  da 
ihm  augenscheinlich  der  Gedanke  des  Buches  angehört,  ihm  aber  auch  der 
Löwenantheil  an  der  Ausarbeitung,  und  wir  sind  überzeugt  im  Sinne  des 
Mitarbeiters  selbst  zu  reden,  wenn  wir  der  grösseren  Leistung  auch  den 
Hauptantheil  an  dem  yerdienten  Lobe  zuweisen.  Ein  Bericht  über  den 
Inhalt  ist  nur  in  zwei  Formen  möglich,  entweder  sehr  ausführlich  oder 
sehr  kurz,  und  man  wird  es  dem  Herausgeber  dieser  Abtheilung  der  Zeit- 
schrift, in  dessen  Bedactionsmappe  zahlreiche  Beitrftge  des  Abdruckes 
harren,  um  so  weniger  verübeln,  wenn  er  die  kürzere  Form  wShlt,  als  er 
für  die  ganze  Schrift  recht  viele  Leser  wünscht  und  erhofft.  Es  sei  uns 
daher  gestattet,  uns  mit  den  wenigen  Angaben  zu  begnügen ,  dass  in  dem 
Bändchen  folgende  Arbeiten  zum  Abdrucke  gelangten:  1.  Die  32  ersten 
Sätze  des  I.  Baches  der  euklidischen  Elemente.  2.  Der  Parallelenbeweis 
yon  Wallis«  3.  Die  geraume  Zeit  in  Vergessenheit  gerathene  Schrift  yon 
Saccheri,  welche  erstmalig  die  Folgen  erörtert,  welche  sich  daran  knüpfen 
würden,  wenn  die  fünfte  euklidische  Forderung  nicht  erfüllt  würde,  aller- 
dings ohne  das  Eintreffen  dieser  Voraussetzung  für  möglich  zu  halten. 
4.  Lambert's  Theorie  der  Parallellinien  yon  1766  (yeröffentlicht  1786),  die 
darin  über  Saccheri  hinausgeht,  dass  sie  auf  der  Kugel  und  auf  der  imagi- 
nären Kugel  zwei  Voraussetzungen  erfüllt  sieht,  welche  auf  der  Ebene  un* 
möglich  sind.  5.  Die  geringfügigen  Bruckstücke,  welche  Gauss  über  den 
Gegenstand  zu  Papier  brachte.  6.  Die  Theorie  der  Parallellinien  yon 
Taurinus,  deren  Druck  1825  yoUzogen  wurde,  die  aber  doch  yon  Herrn 
Stäckel  erst,  man  darf  wohl  sagen,  entdeckt  worden  ist,  ein  Vorläufer  der 
absoluten  Geometrie  im  ganzen  Sinne  des  Wortes.  Zwischen  diesen  Ver- 
öffentlichungen zieht  sich  eine  fortwährende  Erzählung  durch  das  ganze 
Bändchen,  in  welcher  der  Leser  auf  die  Bedeutung  der  einzelnen  Stücke 
hingewiesen  wird  und  die  eigentliche  Geschichte  der  niehteuklidischen 
Geometrie  kennen  lernt.  Cantor. 
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38.  Anwendung  der  Theorie  der  Differentialinvarianten  auf  die  Untersuchung  der 

algebraischen  Integrirbarkeit  der  linearen  homogenen  Differential- 
gleichungen.   G.  Wallenberg.    Grelle  GXHI,  1. 

39.  üntersuchang  der  durch  die  eine  homogene  Belation  yiP  —  ^»jf^  y^•"yp  +  i=0 

verbundenen  Integrale  einer  homogenen  linearen  Differentialgleichung. 
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40.  Bemerkongen  zur  Theorie  der  Differentialgleichungen.    Ludw.  Schlesinger. 

Grelle  GXIV,  143. 
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42.  üeber  die  von  Poincard  gegebene  Erweiterung  des  Gauchy^sohen  Satzes  von 

der  Existenz  der  Integrale  gewöhnlicher  Differentialgleichungssysteme. 
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43.  Zu    Boards    Methode   der   Integration   eines   Sjstemes   simnltaner   partieller 

Differentialgleichangen    ereter  Ordnung.     £.  Schultz.      Grün.  Archiv 
2.  B.  XIII,  816. 

44.  Zur  Transformatiou  eines  Systems  linearer  partieller  Differentialgleichungeii. 

Ernst  Schultz.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XL^  302. 

45.  Ueber  die  partiellen  Differentialgleichungen ,  denen  die  symmetrischen  Fanctionen 


der  Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung  geuQgen.   £.  Netto.  Zeitschr. 
Math.  Phys.  XL,  875  [vergl.  Bd.  XXXIX  Nr.  22]. 
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CXIV,  116. 
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Dreieoksgeometiie. 
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50.  Triangles  doublement  orthologiques.    E.  Lemoine.    J.  Neuberg.     Mathesis 

Sär.  2,V,  198,  227. 

51.  Sur  les  centres  isogones.    H.  Mandart.    Mathesis  Sär.  2,  V.  153. 

52.  Sur  4 points situ^  sur  uue  circonfdrence.    E.  Lemoine.    Mauiesis  S^r.  2 ,  V,  53. 

—  Däprez  ibid.  54. 

58.  Sur  Taxe  d^omologie  du  triangle  fondamental  et  dn  triangle  de  Brocard. 
G.  Tarry.    Mathesis  Sdr.  2,V,  5. 

54.  Ellipse  passant  parsiz  points  d*un  triangle.    Droz-Farny.     Mathesis  S^.  2, 

V,  258. 

55.  Sur  quelques  coniques  da  plan  d'un  triangle  ABC.    J.  Neuberg.     MathesiB 

Sär.  2,V,  60.  —  A.  C.  ibid.  117.  —  Droz-Farny  ibid.  126. 

56.  Sur  un  artide  de  M'.  Neuborg.    Droz-Farny.    Mathesis  Sdr.  2.7,  226. 

57.  Sur  une  conique  contenant  siz  points  se  rapportant  k  un  triangle.    D^prea. 

Mathesis  S^r.  2,y,  2L 

58.  Conditions  pour  Tägalit^  des  bissectrices.    Soons.    Mathesis  Sdr.  2,  V,  261. 

59.  Thöor^mes  de  g^om^trie  dl^mentaire.    B.  Jonesco.     Mathesis  S6r.  2,V,  157. 

60.  Note  sur  le  triangle.    Juan  y  Dur  an  Loriga.    Mathesis  B6r,  2,  V,  85. 

61.  Construire  un  triangle  avec  diverses  doun^es  de  la  gäom^trie  r^cente  du  tiiangle 

Däprez.    Mathesis  S^r.  2,  V,  203. 

Sllipso. 

62.  Tangentes  ä  Tellipse  tir^es  d*un  point  quelconque  d*une  diagonale  du  rectangle 

de    ses    azes.     Hacken,    Droz-Farny.    Mathesis    S^r.  2,7,74.    — 
E.  Lemoine  ibid.  75. 

63.  Sur  une  courbe  däcrite   au  moyen  d*une  ellipse.    Yladimirescu.     Mathesis 

Sör.  2,V,  72. 

64.  Sur  une  certaine  enveloppe.    Desaini    Mathesis  S^r.  2,V,  8. 

65.  Resumd  des  propridt^s  concemant  les  triangles  d'aire  maximum  inscrits  dans 

Tellipse.    E.  N.  Barisien.    Mathesis  S^r.  2,  V,  42.  —  Däprez  ibid.  81. 

—  Tzitz^ica  ibid.  83. 

66.  Sur  deuz  ellipses  £,  b'  dont  e'  a  pour  sommets  les  points  de  rebroussement  de 

la  dävelopp^e  de  e.    Bastin  u.  Droz-Farny.    Mathesis  86t.  2,y,  22. 

67.  Quatre  ellipses  nomothdtiques  passant  par  un  point    Gl.  Servais,  Barisien, 

Droz-Farny,  Döprez.    Mathesis  Sör.  2,V,  167. 
VergL  Dreiecksgeometrie  54.    Kreis  174.    Krümmung  183. 

EUiptiiohe  Traaseendenten. 

68.  Partialbruchzerlegungen  in  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen.  P.  G  fl  n  t  h  e  r. 

Grelle  CXHI,  262. 
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72.  Döveloppementdu  prodüit  (i+aj^ITi)  (i+a;iJ/IT)  (n-«<^^)  (l+a?»^^). .. 
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74.  Ueber    das    Trägheitsgesetz    der    quadratischen   Formen.     G.   Frobenius. 

Grelle  GXIV,  187. 

75.  Ueber  die  Classification  der  nicht  homogenen  qaadratischen  Formen  und  der 
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Archiv.  2.  R.  XIII,  268. 

83.  Die  Steiner*schen  Polygone.    E.  Gzuber.    Grelle  GXIV,  312. 

84.  Sur  quelques  points  de  la  theorie  des  courbes  et  des  surfaoes   algäbriques. 

G.  Humbert.    Joum.  Math.  Sär.  4,  X,  169.  -  P.  Painlev^  ibid.  203. 

85.  Sur  les  courbes  algäbriques.    Gob.    Mathesis  S^r.  2,7,  183. 

86.  Gonstrnction  derFocalcurve  aus  sechs  gegebenen  Punkten.  R.  Mü  1 1  e  r.    Zeitschr. 

Math.  Phys.  XL,  337. 

87.  Ueber  ebene  Gurven  dritter  Ordnung.    E.  Kötter.    Grelle  GXIV,  170. 

88.  Gonstructionen  der  Gurven  dritter  Ordnung  aus  neun  gegebenen  Punkten  und 

Gonstruotion  des  neunten  Punktes  zu  acht  Grundpxmkten  eines  Büschels 
von  Gurven  dritter  Ordnung.    Ghr.  Beyel.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XL,  99. 

89.  Ueber  einige   besondere   Gurven   des  dritten  Grades  und  solche   der  dritten 

Klasse.    6.  Sporer.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XL,  159. 

90.  Metrische   Eigenschaften   der  cubischen  Raumcurven.     R.  Sturm.    Zeitschr. 

Math.  Phys.  XL,  1. 

91.  Metrische  Strahlencongruenzen  bei  einer  cubischen  Raumcurve.    H.  Krüger. 

Zeitschr.  Math.  Phys.  XL,  193. 

92.  Metrische  Eigenschaften  der  cubischen  Raumcurven.    R.  Mehmke.    Zeitschr. 

Math.  Phys.  XL,  211. 

93.  Sur  le  mouvement  de  deux  points  sur  deux  courbes  donn^es  assujetti  k  la 

loi  que  les  droites  men^es  de  ces  points  M,  üf  ä  un  point  donn^  O 
divisent  harmoniquement  un  angle  donn^  ÄOB,  L.  Meurice.  Matheeis 
S^r.  2,  V,  143.  —  Gl.  Servals  ibid.  145. 

94.  Ueber  den  E^eiecksinbalt  und  sein  duales  Analogen.  E.  Busche.  Grelle  CXI^',  1.      ^ 

Hlit-lit  Abth.  der  Zoitachr.  f.  Math.  u.  Pbys.  41.  Jahrg.  1896.  S.Heft.  D^itized  by  VjOOg IC 
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95.  Si  deus  trian^les  bomologiqaes  ont  lears  oötäs  perpendiciüaireB,  Taxe  d%omo- 

logie  divise  en  deuz   parties  Egales  le  distance  des   deax  orthooentres. 
So n dat.    MathesiB  S^r.  2,7,  265, 

96.  Triangles  orthohomologiques.    J.  Neuberg.    Matheeis  S^r.  2,y,  267. 

97.  Ueber  doppelt -centriacEe  Vierecke.  Chr.  Beyel.  Zeitschr.  Math.  Phys.  XL,  372. 

Vergl.  Absolute  Geometrie.  Dreiecksgeometrie.  Bllipse.  Kegelschnitte. 
Kinematik.  Kreis.  Krümmung.  Mehrdimensionale  Geometrie.  Oberflächen. 
Singularitäten.    Topologie. 

Oetchiobte  ddr  Kathematik. 

98.  Der  Unterricht  in  der  Geschichte  der  Mathematik  an  der  technischen  Hoch- 

schule in  München.    A.  v.  Braunmühl.    Biblioth.  math.  1895,  89. 

99.  Math^matiques  et    math^maticiens.    P.  Mansion.    Mathesis  S^r.  2,y,  184. 

100.  Sur  la  publication  de  vocabulaires  math^matiques.    P.  Mansion.    Mathesis 

Sör.  2,  V,  86. 

101.  Die  Fraaen  in  den  ezacten  Wissenschaften.    G.  Valentin.    Biblioth.   math. 

1895,  65. 

102.  Ptolemaeus   de  Analemmate.    J.  L.  Heiherg.    Zeitschr.   Math.  Phja.  XL, 

Suppl.  1. 

103.  Historische  Miscellen.    A.  Witts tein.     Zeitschr.    Math.   Phjs.   XL.    Hist- 

liter.  Abthlg.  1. 

104.  Aus  Manuscripten  und  einer  früheren  Publication.    A.  Wittstein.    Zeitschr. 

Math.  Phys.  XL.    Hist- liter.  Abthlg.  121,  228. 

105.  Zur  Geschichte  des  Sinus.    Jul.  Buska.    Zeitschr.  Math.  Phjs.  XL.    Hist- 

liter.  Abtblg.  126. 

106.  Zur  Geschichte  des  Jacobsstabes.    H.  Suter.    Biblioth.  math.  1895,  13. 

107.  Ueber  einen  Satz  des  Nastr- Eddin.    M.  Curtze.    Biblioth.  math.  1895,  33. 

108.  Die    Mathematik    bei   den   Juden.    M.  Steinschneider.     Biblioth.    math« 

1895,  19,  43,  97  [vergl.  Bd.  XL  Nr.  118]. 

109.  Zur  Geschichte  der  vollkommenen  Zahlen.  M.  Curtze.  Biblioth.  math.  1895, 39. 

110.  Weiteres  über  das  Josephsspiel.    M.  Curtze.    Biblioth.  math.  1895,  84. 

111.  Anonyme    Abhandlung    über    das    Quadratum    geometricnm.     M.    Cnrtae. 

Zeitschr.  Math.  Phys.  XL.    Hist.- liter.  Abthlg.  161. 

112.  Ueber  die  Heimath  von  Johannes  de  Lineriis.    M.  Curtze.    Biblioth.  math. 

1896,  105. 

113.  Der  Algorismus  des  Sacrobosco.    M.  Curtze.    Biblioth.  math.  1895,  36. 

114.  Zur  Geschichte   der  Progressionen  im   Mittelalter.     M.   Curtze.     Biblioth. 

math.  1895,  118. 

115.  Dominicus  Parisiensis.    M.  Curtze.    Biblioth.  math.  1895,  307. 

116.  Die  Handschrift  Nr.  14836  der  KöniffL  Hof-  und  Staatsbibliothek  in  München. 

M.  Curtze.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XL,  Suppl.  75. 

117.  Mathematisch- Geschichtliches     aus     dem    Cod.    lat.    Monacensis  Nr.    14906. 

M.  Curtze.    Grün.  Archiv  2.  B.  XllI,  388. 

118.  Arithmetische   Scherzaufgaben   aus   dem  XIV.  Jahrb.    M.  Curtze.    Biblioth. 

math.  1895,  77. 

1 19.  Alte  Scherzaufgaben  in  deutscher  Sprache.  M.  C  u  r  t  z  e.  Biblioth.  math.  1895, 1 10. 

120.  Zur    Geschichte    der    Mathematik   im  XIV.   und  XV.   Jahrb.     M.    Curtse. 

Biblioth.  math.  1895,  1. 

121.  Zur  Zahlentheorie  aus  dem  XV.  Jahrh.    M.  Curtze.    BibUoth.  math.  1895,37. 

122.  Ein   Beitrag   zur    Geschichte   der  Algebra   in  Deutschland   im  XV.  Jalirh. 

M.  Curtze.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XL,  Suppl.  32. 

123.  Die  abgekürzte   Multiplication.     M.   Curtze.     Zeitschr.    Math.    Phys.   XL. 

Hist.- liter.  Abthlg.  7. 

124.  Per  Leon  Battista  Alberti.    Gino  Loria.    Biblioth.  math.  1895,  9. 

125.  Desargues  a  la  geometria  numerativa.    Gino  Loria.    Biblioth. math.  1895, 51. 

126.  Sur   TEuclide    de    Henrion    de    1676.     P.    Mansion.     Mathesis  S^r.  2,  Y, 

Supplement. 

127.  Citations  de  Laplace.    J.  Massau.    Mathesis  Sär.  2,V,  156,  157. 

128.  Nikol    Iwanow.     Lobatschefskij.     A.  Was siljef  (Friedr.  Engel).     Zeitschr. 

Math.  Phys.  XL  Suppl.  205. 

129.  Autobiographie  von  Gottnold  Eisenstein.  F.  Budio.   Zeitschr.  Math.  Phys.  XL, 

Suppl.  142. 

130.  Briefe  von    G.    Eisenstein    an  M.   A.   Stern.     A.  Hurwitz  und  F.  Kudio. 

Zeitschr.  Math.  Phys.  XL,  Suppl.  169. 
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131.  Wilhelm  Stahl  (8./1X.  1846— 19./IV.  1894).    Th.  Reye.    Grelle  CXIV,  46. 

132.  Hermann  von  Helmholtz  f  8./1X.  1894.    L.  Fncbs.    Grelle  GXIV,  353. 

133.  Arthur Gayley(16./VIII.  1821— 26./1. 1896).  P.  Mansion.  Mathesis  S^r.2,V,84. 

134.  Poor  le  80.  anniversaire  de  M'    Weieratrass.     Mathesis  Sär.  2,  V,  273. 

GloiohimgeiL 

135.  Ueber  die  Zerlegung  ganzer,  ganzzahliger  Functionen  in  irreductible  Factoren. 

M.  Mandl.  ^Grelle  GXIII,  252. 

136.  Ueber  Transformation   und  numerische   Lösung   der    cubischen    Gleichung. 

E.  Hoppe.    Grün.  Archiv  2.  R.  XHI,  95. 

137.  B^alit^  des  racines  de  T^quation 

_!_+_>_ +  _!_  =  1. 

x  +  a       x  +  b        x-^-  c        X 

E.  Barbette    etc.    Mathesis   S6r.  2,  V,   277.   —   Poort  ibid.   278.  — 
Man  dar  t  ibid.  278. 

138.  Sur  IMquation  bicarr^e.    L.  Her  mite.    Mathesis  Sdr.  2,  V,  11. 

139.  Theorie  der  An-  und  Umläufe  und    Auflösung    der    Gleichungen    vierten, 

fünften  und  sechsten  Grades  mittelst  goniometrischer  und  hyperbolischer 
Functionen.    Wold.  Heymann.    Grelle  GXlll,  267. 

140.  On  the  Sextic  resolvent  equations  of  Jacobi  and  Eronecker.    A.  Gaylev 

Grelle  GXHl,  42. 

141.  Probleme  d*arithm^tique.    J.  N.  Noel.    Mathesis  S^r.  2,V,  140. 

142.  Kurze  Ableitung  der  Bedingungen,  dass  zwei  algebraische  Gleichungen  mehrere 

Wurzeln  gemein  haben.    J.  Lüroth.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XL,  247. 

143.  Ueber    den    Grad    der    Eliminations- Resultante     eines    Gleichungssvstems. 

K.  Th.  Vahlen.    Grelle  GIXHI ,  348. 

144.  Zwei  algebraische  Aufgaben  mit  Lösungen.    Amt  hör.    Grün.  Archiv  2.  R. 

Xni,  407,  423.  —  G.  Davids  ebenda  416,  430. 

145.  Elimination  de  trois   quantitäs  entre  trois   Equations  du  8.   degrd  et  une 

Donation  du  1.  degr^     Fauquembergue.    Mathesis  S^r.  2,  V,  91,  207. 
Vergl.  Invariantentheorie  153. 

Graphische  Statik. 

146.  Deber   die   reciproken    Figuren   der  graphischen   Statik.     Friedr.   Schur. 

Zeitschr.  Math.  Phys.  XL,  48. 

H. 

Hydrodynamik. 

147.  Etudes  sur  Temploi  des  percussions  dans  la  throne  du  mouvement  d*un  solide 

plongä    daus    un    solide.      H.   Willotte.     Journ.   Math.  S^r.  4,  X,  98 
[vergl.  Bd.  XL  Nr.  476]. 

Hyperbel« 

148.  Ueber  eine  Erzeugungsweise  der  Hyperbel  als  Enveloppe.    W.  Rulf.    Grün. 

Archiv  2.  R.  XIll,  90. 

149.  Sur   rhyperbole    ^quilat^re    passant  par  4  pointe  donn^s   au   moyen  d^une 

ellipse.    Gillet.    Mathesis  Sär.  2,  V,  147.  —  Gl.  Servais  ibid.  149. 

Hyperelliptisehe  Transcendenten. 

150.  Ueber  die  von  Herrn  Fuchs  gegebene  Ausdehnung  der  Legendre'schen  Relation 

auf  hyperelliptische  Integrale.    E.  Th.  Yahlen.    Grelle  GXIV,  47. 

I. 

Imaginäres. 

151.  Additionslogarithmen  für  complexe  Grössen.    R.  Mehmke.    Zeitschr.  Math. 

Phys.  XL,  16. 

Invariantentheorie« 


1 52.  Biegungscovarianten  und  Differentialparameter.   P.  S t ä c k  e l.   Grelle  GXIII,  58, 

153.  Sur  le  sous-discriminant  (ou  covariant  biquadratique  li^  k  Tavant-dernier 

'""'  "^    "        *         Journ. 

}trie  192. 
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terme  de  T^quation  auz  carr^s   des    diff^rences.    R.  Perrin.     Journ. 
Mathem.  S^r.  4,  X,  129. 
Vergl.  Differentialgleichungen  87.   Formen.   Mehrdimensionale  Geometrie  192. 
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Irratloiulnihlwi. 

154.  Sar  le  prodoit  nniqne  de  denx  nombres  irrationnels.    E.  Gesaro.    Mathesis 

S6r.  2,V,  166. 

K. 

KegelMlmiito. 

155.  Anwendung  eines  Abbildungsprincips  zur  Untersachong  von  Conren  zweiten 

Qrades.    St.  Glaser.    Oron.  ArchiT  2.  B.  XIII,  113. 

156.  Ueber  die  Anzahl  der  Ee^elschnitto,  welche  durch  Punkte,  Tangenten  und 

Normalen  bestimmt  sind.    A.  Wim  an.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XL,  296. 

157.  Th^orömes  de  Garnier,  Timmermanns,  Quetelet,  Dandelin  sur  lee  coniques. 

Mathesis  Sär.  2,7,  197. 

158.  Sur  un  tb^or^me  de  Ponoelei    J.  Neuberg.    Mathesis  S^r.  2,V,  13. 

159.  Eigenschaften     der     imaginären     Brennpunkte     der      Centralkegelschnitte. 

Fr.  Rogel.    Grün.  Archiv  2.  B.  XIII,  297. 

160.  Gerde  et  parabole  ainsi  que  cerole  et  hyperbole  joissant  de  la  propriätä  qae 

la  polaire  räciproque  de  la  conique  par  rapport  au  cercle  est  aussi  la 

e>laire  r^ciproque  du  cercle  par  rapport  ä  la  conique.     Gl.  Servaie. 
athesis  S^r.  2,  V,  288. 

161.  Sur  un  groupe  de  coniques  inscrites  un  circonscrites  ä  un  triangle.     N.  Gh. 

Spijker.    Mathesis  Sör.  2,7,  105,  176. 

162.  Gonique   se  lap^ortant  ä  un   qnadrilatäre.    Lemoine,   Mandart,   Dros- 

Farny,  Fairon.    Mathesis  Sär.  2,7,  173.  —  Barisien,  J.  Jonesco 
ibid.  174. 

163.  Trouver  une  conique  teile  que  les  polaires  des  sommets   d*un  quadrilat^e 

donnä  forment  un  quadrilatäre  ägal  ä  un  second  quadrilatöre  donn^. 
GL  Servais.    Mathesis  B6r,  2,7,  274. 

164.  Ueber  den  Schwerpunkt  der  gemeinschaftlichen  Punkte  eines  Keffelschnittes  und 

einer  Gurre  dritten  Grades,    fi.  Sporer.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XL,  881. 

165.  Enveloppe  et  trajectoires  orthogonales  de  oertaines  drconf^renoes.    Brocard, 

Gollette.    Mathesis  S^r.  2, 7,  209. 

166.  Lieu  d*un  point  tel  que  les  axes  des  deuz  paraboles  passant  par  les  points 

d'inddience  des  normales  menäes  de  ce  point  ä  une  ellipse   donnäe  se 
coupent  snrcetteellipse.  Gillet,  Droz-Farny,  J.  Jonesco,  Gristescu. 
Ma&esis  S^r.  2,7,  212. 
7ergl.  Dreiecksgeometrie  54.  55.  56.  57.     Ellipse.     Hyperbel.    Eränunnng 
182.  183.    Parabel. 

Xettsnbrftehe. 

167.  Sur  la  g^ndralisation  des  fractions  continues  algäbriques.    H.  Pad^    Jouni. 

Mathem.  S^r.  4,  X,  291. 


168.  Ueber  die  Wendepole  einer  kinematisdien  Kette.   F.  Witten bauer.  Zdtschr. 

Math.  Phys.  XL,  91. 

169.  Ueber  den  Beachleunigungspol  der  zusammengesetzten  Bewegung.    F.  W  i  1 1  e n- 

bauer.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XL,  151. 

1 70.  Die  Beschleunigungspole  der  kinematischen  Kette.  F.Wittenbaner.  Zeitsdir. 

Math.  Phys.  XL,  278. 

171.  TrouTcr  par  des  consid^rations  cinämatiques  ou  infinitesimales  la  tangente 

d*une  certaine  courbe.    G.  de  Longchamps.     Mathesis  Sär.  2 ,  7, 230.  — 
Meurice  ibid.  282.  —  G.  Servais  ibid.  288. 

172.  Ueber   die  mechanische   Erzeugung  der  orthogonalen    Projectionen    ebener 

Gurren,   der  Ellipsen   und   der  Trochoiden.    M.  Delaunay.    Zdtschr. 
Math.  Phys.  XL,  242. 
178.  Ueber  eine  gewisse  Klasse  von  übergeschlossenen  Mechanismen.    B.  Müller. 
Zeitsohr.  Math.  Phys.  XL,  257. 

Kreis. 

174.  Propriät^s  des  cercles  de  Ghasles.     E.  N.  Barisien.    Mathesis.  Sär.  2,  7, 

129,  158,  241. 

175.  Quelques  propri^täs  angulaires  des  cercles.    A.  Poulain.    Mathes.  Sdr.  2,  7, 
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176.  18  Auflösungen  des  Malfatti'schen  Problems.    G.  Davids.    Gran.  Archiv  2. 

B.  xni,  10. 
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177.  Points  d'nne  oirconference  formant  un  groope  ^qnianharmoniqae.  Gl.  Servals. 

Mathesis  Sär.   2,  V,   167,   169.   —   D^prez  ibid.   168,  170.   —   Dros- 
Farny  ibid.  170. 

178.  Triangle   polaire   k  aire   minimum   d*im    triangle   donn^.     Dros-Farny, 

Hacken.    Mathesis.  S^r.  2,  V,  172.  —  D^pres  ibid.  173. 

179.  Inscrire    dans  an  cercle  donn^   un  qaadrilatöre  dont  on  connait  les  trois 

diagonales.    Mathesis  Sär.  2,  Y,  12. 

180.  Sur  denx  droonförences  däcrites  au  mojren  d*une  corde  fixe  et  d*nne  corde 

mobile  de  lougueur  invariable  d*une  ciroonförence  donn^e:  Poort,  DroE- 
Farnj,  J.  Jonesco,  DäproE,  Betali.    Mathesis  S^r.  2,  V,  52. 
Vergl.  analyt.  Geometrie  a.  Ebene  16. 17.   Dreiecksgeometrie  52.  Quadratur215. 

Xrfliimuiig. 

181.  Sur  la  courbure  du  contour  apparent  d*une  surface.    M.  d*  0  cagne.   Mathesis 

Sör.  2,  V,  Supplement. 

182.  Constructionen  der  ^rümmungsmitfelpunkte  von  Kegelschnitten.    Einkelin. 

Zeitschr.  Math.  Phys.  XL,  58. 

183.  Beweis  eines  Satzes  von  Jacob  Steiner  über  die  Erümmungskreise   einer 

Ellipse.    B.  Sporer.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XL,  123. 

184.  Constructions  linäaires  du  centre  de  courbure  des  podaires.    M  d*Ocagne. 

Mathesis  S^r.  2,V,  87. 
Vergl.  Mehrdimensionale  Geometrie  198.    Oberflächen  197. 

WL 

Magaetismiit. 

185.  Allgemeine  LOsung  d.  Magnetisirnngsgleiohungen  für  den  Ring.   I  gn.  Schütz. 

Grelle  GXm,  161. 

Kedumik. 

186.  Ueber  den  Fall  der  Statik ,  in  welchem  das  virtuelle  Moment  einen  negativen 

Werth  besitzt.    L.  Henneberg.    Grelle  GXfll,  179. 

187.  CJeber  den  analytischen  Ausdruck  des  Huygens'schen  Principe.    A.  Gutzmer. 

Grelle  GXIV,  883. 

188.  Mämoire  sur  la  transformation  des  äquations  de  la  dynamique.    P.  Painlevä. 

Jonm.  Mathem.  Ser.  4,  X,  5.  —  £.  Liouville  ibid.  287. 

189.  Ueber  permanente  Rotationsachsen  bei  der  Bewegung  eines  schweren  Körpers 

um  einen  festen  Punkt.    0.  Staude.    Grelle  GXIII,  318. 

190.  Untersuchungen  über  die  Attaraction  zweier  homogener  Körper.    Em.  Lieben- 

thal.   Grün.  Archiv  2.  R.  XIII,  89. 

191.  Ueber  die  Yersp&tung  des  Fluthmazimnms  in  Bezug  auf  die  Gulmination  des 

Mondes.    G.  Benz.    Grün.  Archiv  2,  B.  XIII,  35. 
Verel.   Astronomie.    Geodäsie.    Hydrodynamik.    Kinematik.    Magnetismus. 
Optik.    Schwerpunkt    Wärmelebre. 

MehrdimensioBale  Geometrie. 

192.  Ueber  Biegungen  von  nfach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeiten.    P.  Stäckel. 

Grelle  GXm,  102  [vergl.  Bd.  XXXIX  Nr.  3111. 

193.  Zur  Theorie  der  Krümmungen  eindimensionaler  in  höheren  Mannig&ltigkeiten 

enthaltener  Gebilde.    G.  Landsberg.    Grelle  GXIV,  338. 

O. 

Oberfllohen. 

194.  Determination  des  ^l^ments  linöaires  doublement  harmoniques.     L.  Raffy. 

Joum.  Mathem.  Sär.  4,  X,  331. 
196.  Ueber   eine    besondere    Fläche     dritter  Ordnung   mit   vier   Doppelpunkten. 
H.  Thieme.     ZeiUchr.  Math.  Phys.  XL,  362. 

196.  Sur  la  surface  de  Kummer.    G.  Humbert.    Joum.  Mathem.  S^r.  4,  X,  473 
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Das  Problem  der  kürzesten  D&mmenmg. 

Von 

Dr.  Karl  Zelbb 

in  BrOirn  (M&hxen). 


Hierzu  Tafel  IV  Figur  1—13. 


Das  Problem  der  kttrzesten  Dämmerang  verdankt  seine  Bertthmtheit 
nicht  so  sehr  seiner  Bedentang  im  Bereiche  der  Gegenstände  der  theoretischen 
Astronomie,  als  vielmehr  dem  Umstände,  dass  sich  nach  der  Erfindung  der 
Differential-  und  Integralrechnung  eine  Reihe  der  hervorragendsten  Mathe- 
matiker mit  demselben  beschäftigten ,  aus  deren  Reihe  es  genügen  dürfte, 
die  Namen  eines  Job.  Bernoulli,  Euler,  Lambert  und  Monge  heraus- 
zuheben. Nachdem  es  so  mit  der  Entwickelungsgeschichte  der  Mathematik 
in  einem  gewissen  Zusammenhange  steht,  scheint  es  nicht  unzweckmässig, 
einen  Ueberblick  über  die  bei  der  Auflösung  angewendeten  Methoden  zu 
geben,  zumal  dieselben  vom  pädagogischen  Standpunkte  aus  sehr  werthvoll 
sind;  denn  es  wechseln  dabei  synthetische  mit  analytischen  Behandlungen; 
häufig  wird  die  Aufgabe  blos  mit  Hilfe  der  Formeln  der  sphärischen 
Trigonometrie  gelOst,  ja  selbst  die  Methode  der  darstellenden  Geometrie 
wurde  von  Monge  zur  Auflösung  des  Problems  benützt. 

Um  indessen  Wiederholungen  zu  vermeiden,  seien  hier  die  Bedeutungen 
einiger  häufig  wiederkehrenden  GrOssen  angegeben;  es  bedeutet  immer 
q>  die  Polhöhe  oder  geographische  Breite, 
8  die  Declination  der  Sonne  oder  des  Gestirnes, 
a  das  Azimuth  und  zwar  a^  für  den  Aufgang  oder  Untergang  der 
Sonne,    o^   für   den   Beginn   der  Morgendämmerung   oder   das 
Ende  der  Abenddämmerung, 
t    den  Standen  Winkel;  i^  und  t^  wieder  die  Stundenwinkel  für  die 

zwei  eben  angeführten  Epochen, 
p  den  sogenannten  parallactischen  Winkel;  Pi  undp,  dessen  Werthe 

für  dieselben  Epochen, 
T  s=:  ^  —  ^1  die  Dauer  der  Dämmerung, 
h  die  Höhe  des  Gestirnes,  insbesondere 
—  c  die  Höhe  des  Dämmerungskreises. 

Hirt..Ut.  Alrth.  d.  ZelUchr.  f.  Mtküuu.  Phy».  41.  Jahrg.  1896.  4.Hefl.  Digitillfe  by  GoOQIc 
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I. 

Bekanntlich  versteht  man  unter  Dämmerung  jenen  Zeitabschnitt  des 
astronomischen  Tages,  der  zwischen  Sonnenuntergang  und  dem  Eintritte 
der  vollständigen  Dunkelheit  oder  zwischen  der  ersten  Erhellung  des  Ost- 
lichen Horizontes  und  dem  Sonnenaufgange  verfliesst.  Nun  sind  die  Be- 
griffe „vollständige  Dunkelheit^  und  „erste  Erhellung''  etwas  unbestimmt, 
und  man  findet  deshalb  auch  wirklich  für  die  Dauer  der  Dämmerung,  oder, 
was  dasselbe  ist,  für  die  Höhe  des  Dämmerungskreises  bei  den  verschie- 
denen Schriftstellern  sehr  abweichende  Angaben« 

Nach  Houzeau,  Vade-mecum  de  Tastronome  (Bruxelles  1882)  und 
Eämtz,  Lehrbuch  der  Meteorologie  3.  Bd.  (Leipzig  1836)  sind  die  wich- 
tigsten die  folgenden: 

Jahres- 

, ,  Autor  und  Titel  des  Werkes.  c 

—  80ca.  Posidonius  (nach Plinius^Historia naturalis,  lib.ILcap.32)      19® 
.  .  .     Strabo,    Berum   geographic.    libri  XVII.    Parisiis  1620. 

pag.  135 17^30 

130  ca.  Ptolemäus,    Apparentise    inerrantium  stellarum.    ürbini 

1692 18» 

1088  ca.  Alhazen,   De  causis  crepusculorum  (nach    ,Nonius,  De 

crepusculis.**    Oljssipone  1542) 19 

^^t^T^lvitellio,  Optica.  Basile©  1572;  lib.X.  prop.60    ...      19 
lo.  J.   / 

1542    Nonius,  De  crepusculis.  Oljssipone;  par.  IL  prop.  18  16 

1550    Card  an,  De  subtilitate.  NorimbergSB;  Hb.  IV    ...     .  19 

1556    Qemma   Frisius,   De    astrolabo  catholico.    Antuerpise; 

suppl 18 

1567  Scultetus,  PhsBuomena  novilunii  ecliptici.  Qorlicisd;  lib.  II  19 
1578    Clavius,  Commentarius   in  sphseram  J.  de  Sacro-Bosco. 

EomsB  1606;  pag.  131 19 

1585    Barocius,  Cosmographia.    Venetiis;  pag.  198   ....  19 

1588  Bothmann  (Brahsaus,  Epistolarum  astronomicarum  libri 

duo.    Francofurti  1610).     Ende   der  astronomischen 
Dämmerung 24 

1589  Stevinus,  Cosmographia  pars  IL  geograph.  lib.lILprop.2  19 
16..  Conimbricensis,  De  coelo;  lib.  III.  cap. 5.  qusesi 2 .  .  19 
1602   Tjcho   Brahe,   AstronomiaB  instauratsB  progymnasmata 

(1610)  I,  95,  733  und  II,  410 16-17 

1602  Magini,  TabulaB  primi  mobilis.  Venetiis;  lib. XL  prob.  30.  18 
1606    Clavius,  De  crepusculis 18 

1618  Kepler,  Epitome  astronomisB  copernicanse;  lib. III.  pars 5       18 

1619  Snellius,    Descriptio    cometsa,    qui   anno  1618    effnlsit. 

Lugdani  Batavbrum 19 
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Jahres* 
^^  Autor  und  Titel  des  Werkes.  c 

1620  Blancanus,   Sphsera  mnndi.    Bononiaa;  lib.  VI.  cap.  5; 

üb.  X  cap.  15 18« 

1621  Boggembach    (nach    Tanner,    Dissertatio    peripatetico- 

theologica  de  coelis.   Ingolstadii;  quffist.  7)      ...       19 

1622  Longomontanus,     Astronomia    danica.     Amstelodami; 

sphsBrica  lib.  II.  cap.  11 20 

1624    Olorioso,    De    cometis  dissertatio   astronomico-physica. 

Venetiis  lib.  II.  cap.  2 18 

1644    Besta,  Meteorologia  de  igneis,  a^reis  aqueisque  corporibus; 

lib.  II.  trac.  I.  cap.  2 19 

1644    Wendel  in,  Luminarcani.   Antuerpi®;  prsBf.  pag.  5      .     .      19 
1644    Cabaeas,  Philosophia  experimentalis.   Bomse    ....  16—17 

....    Cottunius,  Meteorologica;  lib.  L  lect.  33 19 

1647    Qassendi,  Institutio  astronomica.    Parisiis;  lib.I.cap.l8      18 
1651    Bicciolns,  Almagestum  novnm  Bononisß.  1.39; 

in  den  Aequinoctien  Morgens 16 

„     „  „  Abends 20<>30' 

j^  dem  Sommersolstitinm  Morgens 21  25 

„      „     Wintersolstitium  Abends 17  25 

1692(?)  J.  D.  Cassini  (nach  Lalande,  Astronomie  IL  1792),  Ende 

der  asti'onomischen  Dämmerung     .......      15« 

1751    La  Caille^   Histoire  de   Tacadömie   des  sciences.    Paris 

(nach  Beobachtungen  am  Meere) 16  «55' 

1760    Lambert,  Photometria.  Aug.  Vindelic.  Ende  der  Dämmer- 
ung   18  30 

1859    L  i  ai  s ,  Comptes  rendus  hebdomadaires.  Paris ;  tome  XL VIII, 

pag.  110 1818 

1865    J.  Schmidt,     Astronomische     Nachrichten     Bd.  LXIII, 

Seite  105.  Ende  der  astronomischen  Dämmerung  .  15  55 
Ein  Blick  auf  diese  Zahlen  lässt  die  ausserordentliche  Schwierigkeit 
der  Beobachtung  in  der  Unsicherheit  der  Angaben  erkennen.  Wenn  wir 
auch  immerhin  den  älteren  Beobachtungen  kein  besonderes  Vertrauen 
schenken,  so  schwanken  doch  selbst  die  von  geübten  Beobachtern  an- 
gegebenen Werthe  in  ziemlich  weiten  Grenzen ,  wie  dies  auch  bei  dem  nach 
Klima  und  Jahreszeit  wechselndem  Zustande  der  Atmosphäre  nicht  anders 
möglich  ist  Wir  können  uns  daher  auch  heute  noch  mit  dem  bisher  adop- 
ürten  Mittelwerthe  der  Sonnendepression  am  Ende  der  astronomischen 
Abenddämmerung  o  =  ^  18^ 

behelfen;  gleichzeitig  wollen  wir  das  Ende  der  astronomischen  Abend- 
dfimmerung  in  jenen  Zeitpunkt  versetzen,  in  dem  die  schwächsten,  dem 
unbewafineten  Auge  eben   noch  erkennbaren   Sterne  am  Himmel  deutlich 
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sichtbar  werden.  Freilich  haftet  anch  dieser  Definition  noch  eine  be- 
deutende Unsicherheit  an,  indem  die  Durchsichtigkeit  der  AtmosphSre, 
sowie  die  Uebung  und  Scharfsichtigkeit  des  Beobachters  dabei  eine  grosse 
Bolle  spielen;  indessen  liegt  diese  Unsicherheit  in  der  Natur  der  £r- 
scheinung  und  ist  im  Grunde  genommen  für  das  Folgende  von  wenig  Be- 
lang. Als  Ende  der  bürgerlichen  Abenddämmerung  wird  gewöhnlich 
der  Zeitpunkt  angegeben,  zu  dem  man  die  Arbeiten  im  Freien  einzustellen 
pflegt;  es  ist  dies  allerdings  wiederum  ein  sehr  undeutlich  begrenzter  Be- 
griff; indessen  wird  man  erfahruugsgemäss  nicht  weit  fehlgehen,  wenn 
man  am  Ende  der  Abenddämmerung  die  Depression  der  Sonne  zu  6 — 8^ 
annimmt* 

n. 

Als  im  Zeitalter  der  Entdeckungen  die  Portugiesen  an  der  West- 
küste von  Afrika  gegen  den  Aequator  vordrangen,  setzte  sie  die  ausser- 
ordentlich kurze  Dämmerung  in  Erstaunen,  und  Cardinal -Infant  Heinrich 
(der  nachmalige  EOnig  von  Portugal  1578 — 1580)  beauftragte  seinen 
Lehrer  Pedro  Nunnez  (Petrus  Nonius),  sich  mit  den  näheren  Umständen 
dieser  Erscheinung  und  ihrer  Erklärung  zu  beschäftigen.  Dieser  Au%abe 
entledigte  sich  Nonius  in  dem  Werke: 

lyPetri  Nonii  Salaciesis  de  Crepusculis  Liber  unus  nunc  reces  natos 
et  editus.  Item  AUacen,  Arabis  yetustissimi,  de  causis  Crepusculorum 
Liber  unus,  k  Gerardo  Cremonensi  jam  olim  Latinitate  donatus,  nunc  vero 
omniü  primum  in  lucem  editus.     OUjssipone  1542/' 

Nachdem  er  zunächst  den  Depressionswinkel  der  Sonne  am  Ende  der 
Abenddämmerung  für  Lissabon  zu  16^  bestimmt,  weist  er  (prop.  XYII) 
nach;  dass  die  Dämmerung  zur  Zeit  des  Wintersolstitiums  nicht  die 
kürzeste  sei,  sondern  von  dort  gegen  die  Aequinoctien  hin  abnehme.  Zur 
Zeit  der  Aequinoctien  sei  sie  aber  schon  im  Wachsen  begriffen,  und  es 
lasse  sich  eine  negative  Declinaiion  der  Sonne  angeben,  die  eine  ebenso 
lange  Dämmerung  bewirke,  wie  zur  Zeit  der  Aequinoctien.  Er  sucht 
hierauf  den  Zusammenhang  zwischen  den  Eiongationen  der  Soime  vom 
Ost-  oder  Westpunkte  des  Hoiizontes  und  ihrer  Declination  am  Tage  der 
kürzesten  Dämmerung  und  beweist  schliesslich  den  Satz,  dass  am  Tage 
der  kürzesten  Dämmerung  der  Aequator  den  Depressionsbogen  halbirt. 

Figur  1  stelle  die  etereographische  Projection  der  Himmelskugel  yom 
Südpol  auf  die  Ebene  des  Aequators  vor;  AhQH  ist  der  Aequator, 
hOH  der  Horizont  mit  dem  Mittelpunkte  in  m;  xSl  der  Almucantarat 
mit   dem  Depressions winkel  c  (—  18^)   und    mit   dem  Mittelpunkte  in  n. 


*  Die  ausführlichsten  Beobachtungen  über  die  Dämmemug  hat  W.  Bezold 
in  den  „Annalen  d.  Physik  u.  Chemie  von  J.  C.  Poggendorff"  Bd.  123  (1864) 
veröffentlicht. 
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Beschreibt  man  ans  P  (dem  Nordpol)  mit  dem  Badins  Pm  einen  Bogen 
und  ebenso  ans  n  mit  dem  Badins  nS  —  mO^  so  mOgen  sieb  diese  Bogen 
in  C  schneiden;  verbindet  man  C  mit  n  und  verlängert  diese  Gerade  bis 
zom  Durchschnitte  mit  xSl  in  a^  so  ist  a  ein  Punkt  des  Parallelkreises 
der  Sonne  am  Tage  der  kürzesten  Dilmmerung.  Zum  Beweise  ziehe  man 
den  Umfassangskreis  der  Circumpolarsteme  BBDO  und  die  von  der  Sonne 
zu  verschiedenen  Zeiten  beschriebenen  Parallelkreise  tw,  fh^  ag^po,  xz  etc. 
Aus  0  mit  dem  Badius  mO^Ca  werde  der  Kreis  queaiy,,.  beschrieben^ 
so  wird  derselbe  den  pSl  m  a  und  den  (Tmfassungskreis  der  Circum- 
polarsteme BBDO  in  g  berühren,  gleichzeitig  sind 

<);acÄ«<):OÄe, 
wie  sich  aus  den  Eigenschaften  der  stereographischen  Projection  nach- 
weisen lässt.  Die  Bogen  tWj  fhj  ag^  po,  xß...  sind  den  Zeiten  der  be- 
züglichen Dämmerungen  proportional;  und  so  ist  es  leicht  ersichtlich,  dass 
die  Dämmerung  zur  Zeit  der  Aqainoctien  nicht  die  kürzeste  ist,  ebenso- 
wenig wie  die  Dämmerung  zur  Zeit  des  Wintersolstitiums,  welcher  etwa 
der  Bogen  xz  entsprechen  mag.  Zieht  man  den  HOhenkreis  Za,  der  den 
Aequator  in  r  schneidet,  so  lässt  sich  aus  der  Qleichheit  der  Winkel  der 
beiden  sphärischen  Dreiecke  drh  und  ade  auf  ihre  Congruenz  schliessen; 
daraus  folgt,  dass  ad'^  dr 

ist,  das  heisst,  dass  der  Depressionsbogen  am  Tage  der  kürzesten 
Dämmerung  vom  Aequator  halbirt  wird. 

Die  weiteren  Besultate  des  Nonius*  sollen  nun  nach  Delambre's 
Vorgange  in  die  moderne  Zeichensprache  übertragen  werden.  Dazu  ist  es 
nothwendigy  zuerst  den  nachstehenden  Hilfssatz  zu  beweisen  (Fig.  2): 

,,Werden  zwei  sich  schneidende  grösste  Kreise  BS  und  BQ  von  einem 
grOssten  Kreise  Eß  und  einem  Kleinkreise  H^,  aus  demselben  Mittel- 
punkte 0  beschrieben y  so  geschnitten,  dass  die  abgeschnittenen  Bogen  DE 
und  Ht  ähnlich  sind  (das  heisst  gleichen  Centriwinkeln  angehören),  so  ist 

<XBDE^<)^tEß 
"°^  Bogen  {BD  +  BE)  - 180^^ 

Zieht  man  die  Badien  0H6  und  O^ß^  so  ist 
Bogen  Ht  ähnlich  Bogen  dß\ 
allein  nach  der  Voraussetzung  ist 

Bogen  Et  ähnlich  Bogen  DJEJ, 
daher,  da  Bogen  dß  und  Bogen  DE  auf  demselben  Kreise  liegen: 

Bogen  dß  ^  Bogen  DE, 

*  „De  Nonius,  de  fies  formales  pour  les  cr^puscoles."  Connaissance  des 
tems  pour  Tan  1818.    Paris  1816.  DigitizedbyGoOgle 
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Da  ferner  Hd  «  ßt 

<)c*-<):/3-90^ 

8^  ^^  ADHÄ  S  A|5JE?f , 

und  mithin  <)CHDE  —  <):tE/3. 

Allein  es  gilt  die  Belation: 

8in  BD  :  sin  BE  —  sin  HDE :  siti  f  JEJ|5, 
^^^^'  BD  -  180<»  -  BE. 

Wir  gehen  nun  za  Delambre's  Beweis  über.  Es  sei  inFignrS  J?i2 
der  Horizont,  LP  der  Parallelkreis  der  Sonne  zu  irgend  einer  Zeit  vom 
Horizonte  bis  zmn  Dftmmerongskreise;  der  Bogen  des  Aeqnators  EQ  das 
Mass  der  Dämmerung  -»  r;  nach  dem  gerade  bewiesenen  Satze  sind: 

<)tBEQ  -  <):(180«  -  EQB)  «90^-9 
^^  Bogen  (BE  +  BQ)^  180^, 

was  wir  dadurch  berücksichtigen  wollen,  dass  wir  setzen: 
Be-90^-m,    BE '^  90^ +m. 
Aus  ABEQ  folgt  dann: 

cosB  —  cost  cos^g>  +  sin^ip 

a)  sm^'^sm^cosg). 

Dazu  bemerkt  Del  ambro,  dass  sowohl  Nonius  als  auch  Clayius  und 
Eeill  die  Bedeutung  des  Winkels  B  und  des  Dreieckes  BEQ  für  die  Auf- 
lösung des  Problemes  übersahen;  denn  es  gestaltet  sich  nun  die  Auflösung 
sehr  einfach;  aus  demselben  Dreiecke  folgt: 

sinB  :  sinr  »  cosg> :  cosm 
sint  cosg> 
smB 
oder,  mit  Berücksichtigung  der  Gleichung  a), 

cos^ 

cos^ 

Halbirt  man  den  Bogen  EQ  in  m\  so  wird  auch  der  Winkel  B  halbirt^ 
^d  es  ist  Bogen  BnJ  =-  90®. 

Wir  erhalten  also  auch  zur  Bestimmung  von  m  die  sch&rfere  Formel: 

ß)  tgm^tg^sinq>. 

F&llt  man  Py  senkrecht  auf  LBj  so  folgt  aus  dem  Dreiecke  ByP^ 
Py  '^  c  gesetzt: 
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ß        ß 

sin  ^  cos  ^ 

\  '  -D-D      ^^^  2  •    2 


sinB       .   B      B 
daher: 


sm-^cos^ 


Es  ist  aber   pQ  ^  pR  ^  Qjt^QQO^^^  (90«-  m), 
oder 

d)  PQ^m±n. 

Fällt  man  von  P  eine  Senkrechte  auf  den  Aeqnator  EQ^  so  erhSlt 
man  ans  dem  resTÜtirenden  rechtwinkligen  Dreiecke: 

«)  sind '^  sin  (m±:n)  cosg>^ 

und   dies  sind  die  zwei  gleichen  Sonnendeclinationen  des  Nonins,  welche 

gleiche  Daner  der  DSmmerong  bewirken. 

Bechnet  man  ans  den  bekannten  Formeln: 

,  sine  ^       .   ^ 

cosL'» j—  igg>  ige 

cosfpcoso 

cost^^  —  igq>tgd 

die  Standenwinkel  der  Sonne  za  Beginn  der  MorgendSnmienmg  ^  nnd  bei 

Sonnenaufgang  t^^  so  ergiebt  sich  die  Dauer  in  Zeit: 

Fallen  die  Declinationen  in  eine  einzige  zusammen,  und  dies  ist  der 
Fall  für  n  -  0«, 

so  erh&lt  man  die  Formeln  des  Nonius  f&r  die  kürzeste  Dftmmerung: 

V  ^^^^rinB'^'     ^^     ' 

und  nach  a):  B  c 

^      sin^     sin^ 

2       cosq)      COSq> 

Denn,  aus  dem  Dreiecke  PBy  folgt: 

.   ^       smc 

smB^  1 

cosn 

und  es  ist  offenbar  B  am  kleinsten ,  wenn 

n  —  0^  also  JB  —  c. 

Die  Dämmerung  ist  aber  nach  a)  am  kürzesten,  wenn  B  seinen 
kleinsten  Werth  erhält.  Es  erübrigt  nur  noch,  aus  diesen  Formeln  den 
Werth  der  Declination  am  Tage  der  kürzesten  Dämmerung  zu  ermitteln,  um 
die  üebereinstimmung  mit  den  später  gefundenen  Lösungen  zu  beweisäkOQlC 
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Aas  Oleichnng  s)  folgt: 

$ini  ^  sinfnco8g>^ 
ans  Qleichang  ß^)  und  ß)i  ^ 

sinm  = :^singf, 

oder  für  den  gegebenen  Fall,  da  B  =  c  ist: 

sinm  = sin  g? 

c 
eos^ 

nnd  somit  nacb  Oleichnng  e)  nnd  ^): 

smo^stng>tg'^9 

oder,  wenn  man  berücksichtigt,  dass  c  eine  essentiel  negative  GrOsse  ist 

sino  =  —  sxn^igjz* 

Diese  Oleichnng  wird  im  weiteren  Verlaufe  immer  als  Auflösung  des 
vorgelegten  Problemes  erscheinen. 

Ist  die  Declination  gleich  Null,  so  fftllt  der  Bogen  TL  mit  den 
Aequatorbogen  ^Q  zusammen;  Qx  wird  dann  •— c,  nnd  es  ist: 

—  mncs==^nJBQm22s=co5m^l2,    —smc^wnxcos^^ 
woraus 

,,  sync 

0  «nT  = 

cos^ 

die  Dauer  der  Dämmerung  zur  Zeit  der  Aequinoctieni  die  ebenfolis 
einer  Formel  des  Nonius  entspricht  Aber  diese  Dauer  entspricht  nach 
Nonius  noch  einer  anderen  negativen  Declination  der  Sonne,  welche  auf- 
gesucht werden  soll;  aus  den  allgemeinen  Formeln  folgt: 

sin-^^sin-^cosfp, 

» 

X 

2       Sinxeosq)  stnc 

K         smR  s%nR 

cos^ 


cosn=^' 


smacos'^ 


stn-^oos-^ 

sind  =  —  m(n  +  m)co8g>  =  —  sin2fnco8ip. 

Wir  haben  uns  mit  der  Auflösung  des  Nonius  eingehender  be- 
schäftigt, einmal,  weil  dies  die  erste  LOsung  des  Problemes  Oberhaupt  war, 
dann  auch,    weil   der  Beweis  erbracht  werden  sollte,    dass  Nonius  das 
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Problem  in  gewissem  Sinne  vollstSndig  erledigte.  Wenn  wir  im  Folgenden 
einzelne  eigenartige  Auflösungen  eingehender  darlegen  werden,  so  wollen 
wir   doch  im  Allgemeinen  einen  mehr  referirenden  Standpunkt  einnehmen. 

m. 

In  den  nfiohsten  Jahrzehnten  nach  dem  Erscheinen  von  Nonius* 
Werke  scheint  kein  wesentlicher  Fortschritt  in  Bezug  auf  das  vorgelegte 
Problem  erfolgt  zu  sein;  grossere  und  weit  wichtigere  Aufgaben  nahmen 
die  Au&nerksamkeit  der  Astronomen  in  Anspruch;  das  Erscheinen  der 
Werke  von  Copernicus,  Kepler,  Galilei  und  Newton  lenkte  von  den 
geringfQgigeren  Problemen  der  sphärischen  Astronomie  ab,  wenn  ich  auch 
nicht  gerade  behaupten  will,  dass  keines  der  damaligen  Werke  der 
sphSrischen  Astronomie  etwas  von  dem  Probleme  der  kürzesten  Dämmerang 
enthielt;  selbst  der  bekannte  gelehrte  Jesuit  C.  Clavius  brachte  in  seinem 
Commentar  zu  Sacro-Bosco*  die  Sache  wenigstens  nach  Delambre*s** 
Urtheil  um  keinen  Schritt  weiten  Auch  die  von  Lulofs*^  citirte  Stelle  aus 
Clavius  Opera  tomus  III  pag.  272  scheint  eben  nichts  Anderes,  als  eine 
Beproduction  des  Verfahrens  von  Nonius  zu  sein,  da  davon  weiter  keine 
Erwähnung  gethan  wird. 

Erst  nach  der  Erfindung  der  Differentialrechnung  begannen  sich  die 
Mathematiker  mit  der  Aufgabe  wieder  intensiver  zu  beschäftigen.  Zunächst 
ist  es  Johann  Bernoulli,  der  im  ^Journal  des  savans*'  für  1693  schreibt: 

„J'ai  r6solu  le  probldme,  de  trouver  g6om6triquement  le  jour  du  plus 
petit  cr6puscule;  ce  qui  a  occupp6  mon  fröre,  professeur  de  math6matique 
k  B&le  (Jacob  Bernoulli),  et  moi  depuis  plus  de  cinq  ans,  sans  en 
pouvoir  venir  ^  bout.  Ce  probldme  est  d*autant  plus  curieuZ;  que  je 
demeare  par  ma  möthode  de  mazimis  et  minimis  (qui  est  pourtant 
une  des  plus  courtes),  dans  un  calcul  prolize  et  embarass6;  qui  se  laisse 
ä  la  fin  r6duire  ä  une  petite  6quation  quarrte,  que  je  transforme  en  cette 
simple  Proportion  g6om6trique:  Comme  le  rajon,  ä  la  tangente  de 
la  moiti6  de  Tarc  cr6pusculaire  (qu'on  suppose  ordinairement 
de  18  degr6s);  ainsi  le  sinus  de  Tölevation  du  pole,  au  sinus 
de  la  döclinaison  m6ridionale  cherch6e  du  soleil.  Quand  on  a 
sa  dödinaison,  on  a  aussi  le  Ueu  dans  l'ecliptique;  et  partant  le  jour  de 
l'annöe  auquel  se  fait  le  plus  court  cr6puscule.  Supposd  doncVare  cr6puBCulaire  . 
de  18  degr6S|  et  la  latitude  de  48  degr6s  51  minutes,  qui  est  celle  de 
Paris;  on  trouve,  selon  la  rdgle  que  je  viens  de  donner,  que  le  plus 
petit  cr6puscule  se  fait  k  Paris,  quand  le  soleil  d6cline  vers  le  midi  de 
6  de^.  50  min.     Si  on  cherche  maintenant  le  lieu  dans  Tecliptique,    on 

*  C.  Clavius,  In  sphseram  J.  de  Sacro-fiosco  commentarias.  Homsa  1606. 
**Delambrein  Connaissance  des  tems  pour  Tan  1822.   Paris  1818. 
***  In  Bezug  auf  das  Werk  von  Lulofs  siehe  die  Literaturangabe  am  Schlosse   r 
der  Abhandlung.  Digitizedi  IIQ 
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tronyera  que  le  soleil  doit  etre  61oigii6  d*im  des  points  ^qmnoxiauz  de 
de  17  degr.  25  minntes,  c'est-a-dire,  qu'on  aura  le  plus  petit  cröpnscnle 
ä  Paris  le  18  jonr  avant  le  premier  6qainoze,  et  le  18  jonr  aprte  Tautre 
6quinoxe."' 

Leider  besitzen  wir  ausser  dieser  kurzen  Notiz  keine  n&here  Angabe 
über  die  Art,  wie  J.  Bernonlli  zn  dem  einfachen  Resultate  durch  eine 
umständliche  Rechnung  gelangt  ist.  Man  ist  daher  auf  Hypothesen  an- 
gewiesen,  und  so  hat  T.  8.  Da  vi  es  in  ^The  London  and  Edinburgh  philo- 
sophical  magazine  and  jonmal  of  science  IIL  ser.  3  vol.  London.  Jnli- 
December  1833''  versucht,  die  Bernoulli'sche  LOsung  wieder  herzustellen; 
der  Titel  der  Abhandlung  ist: 

nOn  Bernonlli 's  Solution  of  the  problem  of  shortest  twilight.* 

Nach  einer  kurzen  Einleitung  über  die  Geschichte  des  Problemest 
welche  übrigens  nicht  ganz  yerlSsslich  ist,  stellt  sich  der  Verfasser  die 
folgende  Aufgabe: 

Qegeben  sind  zwei  Almucantars;  es  ist  die  Polardistanz  zu  finden, 
bei  welcher  der  Parallelkreis  der  Sonne  zwischen  den  beiden  Almucantars 
den  kleinsten  Bogen  beschreibt 

Es  seien  in  Figur  4:     ^  ^^  genith, 

P  der  Pol, 
LMNF'  der  Parallel  zum  Aequator, 
LTN^  HSR,  MUP  drei  Almucantars. 


Setzt 

man 

<)CTPN^ 
<2'PP'. 
Z2f=90«- 
ZP'=  90«  • 
ZP=  90« - 
PN  <=  900- 

so 

ergeben 

die  bekannten  Formeln  der 

sphSrischen  Astronomie 

h= 

stnhi 
arccos 

i 

—  smq>sin 
:osq>cos8 

^1 

—  f 

und  da 

t,= 

sw  ha  —  8%fi  (p  stn 

arccos  = ^ — 

cosg>cosd 

8- 

ein  Minimum  werden  soll,  so  muss: 


*  J.  Bernoalli,  Opera  omnia.    Lausannsa  et  Genevie  1742.   Tom.  I.    Aus 
Journal  des  Sayans  1698.    8«  Jonmal  du  19.  Jaov.  pag.  86  ^dit  de  Paris. 
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ä(t,-k) 


di 


-0 


—  8in<pco^icos(p  +  (8in\  —  sinipsind)eosq>»in8 

y  \       costpcoso       / 

—  smg>cos^dco8(p  +  (sinh^  —  sin<p  sind)  cos  q>  cos  d 


-0. 


(ßimp ' 


Y  \        COSq>COSd         / 

8in\sind)s€cd  (8in<p  —  ainJt^sind)8ecd 


-0 


ycos^iP''Sin^hi+2sing>sindsinhi'-sin^d     ycos^<p-sin^h^'\-28in(psindsinh2'-8in^d 
qnadrirt  und  redncirt  man  die  Gleichnng,  so  ergiebt  sich: 

1  .  4*      o   •        .  iA  +  sinh^sinhi  ,     .  ,_ 


+  28ing>sind 


sinh^  +  sin\ 
l  +  sinh^sinhi 


—  «n*  g>  I 


56C«d=.0 


oder 


und  daraus 


{«Vä  —  sm^dcos^d  +  23ing>smd—T-z — .     .  ^  ^ cos^d 
stnh^  +  swÄj 

—  1  +  cos^d  —  cos^isin^g)  isec^d  —  0 
C05*d.5«c*d{«f»*d  —  2gmy5fnd  ^.^^  ^lL^i.    +^^'^1'°^» 


worans  sich  fCbr  «jnd  die  beiden  Werthe  ergeben: 


i-^smg>- 


sini^'^sing) 


cos^(\-\) 
'~1 ' 

cos^(h^-\) 


Dies  ist  nach  Dayies  die  Lösung  von  Johann  Bernoulli;  weil  aber 
dieser  sowohl,  als  auch  D'Alembert  den  Factor  seci  zu  frühzeitig  fort- 
liessen,  erhielten  dieselben  eine  Gleichung  vierten  Grades,  welche  die 
beiden  nicht  zum  Probleme  gehörigen  Wurzeln 

sind  —  ±1 
enthält.     Ich  möchte  aber  sehr  bezweifeln,   dass   dies   wirklich   die  Auf- 
lösung der  Angabe  von  Bernoulli  ist;  denn  ausser  einigen  rein  algebraischen 
Transformationen,  die   keine   Schwierigkeit    darbieten,   und   wegen    deren 
Bernoulli  wohl  kaum  so  viel  Worte  vergeudet  hätte,  bietet  diese  Auf-    t^ 
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lösnng  keine  schwer  einzusehenden  Folgerungen;  dagegen  mOchte  ich  mir 
die  folgende  Bemerkung  erlauben:  Zur  Zeit  Bernoulli's  lagen  Bowohl 
die  analytische  Geometrie  als  auch  die  sogenannte  sphärische  Astronomie 
noch  sehr  in  den  AnflUigen;  in  jenen  Zeiten  war  man  gewohnt,  die  Probleme 
der  sphärischen  Astronomie  mit  Hilfe  von  Betrachtungen  über  die  Lage 
und  Schnitte  der  Kreise  auf  der  Kugel  zu  lösen,  mit  anderen  Worten:  die 
sphärische  Astronomie  war  damals  eine  Art  Geometrie  der  Kugeloberflfiche; 
wer  jemals  Gelegenheit  hat,  filtere  Werke  dieser  Art  zu  studiren,  wird 
meine  Bemerkung  bestätigt  finden  und  bald  erkennen,  wie  sehr  die  einfachsten 
Aufgaben  zu  Gomplicationen  führen,  die  wir  heate  mit  Hilfe  der  sphärischen 
Trigonometrie  mit  einigen  Zeilen  erledigen.  In  der  That  werden  wir  im 
weiteren  Verlaufe  dieser  Abhandlung  sehen,  wie  sich  die  Auflösungen  in 
dem  Grade  vereinfachen,  als  die  Entwicklung  der  sphärischen  Trigono- 
metrie fortschreitet» 

Die  weiteten  Bemerkungen  von  Davies  übeigehen  wir  hier,  einmal, 
weil  dieselben  gegen  die  Arbeiten  seiner  Vorgänger  nichts  Neues  ent- 
halten, dann  auch,  weil  dieselben  viel  an  Klarheit  und  Durchsichtigkeit 
zu  wünschen  übrig  lassen,  und  kehren  wieder  zum  Beginn  des  18.  Jahr- 
hunderts zurück. 

IV. 

Die  ersten  Jahrzehnte  des  18.  Jahrhunderts  bringen  fast  keinen  Fort- 
schritt. Zum  grössten  Theile  waren  es  nur  mehr  oder  minder  modifidrte 
Beproductionen  der  synthetischen  Methode  von  Nonius,  die  man  mit  dem 
modernen  Hilfsmittel  der  Differentialrecbnung  zu  vereinfachen  trachtete; 
als  Beispiel  dafür  wollen  wir  die  Behandlang  der  Aufgabe  nach  THöpital* 
durchführen.  Scherffer,  dessen  „Insütutiones  afitronomisB  theoreticse'' 
wir  dieselbe  entnehmen,  bezeichnet  ausdrücklich  THöpitalals  Gewährsmann. 

Es  sei  in  Figur  5:  HO  der  Horizont,  QT  der  Dämmerungskreis,  AB  der 
Aequator,  ED  ein  Theil  des  Farallelkreises  zam  Aequator  am  Tage  der 
kürzesten  Dämmerang,  ed  ebenfalls  ein  Theil  eines  Parallelkreises,  dem  ED 
unendlich  nahe,  P  der  Südpol, 

CK  —  sm8^     07  {±  CP)  —  sintp,     QX  —  sine. 

Soll  nun  ED  ein  ausgezeichneter  Werth  sein,  so  muss  sein: 

Mm^^Nn,     BE=8D,    Be^Sd,    <B « <)Cfif=  90«; 

daher  AEBe^ADSd  und 

Ee^Dd,    Gg^Ff,    yDd*-- Qg^^DG-dg,   j/Ee^^-Ff^^fe-FE; 
ferner  ist  * 

•  F.  G.  de  THöpital  (rHospital),  Analyse  des  infiniment petita.  Pari8l696. 
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a)      CO  :  Ca  ==>  Dd  i  DQ  --  dg  ^  JQ  :  JF  :=:^  CO  +  JQ  :  CO  +  JF, 
oder  i.^^^g,^y^  r  :  ic'c=  OX  :  GL. 

Nun  ist  aber  ACOFro  AC-K:ö  <\3^GFL  und  daher: 

CO'.CG^  OV  :GK,    GKiGL^CKiFL^  CKiQX, 

also  da  ist:    ^^        GK       ^_  GKsinc  GKsinc 

8%ng>  CK  s%no 

so  wird  die  Oleicbung  a): 

.    GK      .  .                GKsinc        .    .  .     .   9 

1:-: —  =^l  +  coso: r— ; — f    8%n ö^-^smctg-^' 

Diese  Art  der  Beweisführung  scheint  auch  in  „J.  Eeill,  Introductio 
ad  yeram  astronomiam,  OxoniaslTlS^  enthalten  zu  sein  und  ebenso  in  ,,P.C.Le 
Monnier,  Institutions  astronomiques  ou  le9ons  616mentaire8  d*astronomie, 
Paris  1746**,  das  übrigens  nur  eine  üebersetzung  des  vorhergehenden  ist.* 
Beide  Werke  waren  mir  ebenso  unzugänglich  wie  eine  LOsung  von 
Emmereou;  die  Davies  in  seiner  früher  erwähnten  Abhandlung  citirt, 
ohne  das  Werk  anzugeben,  wo  sich  dieselbe  befindet.  Da  nun  Emmerson 
mehrere  Werke  verfasste,  in  denen  das  Problem  enthalten  sein  kann,  so 
ist  es  schwer,  das  Citat  aufzufinden.  Ebenso  habe  ich  ,,P.  L.  M.  de  Mau- 
pertuis,  Astronomie  nautique,  ou  616mens  d'astronomic;  Paris  1743, 
übergehen  zu  dürfen  geglaubt,  da  derselbe  nachDelambre  (Connaissance 
des  tems  pour  1818,  Paris  1815)  die  EeiH'sche  Formel:** 

stno  =  —  sin<ptg^ 

auf  Grund  einer  Analyse  findet,  der  er  selbst  nicht  viel  Vertrauen  schenkte, 
weshalb  er  dieselbe  in  den  folgenden  Auflagen  des  angeführten  Werkes 
unterdrückte.  Auch  das  Werk  j^A.  B.  Mauduit,  Principes  d'astronomie 
sph^rique,  Paris  1765^,  scheint  keinen  Fortschritt  in  Bezug  auf  das  Pro- 
blem der  kürzesten  Dämmerung  aufzuweisen,  da  Delambre  diese  Auf- 
lösung nur  nebenbei  erwähnt. 

In  den  Berichten  der  Berliner  Akademie  für  1752  behandelt  J.  Eies 
die  Aufgabe:  „Trouver  la  döclinaison  du  soleil,  ou  il  s'abaisse  k  un  al- 
macantarat  donn6  audessous  de  Thorizont  le  temps  le  plus  court**.  Histoire 
de  TAcad^mie  des  sciences  et  helles  lettres  de  Berlin,  ayec  les  M6moires 
tir6s  des  registres  de  cette  Acad^mie,  Berlin  1752. 

Der  Verfasser  findet  aus  den  beiden  Formeln 
co$ti=s  —  igcptgöj 

-^  sine- sin  g>  sind 
*  costpcosö 


*  Poggendorff  giebt  in  seinem  „ Biograph. -literar.  Handwörterbuch"  für 
die  erste  Auflage  „1746"  als  Jahreszahl  an. 

**  So   wenigstens  nennt  Delambre    diese  Formel  ohne  Bücksicht  auf  die 
Priorität  Bernoalli*8.  ^^  ^ 
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dd 
setzend:  .      ^  c 

sino^  =^sxnq)äg^» 

Das  Verfahren  ist  in  vielen  Punkten  jenem  von  Da  vi  es  ähnlich,  so 
dassy  wenn  dieses  wirklich  die  Bernonlli'sche  Lösung  darstellen  wOrde, 
dies  nmsomehr  von  der  Ei  es 'sehen  Abhandlung  gelten  mttsste,  da  dieselbe 
noch  vielfach  in  der  schwerfälligen  Weise  der  älteren  trigonometrischen  Anf- 
gaben  die  Auflösung  giebt. 

Eine  ziemlich  vollständige  Zusammenfassung  alles  dessen,  was  über 
das  Problem  der  kürzesten  Dämmerung  etwa  bis  zur  Mitte  des  18.  Jahr- 
hunderts geleistet  wurde,  giebt  das  Werk:  ^Joh.  Lulofs,  Einleitung  sor 
mathematischen  und  physikalischen  Eenntniss  der  Erdkugel.  Aus  dem 
Holländischen  übersetzt  von  A.  G.  Kästner,  Oöttingen  und  Leipzig  1755.' 
Darin  wird  zunächst  in  synthetischer  Weise  das  Verfahren  des  Nonias 
dargestellt  und  bis  zur  Gleichung 

sind  =  —  8inq)tg^ 

durchgeführt  Hierauf  folgt  ein  kurzer  historischer  üeberblick  Aber  die 
Arbeiten  von  Nonius,  Clavius,  Gregorius  (D.  Gregory,  AstronomiaB 
physicsB  et  geometricsB  elementa,  OxonoisB  1702),  Eeill  und  l'Hdpital, 
die  zum  Theile  schon  von  uns  erledigt  wurden.  Am  Schlüsse  fügt  Kästner 
eine  analytische  Auflösung  hinzu  mit  Hilfe  der  Formeln  aus  j^Maupertais, 
Discours  sur  la  figure  des  astres  (Paris  1742).'  Dass  Eästner  es  für 
noth wendig  findet,  einige  einfache  Relationen  der  sphärischen  Astronomie, 
die  heute  in  jedem  Lehrbuche  stehen,  als  aus  einem  Specialwerke  entlehnt 
anzugeben^  beweist,  wie  gering  entwickelt  noch  in  der  Mitte  des  18.  Jahr- 
hunderts die  sphärische  Trigonometrie  war.  Die  Auflösung  Eästner's  ist 
wenig  verschieden  von  jener,  die  Eies  gegeben,  und  führt  auf  die  be- 
kannte Gleichung  vierten  Grades,  worin  die  beiden  Wurzeln 

5tn  j  c=  ±  1 
als  unmöglich  für  die  Sonne  ausgeschlossen  werden;   er  findet  endlich  als 

einzig  mögliches  Resultat:       .    .  •       .    ^ 

stno  =  —  s%n(p  tg-^  • 

üebrigens  macht  Eästner  den  Versuch,  analytisch  zn  entscheiden, 
ob  ein  Maximum  oder  Minimum  vorliegt;  doch  ist  diese  Auseinandersetzung 
sehr  wenig  durchsichtig. 

J.  H.  Lambert  hat  in  seiner  „Photometria  sive  de  mensura  et  gradibos 
luminis  colorum  et  umbrsB,  AugustsB  Vindelicorum,  1760"  die  Auflösung 
insofern  zu  einem  gewissen  Abschlüsse  geführt,  als  er  alle  Eigenschaften  der 
Seiten   und  Winkel   des  charakteristischen  Dreiecks  Zenith- Pol -Sonne  am 
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Tage  der  kttrzesten  D&mmerung  ableitet.    Die  Inbaltsangabe  der  betreflfenden 
Paragraphen  wird  diese  Aeussernng  beweisen:  , 

§  987.  Enthält  Angaben  Aber  die  Grösse  c,  sowie  die  daraus  ab- 
geleitete HObe  der  Atmosphäre  nach  Yarenius  (gest  1660)  und  Hallej 
(gest.  1724). 

§§  988,  989,  990  und  991.  Es  wird  zuerst  die  Fassung  der  Aufgabe 
aufgestellt  und  dann  durch  infinitesimale  Betrachtungen  bewiesen,  dass 
die  parallaktischen  Winkel  am  Anfang  und  Ende  der  Morgendämmerung 
gleich  sind.  Da  dieser  Satz  bisher  noch  nicht  vorkam,  wollen  wir  den- 
selben an  dieser  Stelle  beweisen. 

Es  sei  in  Figur  5:  HZON  der  Meridian,  Pund  Q  die  Pole,  ADE  der 
Aequator,  HDO  der  Horizont,  M8BL  Parallel  zum  Aequator,  msrl  Parallel 
dem  frdheren  unendlich  nahe,  HO  ^  OK  ==  -^  c^  08 K  Parallel  zum 
Horizonte. 

Man  ziehe  die  Meridiane 

PrBQ    und    PsSQ. 

Die  Zeit,  in  welcher  12/5  zurückgelegt  wird,  wird  gemessen  durch  den 
Winkel  BPS  oder  die  Anzahl  Orade,  die  der  Centriwinkel  zu  rs  fasst; 
fElr  den  Bogen  mrsl  wird  iv  dieselbe  Grösse  sein.  Nach  der  Natur  der 
Maxima  und  Minima  muss  sein  rs^tv^  daher  rt^^sv. 

Es  ist  aber      ßs  =  Br,     <):  vs8  =  <JC  irB  =  90^ 
<^®^  AvsS^AirB. 

Zieht  man  die  Höhenkreise 

Z8N    und    ZBN, 
so  werden  ^^p8Z=^<)-PBZ=<-rtB  =  <)-svS^:p,^<)^p^, 
das  heisst   die  parallaktischen  Winkel    zu  Beginn  und  am  Ende 
der  Morgendämmerung  sind  gleich.     Oder 

<XN8Q  =  <):NBQ, 
daher  folgt,  da  j^^  ^  qqo^     qj^  _  gg^ 

cosNQ  =  cosQBcosNBQy 

cos  NQ  =  cosNScosQS  +  sinNSsinQScosNBQi 
setzt  man  beide  Werthe  von  cosNBQ  einander  gleich  und  fttr  die  einzelnen 
Bogen  und  Winkel  ihre  usuellen  Bezeichnungen,  so  wird 

8mg>=^8incsinö  +  co8C8inq> 
und  daraus,  da  S  eine  negative  Declination  ist, 

8tno  =  -'8%nq>tg-^* 

§  992.     In  den  Dreiecken  P8Z  und  PBZ  ist 

<):päz=<pjbz, 

daher 


sin8ZP  =  sinBZP\ 
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da  aber  diese  Winkel,  die  Azimnthe;  nicht  gleich  sein  kOnnen,  so  moss 
nothwendig  sein     SZP=  180^  —  BZP,    o^  =  180®  -  a, , 
ferner  <Y^SZP^<)i::JiZE,    HG=^BO,    QD^DB. 

Die  Höbenkreise,  zwischen  denen  der  Bogen  JSiS  liegt;  den  die  Sonne 
am  Tage  der  kürzesten  Dämmerung  durchläuft^  stehen  von  Osten  und  Westen 
gleich  weit  ab. 

§  993.    Aebnlicb  wird 

8inPZ:8inPBZ^l:8inZPB  =  8inZS:8mZP8, 

oder  i      .  ^  '  A 

cosg> :  stnpi  =  1 :  8int^=cosc:  stnt^^ 

daher  .    .  .    . 

smt^^coscsmti. 

Es  ist  aber  costi'^  —  tgq>tgd  und  aus  diesen  beiden  Qleichongen 
erhält  man  die  Dauer  der  kürzesten  Dämmerung:  t  —  ^^  —  ^. 

§  994.     Es  ist  femer,  da 

<)Ca/S6  -  <):cJBd    und     <)::Sah  ^   <):Bcd'^  90^, 
ferner  8a  ^Bc     auch     AaSb^AcBdj 

daher  ah '^  cd,     ac^hd,    8h -=- Bd. 

§  995.    Allein  es  ist  nach  §  992 
an  -  DB,     <)tGBh  -  <XBDd,     <YJ>GI>  -  <)^dBB  -  90®, 
mithin  AffD5^AdlJ2>,     also  D5  — De«,     Oh^Bd, 

nach  §  994  war  Bd  —  8h, 

das  heisst;  der  Aequator  schneidet  am  Tage  der  kürzesten  Däm- 
merung den  Depressionsbogen  in  zwei  gleiche  Theile  *  so  dass 
wegen  §  991  ^^^^  _  cosPZtgh8. 

§  996.    Da  aber      ac  -  hd  (§  994),    Dh  -  Dd  (§  995), 
so  ist  ac  «-  2Dh. 

Es  ist  also  in  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  GDh  die  Hypotenuse  die 

halbe  Dauer  der  Dämmerung  ^ «  die  Kathete  Gh  ^  ^   und    die    andere 

Kathete  GD  gleich  dem  halben  Bogen  der  Azimuthaidifferenz;  wir  erhalten 
somit,  da  der  Winkel  ABB'-'  90^—  tp  ist, 

2        cosfp 


*  Diese  Eigenschaft  hat  bereits  No^ias  gekannt. 
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Auch  Leonhard  Enler  hat  sich  mit  der  Aufgabe,  die  er  ^famosis- 
simüm  problema*^  nemit,  beschäftigt.  Dieselbe  befindet  sich  im  XX.  Bande 
der  „Novi  commentarii  academisB  scienüamm  PetropolitansB  pro  anno  1765 '' 
and  führt  den  Titel:  „De  trajectn  citissime  stellsB  per  duos  drcalos  almi- 
cantarath  datos  pro  qnalibet  elevatione  poli.'*  Wegen  ihrer  ausserordent- 
lichen Kürze  nnd,  weil  das  Prinzip,  auf  dem  dieselbe  basirt,  auch  in  den 
folgenden  Auflösungen  häufig  in  Anspruch  genommen  wird^  möge  sie  hier 
Platz  finden. 

In  Figur  7  sei:  BÄZPah  der  Meridian,  Z  das  Zenith,  P  der  Pol, 
ÄmMa  und  BnNh  die  beiden  Almucantars,  ZB  ^Zh^^  h^,  ZA  —  Za  «=•  Ä^, 
i4B  — Ä,— Äi  — c. 

Man  sucht  den  Stern  5,  der  am  schnellsten  von  M  nach  N  infolge 
der  täglichen  Bewegung  gelangt;  es  sei: 

PZ  -  90^  -  ip,    <)CMPN  -  T. 

Dies  vorausgeschickt  scheidet  Eni  er  zunächst  jene  Fälle  aus,  wo  der 
Stern  entweder  nur  einen  oder  gar  keinen  der  beiden  Almucantars  durch- 
schneidet; hierauf  zieht  er  smn  unendlich  nahe  8MN  und  es  muss  dann 
nach  der  Bedingung  des  Maximums  oder  Minimums  sein: 

<):mPn-<)CJJ£PJV^-t, 
^^^''  <)^MPm  -  <XNPn  -  dt, 

da  femer     pj,f  „  p^.  990^  j^    Pm  -  Pn  -  90«- (d -^  dd), 
^^  *^  Ai^fPm  S  ^NPn, 

™^  ^"^^^  <)-PMm  -  <);P2^fi; 

snbtrahirt  man  beiderseits  die  rechten  Winkel 

<)::SMP  -  ^^SNP  -  90^ 

^  ^^^  <):SMm  -  <)Z8Nn, 

das  heisst,  am  Tage  der  kürzesten  Dämmerung  schneidet  der 
Kreis  der  täglichen  Bewegung  die  beiden  Almucantars  unter 
gleichem  Winkel. 

Mit  dieser  Bedingung  sind  wir  sofort  in  der  Lage,  das  Problem  auf- 
zulösen.    Es  sei  Figur  8:    <)-fifJf^  »  <)^SNB, 
und  daher  auch  <fi8MZ  ^^'iSNZ, 

da  femer  <);PJf iSf  -  k^^PNS  -  90®, 

so  ist  auch  <):ZJIfP-  <)CZNP, 

das  heisst:  die  parallaktischen  Winkel  sind  gleich. 

Es  ist  auch 
ZJIf-Z-4-Äi,    ZÄ'-ZB-Äj,    PJf-PJff-90®-d. 
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Die  Dreiecke  ZMP  und  ZNF  haben  also  die  Seite 

gemeinsam;  ferner  ist  ^ 

FM'^FN    nnd     <XZMP^  <)C.ZNP. 

Schneiden  wir  also  ab  NQ  —  MZ  =»  Ä^,  so  wird  Zß  —  Äj  —  Ä^  —  c, 

und  da  APZM^  A^PJV,  auch  ZP^PQ^  90®-  gf. 

Ferner  ist  wegen         <)^ZPM  ^  ^^..QPN^ 

wenn  man  beiderseits  den  Winkel  QPM  subtrahirt: 

<ZPö-r. 

Zieht  man  in  dem  gleichschenkligen  Dreiecke  die  Winkel-  und  Basis- 

halbirende  PO,  so  folgt  aus  einem  der  rechtwinkligen  Dreiecke  z.  B.  ZOT: 

.     0 

.    r        "^2 

sin  ^  — 

2        cosg> 

Um  auch  ö  zu  erhalten,  betrachten  wir  das  Dreieck  PQO,  woraus  folgt: 
i9j  ^9-9 


mPQO^-- — f    allein  da    cosPQN=''CosPQO= — , 

ctgq)  ^  ctgtp 

so  folgt  aus  Dreieck  PQN:  ,  . 

stno  =8mq)Cosh^  -- cosip sm\tg -^ tgq> ^     8mi  = öoäIä^+^I 

und  da  ,        ,  ^^"o 

so  ist                                                                                       A.  +  Ai 
Ä  4-Ä                                           cos  ^  o 
^  +  ö-  =    ^  »    '  >      daher      ^d  =  mg)- 


In  der  französischen  Encjdopädie*  giebt  D'Alembert  eine  LOsang 
des  Problemes  im  Artikel  „Cr^pnscule".  Die  Auflösung  ist  analytisch. 
Setzt  man  stnc^s^hy  sind=Sj  sintp^h,  so  findet  man  aus  Fig. 9,  wo 
wieder  HZP  der  Meridian^  Z  das  Zenith  und  P  der  Pol  ist,  wenn  HO 
den  Horizont,  ho  den  Dämmerungskreis,  ECB  den  Aequator,  ecS  den 
Parallel  des  Gestirnes  vorstellen, 

ACcT  cv  ACPN,    ACQB  ^  ACPN 
und  daraas  «;^  jc 


yi^h^  /l-Ä« 


Es  ist  aber  c8:=  cT+ TS  =  cT+CR 

und  daher  5^+% 

j/l-h^ 

(^8  ist  der  Sinus  des  Standenwinkels  am  Ende  der  AbenddSmmerang 
weniger  6^;  cT  der  Sinus  des  Stundenwinkels  beim  Untergange  weniger 6*, 

*  Encyclopddie  aa  dictionnaire  raisonn^  des  sciences,  des  arts  et  des  mätiers. 
Benie  et  Lausanne  1782.  ^^  ^ 
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beide  Wertbe  für  den  Badins  ce^a  co8d  =  yis\    Setzt  xaan  diese  Winkel 
<g  und  ^,,  so  wird      ^^  ^^ 

und  es  soll  sein  are^nu,  — afC^nU|  =  ein  Minimum,  oder 
Daraas  ergiebt  sich 

Da  die  Wnrzeln    8t^^^±l     oder    ^i, 8  =  ±  90» 
für  die  Sonne  unmöglich  sind,  so  folgt  ans  der  übrig  bleibenden  quadra- 
tischen Gleichung:  Ä  ,-  —   y^ — -v. 

sm  63, 4  = r-^(l  +  cos  c)y 

'  8%nc 

Nachdem    dann  D'Alembert  auf  Grund  einer  nicht  ganz  einwurfs- 
freien Analyse  nachweist,  dass  der  Werth 

sind  ^  --  $inq> ctg-^ 

unzulässig  ist,  indem  er  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  bedeutet*, 
stellt  er  als  einzig  mOgliche  Lösung  den  Werth 

stnö^--  8tnq>tg'-^ 

auf.     Koch  hat  Nicolaus  y.  Fuss  im  Berliner  astronomischen  Jahrbuche 

für  1787  (eingesendet  wurde  die  Abhandlung  1784)  die  Aufgabe  unter  dem 

Titel  behandelt: 

„Leichte  Methode,  die  Epochen  und  die  Dauer  der  kleinsten  oder 

kürzesten  Dämmerung  zu  finden." 

Das  Verfahren    ist  wesentlich  dasselbe,    wie  das  von  D'Alembert; 

auch  y.  Fuss  findet  die  Gleichung  vierten  Grades,  verwirft  die  Wurzeln 

md  =  ±l. 

weil  die  Sonne  niemals  die  Declination  +  90^  erreichen  kann,  sowie  die 

Wurzel  ^^x  ^^^^^  ^ 

s%no  =  —  sintpctg-^  y 

weil  dieselbe  die  Polhöhe  in  zu  enge  Grenzen  einschliesst  und  nur  so  lange 
Oiltigkeit  hat,  als 

*  Wir  werden  im  spätereu  Verlaufe  sehen ,  dass  diese  Ansicht  unrichtig^^Ql^ 

11«  ^ 
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e  1 

sirnpäg^  <  sin  23  g-® 

bleibt    Es  erübrigt  also  nur  die  Relation 

welche  für  jede  PolhGhe  eine  bestimmte  Bedentang  hat;  endlich  lehrt  er 
die  Dauer  der  Dämmerung  durch  dieselben  Betrachtungen  kennen»  wie  wir 
sie  bereits  bei  Euler  gefunden  haben. 

Zum  Schlüsse  dieses  Abschnittes  wollen  wir  die  analytische  Methode 
von  d'Arrest  beifügen,  weil  dieselbe  in  gewissem  Sinne  die  analytischen 
Lösungen  abschliesst,  wiewohl  wir  chronologisch  etwas  Yoraneilen;  denn 
d'Arrest's  Aufsatz  befindet  sich  in  „Astronomische  Nachrichten*'  Bd. 46 
Nr.  1085  (Altena  1857). 

Die  Bedingung   für  das  Maximum  oder  Minimum  der  D&mmemng  ist 
bekanntlich:  ^      ^      a 

dd      dcj"^- 
Betrachtet  man  die  beiden  Dreiecke  Pol  —  Zenith  —  Sonne ,  so  erhSlt  man: 
0)         —  sine  —  sintp  sind  +  cosq>  cosi  cost^\   cast^  —  —  tgq>tgdj 
^"^^  (sint^cos(p  —  sinp^cosc;    sintp  —  —  sinösinc  +  cosi  cosc  casp^ 

^)        \        cosc  cosp^  —  sinq>  cosi  —  costp  sind  cost^, 
und  für  c  i—  0,  also  bei  Sonnenaufgang: 

5)  sinticosg>'^sinpi]sin(p'^cosdco8pi]  cosp^'^ sintp cosS—  eostpsmdcost^. 
Aus  den  Gleichungen  o)  folgt: 

dii  tgtp  dt^     srntp  cosS  —  cos^  sinöcost^ 

dd      cos^dsint^      di  co3q>cosdsint^ 

und  mit  Hilfe  der  Gleichnngen  C)  and  $): 

dti  ^  cigpi      dt^  ^  ctgp^ 
dd       cosd       dd       cosi 
daher  als  Bedingung  des  Maximums  oder  Minimums:  Pi  -«  p^. 

Dazu  macht  d'Arrest  die  Bemerkung,  dass  dieser  Winkel  nur  za 
den  beiden  Epochen  Sonnenaufgang  und  Beginn  der  Morgendämmerung 
gleiche  Werthe  besitze,  nicht  aber  während  der  ganzen  Dauer  der  DSm- 
menmgy  wie  dies  Lalande  in  seiner  Astronomie  annehme.  Aus  der 
Bedingnngsgleichung  p^  i-  p^  findet  man  mit  Hilfe  von 

sin<p  —  —  sind  sine  +  cosd  cosc  cosp    und    cosp  —  — ^ 

cosd 

leicht  die  bekannte  Formel:     .    »  ,      .   c 

sind  —  —  stnq>tg-^* 

Wir  £&nden:  d(t^  —  ^)      ctgp^-^ctgp^ 

dd  cosd  ^  T 
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Bildet  man  den  zweiten  Differentialqnotienten;  so  wird 

Aus  C)  und  6)  folgt 
daher  ^ ige  cosecp,-- tgdctgp,,    g tgtdgp,, 


also  für  <P(<>-0 


tgc 


d6*  cosSsw?p 

der  zweite  Differentialquotient  wird  positiv,  also  findet  ein  Minimum  statt 
Noch  ergeben  sich  einige  bemerkenswerthe  Relationen;  zon&chst  die 
schon  von  Lambert  bewiesene  Belation  der  Azimuthe:  a^»180^  — o^) 
welche  nach  d'Arrest  Delambre  unrechtmässiger  Weise  für  sich  in 
Ansprach  nimmt.      Ferner  findet  man  ans  den  Gleichungen: 

coatp  sint^^  cose  sinp^  •-  cosc  C08g>8inti,    sint^»^  cosc  sint^ 
eine  Belation,  die  ebenfalls  schon  in  Lambert's  Photomefcria  vorkommt. 
Die  Dauer  der  Dämmerang  findet  d'Arrest: 

•  2V-"  h      1+C08cc032ai  « 

es  ist  aber  c 

sind         .    _  .      ^    c         j,  :,     .X      .    *«  — ^1  2 

cosa.  -= }     $fno  —  —  sinwtg  jri   and  damit    sin  *  ^    ■  «*• • 

C08q>  2  2  C08q> 

d'Arrest  nennt  diese  Formel  die  Cagnoli'sche;  ich  weiss  nicht,  mit 
welchem  Bechte,  da  sich  dieselbe  schon  bei  Lambert  and  Ealer  jeden- 
falls vor  Cagnoli  findet. 

Zum  Schiasse  leitet  d' Arrest  aus  der  Gleichung:  ^ 

cosL  —  oosL  — r    xmd  ans    sm  '  ^  *  « 

^  *         costpcosd  2  coscp 

die  Belation  ab:  c 


sm- 


cosS 


V. 

In  diesem  Abschnitte  wollen  wir  Delambre's  Arbeiten  in  Bezug  auf  die 
Dämmerung  im  Allgemeinen  and  das  Problem  der  kürzesten  Dänmierung  ins- 
besondere im  Zusammenhange  besprechen.  Dieselben  sind  enthalten  in  den 
Werken: 


*  Diese  Belation  ergiebt  sich  leicht  aus  den  Fandamentalformeln : 
8ind=z8inq>8inh^eo8(pco8heosa^    co8deost  =  co8(psinh  +  8iH(peo8hca8a, 

C08d8mt»  casheina.  r^^^^T^ 
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1.  Astronomie  th^orique  et  pratiqne«   Paris  1814.  tome  I.  chap.  XTV. 

2.  Gonnaissance  des  temps  ponr  Tan  1818.  Paris  1815.  Formules  g^n^iales 
et  noQYelles  pour  calculer  les  denz  döclinaiEons,  qni  correspondent  k 
une  doröe  donn6e  du  cröpuscule.  Noavelle  d^monstration  da  plus 
coart  cr^puscule.     De  Nonins,  de  ses  formules  ponr  les  cr^pnscoles. 

3.  Gonnaissance  des  temps  pour  Vssx  1822.  Paris  1820.  Kritik  des 
Werkes:  „Delle  primarie  formole  spettanü  alla  luce  creposcolare,  e  del 
loro  nso  nella  solnzione  di  divers!  problemi  di  G.  Calandrelli  Bomae  1818.'* 
Was  1)  anbelangt,  so  giebt  Delambre  darin  zunächst  eine  unsEuläDg- 

liche  Lösung,  indem  er  in  der  betrachteten  Oleichung  die  Declination  der 
Sonne  constant  annimmt;  er  scheint  diese  Unzulänglichkeit  selbst  empfunden 
zu  haben,  obwohl  dieselbe  ein  richtiges  Endresaltat  liefert,  weil  er  sich 
bemttssigt  sieht,  eine  zweite,  wie  er  selbst  sagt,  genauere  Auflösung  zu 
liefern,  die  sich  auf  die  Eigenschaft  der  tftglichen  Bewegung  sitttzt. 

Es  sei  Figur  10:  P  der  Weltpol,  Z  das  Zenith  des  Beobachters;  Ä  die 
Sonne,  ZÄ^90+C'^  fttr  den  Beobachter,  der  das  Zenith  Z  hat,  beginnt 
die  Morgendftmmerung;  durch  die  scheinbare  tägliche  Bewegung  mOge  der 
Declinationskeis  PÄ  mit  seinem  Ende  Ä  in  den  Horizont  nach  £^  gelangen; 
nimmt  man  indessen  den  Himmel  als  unbeweglich  an,  so  nähert  sich  das 
Zenith  dem  Sonnenorte  auf  dem  Eleinkreise  ZmQ  mit  dem  Pole  in  P,  so  dass 
PZ=^Pm=^Pb=^Pn=:^  PQ. 

Gelangt  das  Zenith  von  Z  aus  nach  m,  so  dass  mA  =  90^  ist,  so  gebt 
die  Sonne  offenbar  auf  und  die  Morgendämmerung  endet;  es  ist  also  der 
Bogen  Zm  des  Eleinkreises  ZmQ  oder  auch  der  <XZPm  =  T  dem  Masse 
der  Dämmerung  gleich.  Um  denselben  zu  finden,  ziehen  wir  den  Bogen 
des  grössten  Kreises  ZBm  und  f&Uen  PB  J.Zm;  dann  ist 

.   Zm 

stnTT- 


aber  AZmÄ  giebt:  ^        ^*^ 

Äm  +  mZ>ÄZ,    90<>+mZ>90o+r,    ^>  ^, 
mZ       c  d  £ 

Setzt  man  also  -o*  —  "g"'"*»  ^^  ^^' 

sm^cosx  +  cos^stnXf  stn^  +  cos^stnx  —äsm^sm^^ 

2  €08  g>  ^  cosq> 

,    c        o  .   «       c  +  x 
8%n  5"       isstn  ö  cos  — ^ — 


2         COSq>  COSfp 

Da  nun  5  und  n  kleine  positive  Winkel  sind  and  jedenfalls 

«  +  o  <  90®,    so  ergiebt  sich  sin  77  > 

«        ^  ^        cos  (p 
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und  die  kleinste  Dämmernng  findet  offenbar  fttr  o^eaO  stait;  dies  geschieht, 
wenn  sich  das  Dreieck  ZmÄ  auf  den  Bogen  des  grössten  Kreises  ZÄ  re- 
dncirt;  es  ist  dann  Zm  =  o,  mÄ  «=  90^  and  die  halbe  Dauer  der  Dämmernng: 

.  t    ^'^ 

8%n^  = 


2        eo$q> 

Die  weiteren  Entwiekelnngen  sind  für  die  Methode  ohne  Belang  and 
können  am  so  eher  übergangen  werden,  weil  sie  Lambert  gegenüber 
keinen  Fortschritt  bezeichnen,  wiewohl  Delambre  gern  eine  oder  die 
andere  Eigenschaft  für  sich  in  Ansprach  nehmen  mGchte. 

Die  Abhandlang  2  betreffend,  gebührt  Delambre  anstreitig  das  Ver- 
dienst, die  Sätze  des  Nonias  in  die  Sprache  der  modernen  Trigonometrie 
übertragen  zn  haben,  wie  dies  gelegentlich  der  Arbeit  von  Nonias  ent- 
sprechend gewürdigt  wnrde.  Sonst  enthält  der  Aufsatz  noch  eine  Anzahl 
Formeln,  das  Problem  der  kürzesten  Dämmerung  betreffend,  die  entweder 
von  minderem  Belange  oder  schon  anderswo  angeführt  sind. 

Die  dritte  und  letzte  Abhandlung  endlich  ist  rein  polemischer  Natur, 
und  es  findet  sich  darin  kein  irgendwie  hervorzuhebendes  Resultat. 

Hier  dürfte  es  am  Platze  sein,  der  Auflösungen  des  Problemes  zu 
gedenken,  die  sich  in  dem  Sammelwerke: 

„The  mathematical  questions  proposed  in  the  Ladies'  Diarj  and  their 
original  answers  together  with  some  new  Solutions  from  its  commencement 
in  the  jear  1704  to  1816«   Bj  Thomas  Lejbourn.    London  1817.   4  vols.** 
vorfinden« 

Die  Aufgabe,  die  kürzeste  Dämmerung  für  eine  gegebene  PolhOhe  zu 
finden,  taucht  zuerst  als  Question  271  im  Jahrgange  1746  — 1747  auf;  die 
beiden  Beantwortungen,  die  darauf  einliefen,  sind  jedoch  unzulänglich. 

Ein  anderes  Mal  wird  die  Aufgabe  als  Question  564  im  Jahrgange  1766  bis 
1767  vorgebracht  und  in  befriedigender  Weise  mit  Hilfe  der  ^tereographischen 
Projection  gelöst;  wir  haben  davon  gelegentlich  der  Besprechung  von 
Nonius  Arbeit  theil weise  Gebrauch  gemacht. 

Im  Appendix  endlich  finden  sich  noch  Auflösungen  von  Wallace  und 
zweier  anonymen  Verfasser  „ß  Cygni"  und  „Astronomicas^.*         •  • 

Die  Auflösung  von  Wallace  ist  rein  synthetisch.  In  Figur  11  sei 
HO  der  Horizont,  TIF  der  Dämmerungskreis;  Z  das  Zenith,  P  der  Pol 
und  BS  der  Bogen  des  Parallels  am  Tage  der  kürzesten  Dämmerung. 
Man  ziehe  die  grössten  Kreise  PB,  PS  und  Z8  und  mit  P  als  Pol  be- 
schreibe man  den  Kreisbogen  ZNV\  hierauf  mache  man  <)C^ZPY^  <)C  BPS 
und  verbinde  die  Punkte  B  und  T  durch  einen  grössten  Kreisbogen.  Addirt 
man  zu  den  gleichen  Winkeln  ZPV  und  BPS  den  Winkel  SPV^  so  ist 
<)'iBPV=<Y^8PZ',   es   ist  aber  auch   BP^SP,   PV=»PZ  und    daher 

*  Ich  vermuthe,  dass  unter  einem  dieser  Pseudonj^me  der  bekannte  eng" 
lische  Astronom  J.  Ivory  sich  verbirgt.  ^-^  ^ 
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A2?PF^  AiSPZ;  daraus  folgt,  dass  JB  Fc=  fifZ=  90^  und  es  soll  nun  nach 
der  Natur  des  Problemes  der  Winkel  BPS  oder  VPZ  ein  Minimum  werden; 
dies  kann  nur  stattfinden ,  wenn  der  Bogen  VNZ,  der  dem  betarefienden 
Winkel  proportional  ist,  seinen  kleinsten  Werth  erhält,  und  dies  ist  wiederum 
nur  der  Fall  (da  B  V  eine  constante  GrOsse  es  90^  besitzt),  wenn  er  mit 
dem  Bogen  BV  zusammenfftllt ;  denn  in  jedem  anderen  Falle  wäre  nach 
der  Eigenschaft  der  Dreiecke  ZY+  72?  >Z7  + 90®  die  Summe  zweier 
Seiten  grösser  als  die  dritte;  damit  ist  die  Aufgabe  erledigt,  denn  die 
Dauer  der  kOrzesten  Dämmerung  und  die  Declination  der  Sonne  ergeben 
sich  wie  bei  Euler. 

Die  Auflösung  von  „/SCjgni^  ist  principiell  von  der  vorhergehenden 
nicht  verschieden,  weshalb  wir  von  der  Beprodaction  absehen«  Anders 
verhält  es  sich  mit  der  Auflösung  des  anderen  Anonymus  „Astronomicna". 
Diese  Auflösung  ist  entlehnt  aus  »New  Series  of  the  Mathemaücal  Bepositorj*, 
vol.  I,  art.  XI,  part.  IL  Sie  ist  so  eigenartig  und  instructiv,  dass  wir  eine 
kurze  Darstellung  nicht  umgehen  können. 

Problem  I.  Für  eine  gegebene  Polhöhe  den  Tag  der  kürzesten  Dämmer- 
ung zu  finden.  Es  sei  Figur  12  P  der  Pol,  Z  das  Zenith,  NFZ8  der 
Meridian,  EONS  der  Horizont,  pq  ein  Theil  des  Dämmerungskreises.  Es 
sei  femer  H  der  Punkt,  wo  Morgens  die  Sonne  aufgeht,  K  der  Punkt, 
wo  Abends  die  Dämmerung  endet;  durch  H  und  K  ziehe  man  den  grössten 
Kreis  KOmH^  der  in  m  halbirt  werde,  so  dass  also  ist:  Km  -«  mH\  da 
gleichzeitig  PK  und  PH  gleich  sind  der  Poldistanz  der  Sonne  am  Tage 
der  kürzesten  Dämmerung,  also  wenn  man  von  der  Aenderung  der  Decli- 
nation in  der  Zwischenzeit  absieht,  PIT»  P^T»  90®— d,  so  steht  Pm 
senkrecht  auf  KmH, 

Aus  dem  Dreiecke  ZPH  folgt  0  »^  sintp  sind  +  cos ip  cos 6  cost^^  und  aus 
dem  Dreiecke  ZPK  —sinc^sifKp sind  +  cosq>cosö cost^^  und  es  ist  offenbar 
^  —  ^  »  t;  durch  Subtraction  der  obigen  Gleichungen  findet  man 

1  fc—  <i         ti+  *, 

^sinc^  cosq>  cosS sin      c%     '  ^^     ^     < 

oder  1   .  •  .    *    .  ^  +  ^1 

ö-ÄWic  —  coS(pcosdsm  ^sin  ^  ^    » 

Es  ist  aber                                 ^KPZ^PLPZ 
<\KPm  -  <X 2 

und  aus  Dreieck  KPm  erglebt  sich: 

miPK smKPm  —  sinKm  —  «in -^     oder     m^  —^  ^cosi sin ^7"  ^i 

wir  haben  also  sofort  ^  .^^ 

.    t  s%nc 


2cosg>stn''^' 
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Ferner  ist  oflFenbar  Bogen  EO  —  180®,  also  KH^  180<>+  KO,  und 


daher  .     *  «mc 


KP-^HP    uX-— ^r— -90®  +  - 


2c08q>C08  -^' 

Aus  dieser  Gleichung  ist  unmittelbar  ersichtlich,  dass  sin  ^  ein  Minimum 

KO 

wird,  wenn  cos-^  sein   Maidmum   erreicht   oder   der  Winkel  KO  seinen 

kleinsten  Werth  erhält;  es  wird  also  die  Dämmernngsdauer  am  kleinsten, 
wenn  nOK  senkrecht  anf  dem  Horizonte  HSON  steht  oder  durch  das 
Zenith  Z  geht,  das  heisst,  wenn  das  Azimuth  der  Sonne  bei  Sonnen- 
aufgang dasselbe  ist,  als  bei  dem  Ende  der  Abenddämmerung. 
Zieht  man  Pu  _L  ZK,  so  ist  wegen 

und  aus  dem  Dreiecke  KPZ  ergiebt  sich: 

ß  c 

cos  Zu :  cosuK^  cosPZ:  cosPK;    cos-^i—  sin  -^^  sinfp:  sind^ 

Problem  II.  Die  Polhöhe  zu  finden,  unter  welcher  an  einem  ge- 
gebenen  Tage  das  Minimum  der  Dämmerung  stattfindet 

Ist  in  Figur  13:  Z  das  Zenith,  N8  der  Horizont,  H  der  Ort  des 
Sonnenunterganges,  K  der  Ort  des  Endes  der  Abenddämmerung,  yk  der 
D&mmerungskreis;  ist  femer  P  der  Pol,  so  ziehe  man  zu  K  und  H  die 
Deolinationskreise  und  die  Höhenkreise,  sowie  den  grössten  Kreis  KH, 

Da  der  Jahrestag  bekannt  ist,  so  kennen  wir  auch  die  Declination  der 
Sonne  und  damit  auch  PH^PKs=90^''d.  In  dem  Dreiecke  HPE"  wird 
demgemäss  sein  <)CHPK=t  und  dieser  wird  um  so  kleiner,  je  kleiner  die 
Basis  HZ*  wird;  in  dem  Dreiecke  HZK  wird  aber  HK  am  kleinsten,  wenn 
sich  dieses  Dreieck  auf  einen  Bogen  des  grössten  Kreises  reducirt,  das  heisst, 
wenn  der  Bogen  HKe=c  ist  Es  wird  also  die  Dämmerung  am  kürzesten 
sein,  wenn  der  Pol  eine  solche  Lage  p  hat,  dass  H  auf  den  Punkte  fällt 

Zieht  man  pmJ^KL,  so  folgt  aus  dem  Dreiecke  pZK: 

c  c 

cösmK : cospK=  cosmZ : cöspZ,    cas-^xsini  ^-^ ^  o* * ^ 9^' 

sintp^^sinitg-^' 

tJm  endlich  noch  die  Länge  der  kürzesten  Dämmerung  zu  finden,  be« 
trachten  wir  die  Belation:  e 

,    -  sinKm        ,  .    t  2 

sinKpm=^~r-^=r-f    oder    stn-^^- 


sinKp  2       €08  6 
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Recensionen. 


A.  Brill  und  M.  Noethbr.  Die  Entwicklung  der  Theorie  der  algebra- 
isolien  Functionen  in  älterer  und  neuerer  Zeit.  Jahresbericlit  der 
Deutschen  Mathematiker-Vereinigung.  Dritter  Band.  Berlin  1894. 
8.  107—566. 

Als  im  September  1890  die  Deutscbe  Mathematiker-Vereini- 
gung ihren  Anfang  nahm,  wurden  in  den  Bremer  Beschlüssen  als 
wünschenswerth  bezeichnet  ,,  ausführliche  Referate  über  gemeinsam  inier- 
essirende  Oebiete  der  Mathematik^^  Skeptiker  fragten  damals,  wer  unter 
den  Fachgenossen  einer  so  mühevollen  nnd  selbstverleugnenden  Arbeit  sich 
unterziehen  würde.  Aber  gleich  in  der  folgenden  Versammlung  (Halle  1891) 
fand  jener  Wunech  Verwirklichung:  Franz  Meyer  (Clausthal)  er- 
stattete einen  mit  Beifall  aufgenommenen  Bericht  über  die  Fortschritte 
der  projectiven  Invariantentheorie  im  letzten  Vierteljahr- 
hundert. In  Halle  beschloss  man,  nunmehr  ein  Beferat  über  die 
Theorie  der  algebraischen  Functionen  in  Aussicht  zu  nehmen,  nnd 
es  wurde  mit  Freude  begrüsst,  dass  Brill  in  Tübingen  und  Noether  in 
Erlangen^  die  an  der  Entwickelung  dieser  Theorie  während  der  letzten 
25  Jahre  einen  hervorragenden  Antheil  gehabt  hatten,  zu  diesem  Berichte 
sich  bereit  erkl&rteu. 

Jetzt  liegt  der  Bericht  von  Brill  und  Noether  in  dem  dritten 
Jahresberichte  der  Deutschen  Mathematiker -Vereinigung  vor,  deren  grGssten 
Theil  er  bildet,  umfasst  er  doch  nicht  weniger  als  XXIII  u.  460  Seiten. 
Schon  aus  dieser  Angabe  geht  hervor,  welch  gewaltigen  Stoff  die  Ver- 
fasser zu  bearbeiten  hatten,  und  doch  findet  man  sich  in  ihrem  Berichte 
sehr  leicht  zurecht.  Es  ist  das  dadurch  erreicht,  dass  dem  Ganzen  eme 
ausgezeichnete  Disposition  zu  Grunde  liegt  und  dass  in  typographischer 
Hinsicht  Alles  gethan  ist,  was  dem  Leser  die  Orientirung  erleichtem  kann. 
Ebenso  wohlthuend  berührt  die  ausserordentliche  Sorgfalt  und  Gewissen- 
haftigkeit der  Verfasser,  die  sich  bis  auf  die  kleinsten  Einzelheiten  in  den 
Literaturangaben  erstreckt;  nur  wer  selbst  geschichtliche  Studien  gemacht 
hat,  weiss,  welche  mühevolle  und  zeitraubende  Arbeit  oft  in  wenigen 
Zeilen  oder  in  einer  Wendung  des  Ausdruckes  verborgen  «1.300!^ 
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Von  dem  überaus  reichen  Inhalte  des  Berichtes  eine  Vorstellung  zu 
geben,  ist  an  dieser  Stelle  unmOglicb.  Ich  muss  mich  darauf  beschrftnken, 
die  üeberschriften  der  zehn  Abschnitte  anzugeben,  in  die  der  Bericht  ge- 
theilt  ist,  um  daran  einige  Bemerkungen  zu  knüpfen.  Diese  üeberschriften 
lauten: 

I.  Anf&nge   einer  Theorie  der  algebraischen  Curven  und  der  Elimi- 
nation: Von  Descartes  bis  Euler  und  Bözout. 
ir.  Periode    der    Begründung    einer    Theorie    der    Functionen:    La- 
grange, Gauss,  Cauchj,  Puiseux. 
in.  Das  AbePsche  Theorem  und  das  ümkehrproblem  der  hyperellipti- 
schen Functionen:  Abel  bis  Weierstrass. 
IV.  Biemann's  Theorie  der  Abel'schen  Functionen  und  ihr  Ursprung. 
V.  Die   geometrisch -algebraischen   Richtungen    (Plücker,   Jacobi, 
Aronhold,     Hesse,     Biemann,     Boch,     Clebsch,     Brill, 
Noether). 
VI.  Die    Theorie    der    singulftren    Punkte    (Cayley,    Kronecker, 

Weierstrass,  Hamburger,  Noether,  Halphen,  Brill). 
VII.  Die  Weierstrass'sche  Bichtang  (Weierstrass,  Christoffel). 
VHI.  Darstellung   des   Gebildes,   seiner  Formen  und  Functionen  in  in^ 
varianter  Gestalt  (H.  Weber,  Noether,  Christoffel,  F.  Klein). 
IX.  Wurzelfunctionen  und  Wurzelformen.    (Die  Literatur  ist  zu  gross, 

als  dass  hier  Namen  angegeben  werden  könnten.) 
X.  Algebraische  Correspondenzen  und  ausgezeichnete  Gruppen  (Cayley, 

Zeuthen,  Brill,  Hurwitz). 
Vermissen  wird  man  in  diesem  Verzeichniss  die  auf  den  Begriffs- 
bildungen der  neueren  Zahlentheorie  beruhenden  Theorien  von  Kronecker 
und  Dedekind-Weber.  Dass  sie  fehlen,  ist  so  gekommen.  Im  Jahre  1891 
hatte  Kronecker  sich  bereit  erklärt,  durch  Vermittelung  einer  jüngeren 
ihm  nahestehenden  Kraft,  bei  dem  unternehmen  mitzuwirken,  aber  leider 
hat  sein  rasches  Ende  diesem  Plane  ein  Ziel  gesetzt,  und  bei  der  Fülle 
des  Stoffes  mussten  die  Verfasser  sich  entschliessen,  diese  Lücke  un- 
ausgefüUt  zu  lassen.  Sie  haben  indessen  an  den  Stellen,  wo  die  Unter- 
suchungen jener  Forscher  mit  andern  Bichtungen  in  der  Theorie  der 
algebraischen  Functionen  zusammentreffen,  die  bezüglichen  Arbeiten  be- 
rücksichtigt, und  was  fehlt,  bildet  ein  in  sich  geschlossenes  Gkuize,  das 
sehr  gut  für  ein  späteres,  selbstständiges  Beferat  geeignet  wäre.  Ent- 
sprechendes gilt  in  Bezug  auf  die  neueren  geometrisch  -  algebraischen 
Untersuchungen  der  Italiener  (Segre,  Castelnuovo  etc.),  die  ebenfalls 
in  dem  Beferate  keinen  Platz  gefunden  haben. 

Weit  eher  ist  zu  befürchten,  dass  Mancher  ein  Zaviel  finden  wird  in  dem 
ersten  Abschnitte,  vielleicht  sogar  in  den  drei  ersten  Abschnitten  des 
Berichtes.     In  der  That  hatten  Brill  und  Noether,  wie  sie  in  der  VdiOQlc 
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rede  berichten,  ursprünglich  beabsichtigt,  eine  kritisch -vergleichende  Be- 
sprechung der  verschiedenen  Auffassungen  sa  geben,  die  gegenwärtig  in 
der  Theorie  der  algebraischen  Functionen  um  die  Herrschaft  streiten. 
Jedoch  hat  dieser  Plan  im  Laufe  der  Arbeit  wesentliche  Abttndemngen 
er&hren,  die  zu  verfolgen  sehr  lehrreich  ist;  handelt  es  sich  dodi  hier 
um  Fragen,  die  fOx  die  Gestaltung  der  weiteren  Berichte  der  Deutschen 
Mathematiker -Yeremigung  von  entscheidender  Bedeutung  sind. 

Zunächst  stellte  sich  heraus,  dass  eine  solche  Yergleiehimg  der  ver* 
schiedenen  Systeme  ,,ohne  den  Bückhalt  einer  vorausgehenden  knappen 
Darstellung  ihres  Inhaltes  und  ihrer  Hilfsmittel,  ihrer  Grundlagen  und 
Ziele  gegenstandslos^'  wäre,  und  so  rückte  die  objective  Berichterstattung 
in  den  Vordergrund«  Jetzt  handelte  es  sich  darum,  zu  ermitteln,  in 
welchem  Yerhftltnisse  die  neu  auftretenden  Theorien  zu  den  alten  standen 
und  welche  wesentlich  neuen  Ideen  sie  brachten.  „Indem  wir  einer 
Untersuchung  solcher  Beziehungen '',  äussern  sich  die  Verfasser,  „und  einer 
Erforschung  der  Quellen,  aus  denen  die  Autoren  geschöpft  haben,  nicht 
auswichen,  sahen  wir  uns  zu  rückwSrtsgreifenden -geschichtlichen  Studien 
genöthigt,  die  um  so  mehr  BedürMss  und  andererseits  um  so  zeitraubender 
waren,  als  ein  Werk,  in  welchem  die  Geschichte  der  Functionentbeorie 
—  etwa  von  dem  Zeitpunkt  der  Erfindung  der  Differentialrechnung  an  — 
in  einem  für  unsere  Zwecke  ausreichendem  Umfange  berücksichtigt  wird, 
nicht  existirt.** 

Eine  allgemeine  Geschichte  der  neueren  Mathematik,  in  diesem  Sinne 
verstanden,  kann  gegenwärtig  noch  nicht  geschrieben  werden;  in  weiser 
Beschränkung  hat  Moritz  Cantor  erklärt,  dass  sein  grosses  Werk  mit 
dem  Auftreten  Lagranges  abbrechen  solle,  ünerlässliche  Vorbedingung 
sind  zusammenfassende  Berichte  über  die  Geschichte  der  einzelnen  Disciplinen, 
Berichte  derart,  wie  sie  uns  Brill  und  Noether  für  die  algebraischen 
Functionen  in  meister-  und  musterhafter  Weise  gegeben  haben. 

Hoffen  wir,  dass  sie  Nachfolger  finden!  Paul  Stackel. 


H.  PomcABiS.    Les  m^thodes  nouvelles  de  la  m^oanique  Celeste.    T.  U: 

M6thodes  de  MM.  Newcomb,  Gyld6n,  Lindstedt  et  Bohlin.    VIII  et 
479  pag.     gr.  8^    Paris  1893.     Gauthier-ViUars. 
Wir  haben  schon  in   der  Besprechung   des   I.  Bandes*  das  Ziel  an- 
gegeben, welches  sich  der  Verfasser  fUr  den  II.  Band  steckt:  eine  kritische 

♦  S.  diese  ZeitBchrift,  Hiflt.-liter.  Abtheilung,  Bd.  38,  1893,  S.  68.  Auf  jene 
erste  Besprechung  muss  ich  bez.  der  hier  gebrauchten  Ausdrücke,  wie  „periodische**, 
„asymptotische**  Lösungen  etc.  und  bez.  der  Eigenschaften  dies^  Lösungen  Ter- 
weisen.    Bd.  II  ist  mir  erst  1896  zur  Hand  gekommenoigitizedby  GoO       N. 
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Discnssion  der  Ton  den  Astronomen  in .  den  letzten  zwei  Decennien  vor- 
geschlagenen  und  theilweise  bereits  in  ansgedehntem  Masse  praktisch  be- 
währten Beihenentwicklnngen  im  Problem  der  drei  Körper,  nnd  zwar  anf 
ihren  Vergleich,  ihre  mathematische  Einordnung  unter  allgemeine  Theorien 
aber  Differentialgleichnngen  und  auf  die  Art  ihrer  Conyergenz  bin.  Diese 
Discussion  liegt  nun  in  eingehender  Weise  vor,  von  den  Gesichtspunkten 
geleitet,  welche  der  Verfasser  in  jenem  I.  Bande  theoretisch  entwickelt 
hatte.  Sie  wird  nicht  nur  den  Mathematikern  erwünscht  sein,  welche 
einen  Einblick  in  die  scheinbar  sehr  mannigfaltigen,  neueren  Bechnungs- 
operationen  der  Astronomen  erhalten  wollen,  sondern  den  Letzteren  selbst, 
die  bei  der  Zielsicherheit  ihrer  Resultate  die  mathematische  Berechtigung 
und  Tragweite  ihrer  Methoden  nicht  ebenso  sicher  gestellt  haben. 

Die  neueren  Methoden  haben  das  gemeinsam,  dass  sie  die  „säcularen'^ 
Glieder,  welche  die  Zeit  ausserhalb  der  trigonometrischen  Zeichen  ent- 
halten nnd  welche  in  den  alten  Theorien  durch  die  als  erste  Näherung 
ungeeignete  Eepler'sche  Bewegung  und  dann  durch  Entwicklung  nach 
ganzen  Potenzen  der  störenden  Masse  fi  entstanden  waren,  völlig  haben 
verschwinden  lassen:  ein  bedeutender  Fortschritt,  den  man  zunächst 
Hill,  Newcomb  und  Gyld6n  verdankt.  Die  Methoden  unterscheiden 
sich  durch  die  Art  der  ersten  Näherungsbahn,  welche  der  Bechnung  zu 
Grunde  gelegt  wird,  durch  die  eingeführten  Argumente,  durch  die  Wahl 
der  kleinen  Parameter  fi,  nach  deren  Potenzen  entwickelt  werden  soll,  vor 
Allem  durch  die  grössere  oder  geringere  Freiheit,  welche  bei  den  suc- 
ceasiven  Näherungen  obwaltet.  In  letzterer  Beziehung  zeichnet  sich  vor 
Allem  das  Gyld^n'sche  Verfahren  aus,  das  auch  da,  wo  die  Newcomb - 
Lindstedt'schen  Beihen  versagen,  noch  anwendbar  bleibt,  nämlich  im 
Fall  einer  nahezu  ganzzahligen  linearen  Relation  zwischen  den  eingeführten 
mittleren  Bewegungen,  und  das  auch  die  für  diesen  Fall  berechneten 
Delaunay-Bohlin'schen  Beihen  im  Punkte  der  Convergenz  zu  übertreffen 
gestattet  Aber  während  die  bezeichneten  Methoden  in  einem  allgemeinen 
FaU  der  Dynamik  zu  absolut  oonTergenten  Entwicklungen  führen  würden, 
hat  das  Problem  der  drei  Körper  —  wie  Poincar6  von  den  zu  periodic 
sehen  Lösungen  ,, asymptotischen**  Lösungen  im  Bande  I  nachgewiesen  hat 
und  wie  er  in  diesem  Bande  wiederum  von  den  genannten  Reihen,  welche 
übrigens  im  Wesentlichen  mit  den  ,, asymptotischen*'  Lösungen  identisch 
sind,  einzeln  nachweist  —  die  besondere  Eigenschaft,  dass  die  Entwick- 
lungen nach  einem  kleinen  Parameter  (i  nur  semiconvergent  werden; 
nämlich,  dass  eine  solche  mit  wachsender  Gliederzahl  bei  festem  fi  sich 
nicht  einem  bestimmten  Werthe  nähert,  wohl  aber,  wenn  man  an  einem 
festen  p*^  GHede  abbricht,  sich  von  einem  bestimmten  Werthe  nur  um 
eine  Grösse  der  Ordnung  f4'+^  unterscheidet  Es  nehmen  nämlich  die 
Coefficienten  dieser  Potenzreihen  in  fi  die  Gestalt  an:         DigitizedbyVjOOglC 
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Uli , . . .  Wn^^j 
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WO  Wi^«  n^t  +  tOi  ist^  diiB  o,-  and  n,-  Constanten  sind,  welch'  letztere,  die 
mittleren  BewegaDgen,  selbst  wieder  von  (i  abh&ngen,  n?  die  Werthe  der 
n^  fdr  f4 »  0  and  wo  die  mt  ganze  Zahlen  sind;  die  Grösse  h  hSngt  tob 
den  n,-  ab.  Schon  bei  jedem  Durchgang  dorch  commensurable  Wertbe 
der  fii  (periodische  Lösungen),  also  bei  kleinsten  Aendemogen  Ton  ^ 
schwankt  aber  eine  solche  Beihe  B  in  ihrer  Gonvergenz  hin  und  her,  eine 
Beihe  von  Oliedem  mit  kleinen  Nennern  JSmtnk  kann  jedesmal,  mindestens 
durch  kleine  Aenderungen  der  nS,  beliebig  gross  gemacht  werden,  so  dass 
B  eine  ganz  unstetige  Function  der  n^,  also  von  (i  wird,  und  die  Poteni- 
reihe  in  fi  jedenfalls  nicht  gleiohmKssig  convergiren  kann. 

Herr  Poincar6  entwickelt  solche  Verhältnisse  besonders  deutlich  in 
Kapitel  XYII,  Nummer  189  an  emem  von  Herrn  07ld6n  behandelten 
Fall  einer  besonderen  linearen  Differentialgleichung  2^'  Ordnung  mit  Coeffi- 
cienten,  die  nicht-periodische  Functionen  der  Zeit  sind,  im  Zusammenhang 
mit  einer  mathematisch  interessanten,  im  fnnotionentheoretischen  Sinne  Toll- 
st&ndigen  Erledigang  der  bekannten  Gleichung  mit  irregulären  Integralen: 

wie  auch  an  einer  Beihe  allgememerer  Gleichungen  im  folgenden 
Kapitel  XVIIL  Von  den  übrigen  Theilen  des  Buches  heben  wir  ans 
Kapitel  IX — XV,  welche  den  sehr  brauchbaren  Newoomb-Lindstedt- 
sehen  Beihen  (von  der  vorhin  bezeichneten  Form)  gewidmet  sind,  die 
Verallgemeinerungen  auf  Fidle  heryor,  die  von  den  Urhebern  nicht  direct 
der  Methode  eingeordnet  waren:  es  geschieht  immer  dadurch,  dass  den 
neu  Torkommenden  kleinen  Grössen  eine  Ordnung  in  Bezug  auf  fi  ge- 
geben und  nun  von  Neuem  nach  Potenzen  von  f»  geordnet  sind.  Ans  den 
letzten  Kapiteln  XIX — XXI,  Bohlin'sche  Beihen,  nennen  wir  die  Dar 
Stellung  des  üebergangs  Ton  jenen  Lindstedt'schen  Beihen  zu  den 
Bohlin'scheu;  indem,  im  Falle  einer  fOr  f»  »  0  genau,  fdr  kleine  f» nahezu 
erfüllten  ganzzahligen  linearen  Belation  ^Pkf^k  **  0  zwischen  den  mittleren 

k 

Bewegungen  «,-,  auch  noch  die  Brüche   =; eines  Ausdrucks  wie"5  nach 

^rnikfik 

Potenzen  von  f»  entwickelt  werden;  und,   wie   schon  in  Acta  Math.  XUI, 

die  geometrisch -anschauliche  Discussion  der  dabei  zu  unterscheidenden  drei 

Fälle,  je  nachdem  die  Winkelgrösse  ^Pktfk  &lle  Werthe  durchlaufen  kann, 

k 

oder  zwischen  zwei  Grenzen  schwankt  (Libration),  oder  der  üebeigangsfiül 
eintritt.     Bemerkenswerth  ist  dabei,  dass  Poincar6  bei  der  Ausdehnung 
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der  Methode  im  Kapitel  XXI,  wie  Gjldön  und  Bohlin,  in  dem  Nftberangs- 
Terfahren  von  selbst  auf  elliptische  Fonctionea  stOsst,  deren  PeriodenTerbalten 
jene  drei  Fftlle  charakterisiren,  so  dass  die  IXnfÜhruDg  dieser  Functionen 
nicht  nur  als  Kunstgriff  erscheint  üeber  die  Gjld^n'schen  Methoden  selbst, 
deren  Principien  darin  besteh  en,  einmal  möglichst  Alles  auf  lineare  Differential- 
gleichungen zu  reduciren,  sodann  darin,  alle  Olieder,  welche  sehr  gross 
werden  und  die  Convergenz  yerlangsamen  würden^  jeweils  schon  in  die 
vorhergehende  Nftherung  au&unehmen,  geben  die  Kapitel  XVI— XVIII 
und  XXI  Aufschluss:  so  weittragend  sie  sind,  httlt  sie  Poincar6  noch 
nicht  für  so  innerlich  befriedigend,  als  die  übrigen  der  genannten  Methoden. 
Das  Kapitel  XXI  musste  zwar  noch  ziemlich  uuToUst&ndig  bleiben,  es 
knüpft  aber  glücklich  an  die  Theorie  der  asymptotischen  Lösungen  des 
letzten  Kapitels  des  I.  Bandes  an;  insbesondere  bringt  es  am  Schluss  ein 
ausgeführtes  Beispiel,  mit  dessen  Studium,  wie  mit  dem  einiger  anderer 
BelBpiele  (Kapitel  XYI— XIX),  man  am  besten  den  Band  beginnen  wird, 
wenn  man  über  die  Schwierigkeiten  des  Gegenstandes  und  der  Schreib- 
weise des  Verfassers  leichter  hinwegkommen  will.  —  Zu  dem  Kapitel  VI 
des  ersten,  XTV  und  XV  des  zweiten  Bandes  sind  inzwischen  schon  weitere 
Ausführungen  von  mehreren  Seiten  her  in  den  C.  B.  der  Pariser  Akad. 
erschienen.  M,  Nobthbb. 
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Historisch-literarisclie  Abtheilimg. 


Das  Problem  der  kürzesten  Dämmerang. 

Von 

Dr.  Karl  Zelbb 

in  Brftnn  (Mfthren). 


Hierza  Tafel  VI  Figur  1—16. 


(Schlaai.) 

VI. 

Mit  der  Einführung  von  Monge 's  Göom^iarie  descriptiye  beginnt 
auch  fOr  die  Behandlung  astronomischer  Probleme  auf  graphischem  Wege 
eine  neue  Epoche.  Man  hatte  zwar  auch  vor  dieser  Zeit  die  stereo- 
graphische Frojection  zur  Auflösung  einzelner  Aufgaben  hier  nnd  da  benutzt^ 
und  namentlich  die  Engländer  wussten  diese  Art  vorzüglich  in  Anwendung 
zu  bringen,  wie  ein  flüchtiger  Einblick  in  das  schon  einmal  citirte  Werk 
y,Ladies'  Diary''  beweist;  seit  dem  Auftreten  von  Monge  wurde  aber 
dieses  Hilfsmittel  sozusagen  ausschliesslich  zur  Auflösung  der  verschiedensten 
Aufgaben  gebraucht^  und  man  kann  sich  von  der  Richtigkeit  dieser  An- 
gabe am  besten  überzeugen,  wenn  man  die  leider  mit  dem  dritten  Bande 
abgeschlossene  ,,Correspondance  sur  l'öcole  imperiale  polytechnique^^  durch- 
sieht, wobei  man  gleichzeitig  einen  Einblick  in  die  ausserordentliche 
Fruchtbarkeit  der  Prindpien  der  darstellenden  Geometrie  erhftlt.  In.dqm 
eben  citarten  Journale  giebt  Monge  (tome  I,  pag.  148  ss.)  dem  Probleme 
der  kürzesten  D&mmerung  die  folgende  Fassung:  ,^Es  werde  eine  gemein- 
same Tangentialebene  an  zwei  gerade  Kegel  gezogen,  von  denen  der  erste 
zur  Achse  die  Verticale  des  Ortes  hat^  für  den  man  die  kürzeste  Dämmer- 
ung sucht^  und  zur  Basis  den  Almucantarat,  in  welchem  die  Sonne  an- 
fängt, die  Dämmerung  zu  bewirken;  der  zweite  Eegel  hat  zur  Achse  die 
Weltachse  und  ist  die  umhüllende  Fläche  des  Baumes,  welchen  der  Horizont 
bei  der  täglichen  Bewegung  beschreibt;  die  BertLhrungslinie  an  dem 
ersten  Eegel  schneidet  die  Basis  in  einem  Punkte;  errichtet  man  in  diesem 
Punkte  eine  senkrechte  Ebene  auf  die  Weltachse,  so  wird  diese  Ebene 
den  Declinationskreis  der  Sonne  am  Tage  der  kürzesten  Dämmerung  ent- 
halten. Die  beiden  Eegel,  an  welche  die  gemeinsame  Tangentialebene 
gezogen  wird,  haben  ihre  Spitze  in  Ä  (Fig.  1);  der  erste  Eegel  hat  zum 
Durchmesser  der  Basis  hc;  der  zweite  zur  Erzeugenden  die  Gerade  AB 
um  die  Achse  AP," 

Das  Problem  ist  in  der  Form  einer  Aufgabe  gestellt  und  die  l^löven 
der  ^cole   poljtechnique  werden  von  Hache tte  aufgefordert,  den  Beweis    t 
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für  die  Bichtigkeit  der  Anflöstuig  zu  liefern,  wfthrend  a.  a.  0.  nnr  die 
Constmction  mit  der  geringsten  Anzahl  von  Constmctionslinien  gegeben  ist 

Es  sei  PQB  der  Meridian,  BC  der  Horizont,  hc  der  DSmmemngs- 
kreis  und  ÄP  die  Weltachse. 

Man  ziehe  den  Badins  ÄC'^1  gesetzt  die  Tangente  cd^  welche 
die  Verticale  in  d  trifft,  mache  Äf^ed  und  feA-Äd,  yerl&ngere  fe  bis 
zum  Durchschnitt  mit  der  yerl&ngerten  Geraden  ÄP  ia  e;  verbindet  man 
e  mit  d,  zieht  dl  J^ed  und  Hlllt  von  {  die  Gerade  lg  senkrecht  auf  ÄP^ 
so  ist  BQ  der  Parallel   der  Sonne  am  Tage  der  kürzesten  Dämmerung. 

Beweis: 

^      *         j  ^  1  ^^         1-C05C* 

Af'^cd-^dgc^    ^^-;t— ♦»     fd ^r— jr» 

s%nc  svnc 

ef—  ctgc*ctgq>.      dm  ^  Ad  —  Am  ^  -, — =—  sine*  ^  — — j» 
'  sznc*  $mc^ 

km^  3inc*ctgg>j      JcA^-r- 


8mg> 
Es  ist  aber  tktfd  ^^  tklmd^  woraus: 

ef:fd^md:lm,     Im — ^^ -—^ tgqf, 

ef  eine 

(l—  cos  c*)  cos  c* 

hl'^hm  +  lm^  sine  dg w  +  ^ : — £ tgw. 

smc 

]qI  ^    _ —   j«n*c*cos*g)  +  cosc*sin^w  —  cos^c*sin^a\. 

8%nq>cos(psmc^  ^  ^  ^* 

kl  ^  —, : — i  {sin^d^^  si«*op(l  —  cosc*)]. 

8%n^co$(pstnc   *  ^  ^' 

Aus  dem  Dreiecke  kgl  folgt: 

Ä^  —  klcosq)  —  -1 : — =  {sin^c*—  sin^  w(l—  cosc*)], 

stng>smc   ^  ^^  '" 

daher  ^.^^«  ^ 

Ag'^  Ak  —  kg  -^  -, : -, — r  {5i«*c*— 5*n'g?(l— cosc*)}, 

smq>     smq>smc   ^  ^  '^ 

Ag^  sintpig  ^* 

Da  ich  nirgend  den  von  Hachette  geforderten  Nachweis  finden 
konnte ,  habe  ich  denselben  in  den  „Astronomischen  Nachrichten''  Bd.  109 
(1884)  geliefert.* 

Der  Anfangspunkt  eines  rechtwinkligen  Coordinatensjstems  liege  im 
Centrum  der  Erde;  die  positive  X- Achse  sei  im  Horizonte  gegen  den  Süd- 
punkt,   die  positive  Y-Achse  ebenfalls  im  Horizonte  gegen  den  Westpunkt 

•  K.  Zelbr:  Üeber  das  Problem  der  kürzesten  Dämmerung.  Astron.  Nachr. 
Bd.  109,  Nr.  2602. 
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gerichtet;  die  positive  Z- Achse  endlich  nach  dem  Zenith  des  Ortes;  dann 
ist  die  Gleichung  des  ersten  Kegels,  der  den  Almucantarat  (—  c)  znr 
Basis  hat, 

1)  g^ctg'c^x^+y^ 

Der  zweite  Kegel,  welcher  die  umhüllende  sftmmtlicher  Stellnngen 
des  Horizontes  ist  und  dieselbe  Spitze  besitzt^  hat  znr  Oleichnng: 

2)  (xcostp  +  zsvnq!)^^  («*+  y^+  e^cos^fp. 

Bei  der  Lösung  des  vorliegenden  Problemes  handelt  es  sich  nicht  so 
sehr  um  die  Oleichnng  der  Berührongsebene  an  beide  Kegel,  als  am  den 
Punkt  der  Basis  des  ersten  Kegels,  in  welchem  dieser  von  der  Ebene  be- 
rfthrt  wird.     Die  Sache  erledigt  sich  dann  einfach  so: 

Man  sucht  zunftchst  den  Durchschnitt  der  zweiten  Kegelflftche  mit 
der  Leitlinienebene  des  ersten.     Die  Leitlinienebene  hat  zur  Gleichung: 

3)  e^  —  sinc. 

Substitnirt  man  diesen  Werth  in  2),  so  erhält  man  als  Durchschnitts- 
corve  eine  Parabel 

4)  y*—  2xtgfp8inc  +  8%vi?c{),'-tg^(p)  —  0     oder  y*  — -4a?  +  JB  —  0. 
Es   seien   nnn   auf  dem   Almucantarat  (—  c)   zwei    unendlich    nahe 

Punkte  mit  den  Azimuthen  a^  und  a^  gegeben,  so  ist  allgemein 

x^  €08csma^    y  ^C08ccosa^     g'^sinc. 

Legen  wir  durch  die  Punkte,  deren  Azimuthe  a^  und  a^  sind,  eine 
Secante,  so  lautet  deren  Gleichung:  1.  . 

5)  y  -^  -  ctg  ^(a^  +  a^) X  +  cosc  — j 

Lftsst  man  diese  Secante  zur  Tangente  werden,  setzt  also  <xi "-  «^29  ^^  ^^^ 

^v  cosc 

6)  y^ctgax+- —     oder  y —  — ma?  +  ♦». 

Sucht  man  die  Bedingung,  unter  welcher  diese  Tangente  auch  die 
Parabel  berührt,  so  erhalt  man  4mnÄ  +  -4*—  ^m^B  —  0. 

Substituirt  man  die  Werthe  für  die  angezeigten  OrOssen,  so  erhält 
man  nach  einigen  Transformationen  cosa  ^=^  tgtp\ctgc  ±  cosecc\^  und  daher: 


7) 


I  C 

cosa'  ^  +  tgfpctg^ 
cosc/'^  —  tgtp  tg^' 


Der  Kreis  durch  jeden  dieser  Punkte  auf  die  Weltachse  senkrepht 
gezogen  ist  ein  Declinationskreis  und  man  erhüt  seine  Gleichung,  wenn 
man  aus  den  bekannten  Belationen: 
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sink  »  smg>sinö  +  cos tp  cos d cost 
coshcosa  ■=  —  cosq)smS  +  sincpcosöcost 
den  Stunden  Winkel  t  eliminirt;  es  wird 

sini  =  —  cos  q)  cos  a  cos  h  +  sinqtsinh, 
und  da  h^—c,  so  wird  zon&chst 

sind  —  —  cosfpcosacosc  —  smtpsinc, 
Substituirt  man  hierin  die  gefundenen  Werthe  von  a,  J  und  a"  nach 
Gleichung  7),  so  ergieht  sich: 

c  c 

5»nJ'—  —  sing>ctg^i     sini"  ^  —  sing>tg^- 

Im  Folgenden  sollen  zunächst  die  graphischen  Methoden  erledigt 
werden.     Zun&chst  folgt: 

„0.  Dandelin,  Probleme  du  plus  court  cr6puscule.  Correspondance 
math6matique  et  physique  publice  par  Garnier  et  Quetelet.  Tome  n, 
pag.  97—100.     Gand.  1826. 

Es  sei  Figur  2  die  Himmelskugel  stereographisch  von  einem  Pde 
auf  den  Aequator  projichrt  und  alle  Parallelkreise,  welche  von  der  Sonne 
beschrieben  werden,  sind  concentrisch  mit  demselben  aus  dem  Gentmm  Ä^ 
beschrieben.  C'  und  H'  sind  bezüglich  die  Mittelpunkte  des  DSmmerongs- 
kreises  und  des  Horizontes.  Ist  ay  der  von  der  Sonne  beschriebene 
Parallel;  so  ist  o£Fenbar  <)Cc/Ä'y^  proportional  der  Dauer  der  DSmmerang; 
ein  zweiter  unendlich  naher  Parallelkreis  sei  ßf  d'g)'.  Soll  der  Winkel  JÄ^ 
ein  Minimum  sein,  so  müssen  dessen  Differentiale  gleich  sein,  also 

<):a'^y-<)Cy'ii'J',     und  daher  auch     £ic/A'fi  ^Ay^A'f, 
daraus  folgt,  dass 

<):a'/3'^'  «  <)C/^^',     nnd  damit  auch     <):o/ jS'd'-  <):y'd'g)', 
das  heisst:  Der  gesuchte  Parallelkreis  muss  den  Horizont  und  den 
Dttmmerungskreis  unter  gleichen  Winkeln  schneiden  (Eulerl76ö). 

Um  denselben  zu  finden,  lege  man  durch  den  Horizont  und  den 
Dämmerungskreis  einen  Doppelkegel ,  dessen  Spitze  zwischen  den  beiden 
Kreisen  liegt,  während  diese  die  Grundlinien  der  Kegel  bilden,  der 
Scheitelwinkel  des  Acbsenschnittes  beider  Kegel  ist  gleich;  durch  die  Spitie 
dieser  Kegel  lege  man  eine  Ebene  parallel  zum  Aequator,  so  wird  die- 
selbe den  Parallelkreis  enthalten,  weil  er  den  Horizont  und  den  Dämmerungs- 
kreis  unter  gleichen  Winkeln  schneidet.  Der  Beweis  soll  hier  der 
Kürze  wegen  übergangen  werden,  da  er  in  der  folgenden  ausfdhrlichen 
Abhandlung  von  Liagre  neben  mehreren  anderen  geliefert  wird. 
J.  B«  J.  Liagre  hat  seine  Arbeit  in  den  „Nouveau  m^moires  de  l'acadömie 
rojale  des  sciences,  des  lettres  et  des  beaux  arts  de  Belgique,  Tome  XXX, 
Bruxelles  1857^  yeröffentlicht  unter  dem  Titel:  ^^Probl^me  des  cr^pusoules/' 
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Nachdem  in  der  Einleitong  die  Verdienste  von  Nonius  (1573)*,  Joh. 
und  Nie.  Bernoalli  (1693),  l'Höpitaly  Le  Monnier  and  Eeill  eine 
kurze  Besprechung  gefunden,  bemerkt  Liagre,  dass  Cagnoli  mit  Hilfe 
der  höheren  Analjsis  die  Dauer  der  kürzesten  Dämmerung  bestimmte,  indem 
er  wie  Mauduit  von  dem  Satze  Gebrauch  machte,  dass  der  parallaktische 
Winkel  zu  Beginn  der  Dämmerung  und  am  Schlüsse  derselben  gleich  sei. 

Die  zweite  Lösung  des  Froblemes 

bezieht  Liagre  auf  eine  Erscheinung,  welche  er  Dämmerungscomple- 
ment  (compI6ment  cr^pusculaire)  nennt  und  zeigt,  wie  man  sich 
von  dem  Vorhandensein  dieser  Wurzel  a  priori  überzeugen  kann ;  die  ana- 
lytische Lösung  verlangt  nämlich,  dass  der  Farallelbogen  der  Sonne  zwischen 
dem  Horizonte  und  dem  Dämmerungskreise  ein  Minimum  sei;  allein  die 
Sonne  passirt  den  Dämmerungskreis  etwa  nach  Sonnenuntergang  zweimal; 
einmal  am  Ende  der  Abenddämmerung  und  dann  ist  die  Höhe  der  Sonne  -  c; 
dann  aber  auch  zu  Beginn  der  Morgendämmerung,  wobei  die  Höhe  ge- 
wissermassen  nftO^ e) 

gesetzt   werden   kann;   setzt  man   diesen    zweiten  Werth   in   die  bekannte 

Formel  für  den  Sinus  der  Declination  am  Tage  der  kürzesten  Dämmerung 

ein,  80  erhält  man  in  der  That: 

1800  —  c  c 

sind==-'8inq>tg 1     sinÄ  =  —  «inyc^-^r- 

Weiter  polemisirt  Liagre  gegen  die  Bemerkung  d'Alembert's,  als 
ob  zur  Zeit  des  Sommersolstitiums  die  längste  Dämmerung  ezistire.  Dies 
hat,  fährt  er  fort,  nur  so  lange  Geltung^  als  die  Dämmerung  noch  vor 
Mittemacht  endigt;  es  hört  sofort  auf  richtig  zu  sein,  sobald  die  Dämmer- 
ung imaginär  wird,  das  heisst  die  Sonne  die  Höhe  —18®  nicht  mehr  er- 
reicht In  diesem  Falle  rechnet  Liagre  die  Abenddämmerung  von 
Sonnenuntergang  bis  Mitternacht  und  die  Morgendämmerung  von  Mitter- 
nacht bis  Sonnenaufgang.    Es  sei  beispielsweise  9>:=5P,  so  ist  für 

d  =  + 23027' 

der  halbe  Tagbogen  8^ 9? 6  und  damit  die  Abend-  oder  Morgendämmerung, 
wenn  man  Yon  der  Zeitgleichnng  absieht, 

12*-8A9™6  =  3*50?4, 

während  die  längste  Dämmerung  dann  stattfindet,  sobald,  abgesehen  von 
Befraction,  Sonnenhalbmesser  und  Parallachse,  die  Sonnendeclination  den 
Werth  erreicht:  *  =  90°  -  9  -  c=  21«. 

*  Die  Jahresangabe  scheint  sieb,  wenn  kein  Irrtbum  vorliegt,  auf  eine  t^pätere 
Ausgabe  von  Nonius  „De  crepusculia'*  zu  beziehen. 
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Dies  findet  beilftnfig  am  25.  Mai  und  am  18.  Juli  statt  Delambre, 
sagt  Liagre  weiter^  findet  in  seiner  Astronomie  ansser  der  Epoche  der 
kürzesten  Dämmerung  noch  deren  Dauer  nach  Cagnoli,*  femer  die 
Eigenschaften  der  Azimuthe  und  des  parallaktischen  Winkels;  dagegen 
yermisst  man,  wie  uns  wenigstens  scheint,  die  charakteristische  Eigen- 
schaft, dass  zur  Zeit  des  Minimums  der  Parallel  der  Sonne  den  Horizont 
und  den  DSmmerungskreis  unter  gleichen  Winkeln  schneidet,  welche 
Dandelin  in  der  „Correspondance  mathömatique  et  physique  (1826)'  ge- 
funden hat** 

Die  Deutung  der  zwei  Wurzeln  des  Problemes 

smo^^^stn(ptg-^i    «» o,  =  —  5»» 9 c^ -g- 

führt  Liagre  auf  die  Einführung  zweier  neuen  Perioden;  die  Periode 
„physischer  Tag  (jour  phyBique)**  umfasst  den  astronomischen  Tag 
und  seine  zwei  Dämmerungen;  die  bereits  erwähnte  Periode  „Däm- 
merungscomplement  (complement  cr^pusculaire)''  ist  der  üeber- 
schuss  des  physischen  Tages  über  eine  Dämmerung.  Die  Aendemngen  in 
der  Länge  des  astronomischen  Tages  befolgen  nicht  dasselbe  Gesetz,  wie 
die  der  Dämmerungen  ^  und  so  fällt  die  kürzeste  Dämmerung  nicht  mit 
dem  Wintersolstitium  zusammen,  da  in  gewissen  geographischen  Breiten 
die  Aendemngen  der  Dämmerung  jene  des  astronomischen  Tages  yemichten 
kOnnen.  Dasselbe  ist  mit  dem  Dämmerungscomplement  der  Fall,  das 
wieder  nicht  auf  die  Epoche  des  kürzesten  physischen  Tages  föUt,  weil 
das  Dämmerungscomplement  nur  eine  Dämmerung ,  der  physische  Tag 
deren  zwei  enthält 

Das  Problem  lässt  sich  geometrisch  in  Yoller  Allgemeinheit  etwa  in 
folgende  Worte  fassen: 

„Das  Minimum  der  Dämmerung,  des  Dämmerungscomplementes  und 
des  physischen  Tages  wird  für  eine  gegebene  geographische  Breite  durch 
die  Betrachtung  dreier  gerader  Kegel  erhalten,  welche  zur  Achse  die  Ver- 
ticale  des  gegebenen  Ortes  haben.  Die  ersten  beiden  Kegel  gehen  durch 
den  Dämmernngsbogen  und  den  Horizont  und  der  eine  von  ihnen  hat  die 
Spitze  ausserhalb,  der  andere  innerhalb  der  beiden  Leitebenen;  der  dritte 
Kegel  ist  eine  Tangentialfläche  an  die  Himmelskngel  längs  des  Dämmerungs- 
kreises. Legt  man  durch  die  Spitzen  dieser  drei  Kegel  parallele  Ebenen 
zum  Aequator,  so  schneiden  dieselben  die  Himmelskugel  in  drei  Parallel- 

*  Aach  hier  findet  sich  der  Irrtham,  als  ob  Cagnoli  die  schon  von  Lam- 

.    c 
8tn  — 

bert  gefundene  Formel   «»n--  = zuerst  aafgestellt  hätte. 

2       CO«  9  ® 

**  Auch  hier  liegt  ein  Irrthum  Liagre*B  vor,  da  diese  Eigenschaft,  wie 
wir  auch  seinerzeit  angezeigt  haben,  eine  Entdeckung  Euler*B  (1765)  ist. 
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kreisen;  den  ersten  beschreibt  die  Sonne  am  Tage  des  kürzesten  Dämmer- 
nngscomplementes;  den  zweiten  am  Tage  der  kürzesten  DSmmerong;  den 
dritten  zur  Zeit  des  kürzesten  physischen  Tages.' 

In  der  ersten  Epoche  macht  der  Parallel  mit  dem  Horizonte  und 
dem  Dftmmerangskreise  supplementäre  Winkel;  in  der  zweiten  sind  die 
Winkel  gleich ;  in  der  dritten  schneidet  der  Parallelkreis  den  Horizont  und 
Dämmerungskreis  unter  rechten  Winkeln.  So  oft  der  eine  oder  der  andere 
Durchschnitt  nicht  stattfindet ^  bedeutet  dies,  dass  die  betreffende  Er- 
scheinung für  den  gegebenen  Ort  imaginär  ist. 

Die  verschiedenen  sich  darbietenden  Fragen  sind  die  folgenden: 

a)  Für  einen  gegebenen  Ort  und  Tag  die  Azimuthe  und  Stunden- 
winkel zu  finden,  welche  dem  Anfange  und  dem  Ende  der  Däm- 
merang entsprechen,  sowie  die  ganze  Daner  der  Erscheinung  zu 
bestimmen. 

b)  Für  eine  gegebene  geographische  Breite  die  Epochen  der  längsten 
und  kürzesten  Dämmerung,  sowie  ihre  Dauer  und  die  Azimnthe  und 
Stundenwinkel  zu  Beginn  und  am  Ende  der  Dämmerung  zu  finden. 

c)  Die  geographische  Breite  des  Ortes  zu  bestimmen,  wo  für  einen 
gegebenen  Tag  die  längste  oder  kürzeste  Dämmerung  stattfindet. 

d)  Die  Dauer  des  physischen  Tages  und  des  Dämmerungscomplementes 
za  finden,  das  ist  für  einen  gegebenen  Ort  die  Dauer  des  astro- 
nomischen Tages  vermehrt  nm  seine  zwei  Dämmerungen  oder 
auch  nur  um  eine  zu  bestimmen;  die  kürzeste  Dauer  dieser 
Grössen  für  den  betreffenden  Ort  zu  suchen. 

Es  sei  Figur  3:  Z  das  Zenith,  P  der  Pol,  RO  der  Horizont,  CR  der 
Dämmernngskreis,  JJQ  der  Aequator,  tq  der  Parallel  der  Sonne;  die 
Dreiecke  Z'PS  und  ZTS^  ergeben  dann  folgende  Relationen: 

1)  eo$a.^=^'-', — > 

^  cos  (p  cos  c 

3)  co$i^=^  —  tg^igi^ 

4)  cost^^  —  tgtpigo  — 


und  daher 


costpcosS 


^  ^  COS(p 


^^  .  Vcofi^c^  sm^ö— s\n^(p  —  2sindsincsin(p 

'  ^  C08q>C08C 

«.  .    .  yco8^g>  —  sin*d 

*  eostpcosö 


o,  .    .       i/cos*c  — 5tw'g)— «in'6— 2sincstng)Sin5 

8)  smio^- T • 

'  ^  cos  q)  cos  0  r^  T 
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Aas  Gleichung  3)  und  4),  7)  und  8)  erhUt  man  leicht: 

Hnc 


cos  ^1  —  C05  ^2  = 


C08<pC08d 


l/cas^w  —  co^S  .  l/co$^C''Sih*g>'-8in*ö'-28incsinq>8inö 

&m  L  +  $%ntm= 5 —  + z ' 

*  —        *  co8(p€Oso      ^  casfpcoso 

woraus  durch  Division: 

t^  —  ti fiwc 


9)      tg 
10)      tg 


2         ^c{w*9— «n'J+f^a)Ä*c-sin*^-^n*^-25mc«n9«nd 


ycos^q)"  sin^ö—}/co8^c-'8in*'-(psm^6—2sinc8inipHn6 

Nun  untersucht  Liagre  zunftchst  mit  Hilfe  der  Gleichung  9),  welche 

Bedingungen    für    eine    reelle    Dftnunerung   stattfinden    müssen^    wo    eine 

längste  Dämmerung  stattfinden    kann  und  ähnliche  Fragen,   wie  sie  zum 

Theil  schon  von  Euler  erledigt  wurden. 

Durch  Differentiation  und  Annullirung  der  Gleichung  9)  erhält  er 
hierauf  die  beiden  bekannten  Wurzeln  für  den  Sinus  der  Declination: 

f» 

11)  «n^i  =  -5t«<)P^^» 

12)  sind2  =  -'Sinq>ctg^' 

Die  Gleichung  10)  giebt  auf  gleiche  Weise  die  Wurzeln  fOr  das  Mini- 
mum des  Dämmerungscomplementes: 

11*)  $indj^=^—8inq>tg^} 

12*)  «n^j  =  — atn^c^ö* 

Die  Formel  11)  wird  sodann  wegen  ihrer  Giltigkeit  für  jede  PolhOhe 
als  Lösung  des  Problems  angenommen  und  dann  als  Dauer  der  kürzesten 
Dämmerung  gefunden:  c 

13)  wn^= -^ 

2  cos<p 

Für  den  Aequator  (q>=:(fi)  ergiebt  sich 

^,-^j  =  c==l*12-, 
die  kürzeste  Dämmerung,  die  überhaupt  auf  der  Erde  stattfinden  kann. 
Mit  Hilfe  des  Ausdruckes 

8m0i  =  ^s%n(ptg^ 

findet  Liagre  aus  den  Formeln  1)  und  2)  die  Relation  ai  +  a^=l8(P^ 
sowie  aus  den  Dreiecken  ZPS  und  ZPS' 

die  Gleichheit  der  parallaktischen  Winkel,  woraus  wieder  folgt,   dass  der 
Parallel   der  Sonne   den   Horizont  und   Dämmerungskreis    unter   gleichen 
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Winkeln  schneidet;  dieser  Satz,  den  Liagre  für  Dandelin  in  Ansprach 
nimmt,  ist,  wie  bekannt,  bereits  Yon  Enler  gefanden  worden. 

Wir  haben  bereits  zn  Anfang  der  Abhandlang  Yon  Liagre  nach- 
gewiesen, dass  die  zweite  Wnrzel 

12)  and  12*)  smd^^^smqfdg-^ 

für  das  Minimum  des  DSmmerangscomplementes  gilt,  wie  sich  dies  aach 
aus  der  analytischen  Behandlang  ergiebt.  Mit  Hilfe  derselben  ergiebt  sich 
aas  den  Formeln  1)  and  2)  a^^^  c^  and  aus  den  Dreiecken  ZP8  and 
ZPS'(Pig.4): 

8in8=s9in8\    igS^sina^dg^i    tgS>=^'-sina^dgtpi 
daher  S  =180^-5'. 

Berttcksichtigt  man,  dass  8Z  and  8Z'  senkrecht  auf  HO  and  CB 
stehen,  so  folgt  daraas,  dass  die  beiden  Winkel,  anter  denen  der  Parallel 
der  Sonne  am  Tage  des  kürzesten  Dftmmerangscomplementes  den  Horizont 
and  den  Dämmerangskreis  schneidet,  sich  za  180^  ergänzen. 

Um  endlich  die  dritte  Präge  nach  dem  Minimum  des  physischen  Tages 

zu  erledigen,  betrachten  wir  die  Gleichung 

„      sinwsind  +  smc 

eo8q>oo8d 

woraus  sich  durch  Differentiation  und  AnnuUirung  ergiebt: 

mg)  +  sinSsinc  =  0 
und  daher: 

14)  mnd== r-^' 

Für  die  Dauer  des  kürzesten  physischen  Tages  erhalten  wir: 

,5)  «'•=-^. 

als  Azimuthaibedingung  besteht: 

eosa^i  eoBa^ssil:eoBc  =  eo8(y^:co$ef 
das  heisst,   die  Cosinus   der  Azimuthe   yerhalten   sich  wie  die  Radien  des 
Horizontes   und   des  Dämmerungskreises.     Endlich  findet  man  noch,   dass 
das  Dreieck  ZP8'  rechtwinklig' ist  in  8'\  denn 

€08(u  = f-^     und     8mT=^ • 

^  ige  C08tp 

.   ^sinw        .    «,  .    • 
^  8mc 

Wir  übergehen  hier  die  zum  Theile  neuen  und  interessanten  Re- 
lationen, die  sich  an  die  Bedingung  dieser  drei  Minima  knüpfen  und 
kommen  zum  Schlüsse  zu  den  geometrischen  Constructionen: 

1.  Um  den  Parallel  der  Sonne  zur  Zeit  der  kürzesten  Dämmerung 
zu  construiren ,  ziehe  man  in  Figur  5  mit  den  bekannten  Bezeichnungen 
die  Oeraden  HB  und  (70,  die  sich  in  K  schneiden;  dann  ist  K  die  Spitze 
des  Doppelkegels  mit  den  Leitlinien  HO  und  CB\   zieht  man  KF  senk* 
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recht   auf  die   Weltachse   FB^   so   ist   diese   Senkrechte   ein   Stück  des 
Parallels  eq  (Dandelin  1826). 

Denn  da  <):HOC  — |^»        <):FDO'^q>y   so   folgt   ans    dem   recht- 

winkligen  Dreiecke  FDK^  DO^l  gesetzt: 

c 
FD  —  D  Ksin <p  '^  sintptg  ^y 

FD  aber  ist  der  Sinns  der  Declination  und  negativ  also: 

sind  «  —  sintptg-^- 

Man  sieht  gleichzeitig,  dass  eq  den  Dänunernngskreis  nur  so  lange 
schneidet,  als  oao         -^  ^ 

In  Figur  6  sei  irgend  eine  Erzengende  des  Doppelkegels  GKG'  ge- 
zogen; constmirt  man  den  Kreis,  welchen  der  Durchschnitt  der  Himmels- 
kngel  mit  der  dorch  GKG*  gelegten  Ebene  bildet,  so  soll  nachgewiesen 
werden,  dass  die  Winkel  a  und  a"  gleich  sind.  Zunächst  ist  klar,  dass 
die  Winkel  in  G  und  &'  durch  die  Tangenten  gemessen  werden,  welche 
man  an  die  bezüglichen  Kreise  zieht  Die  Tangenten  an  die  Leitlinien- 
kreise in  G  nnd  G'  sind  parallel  und  folglich  die  von  diesen  Tangenten 
und  der  sie  schneidenden  Sehne  GG'  gebildeten  Winkel  einander  gleich, 
insofern  dieselben  auf  verschiedenen  Seiten  liegen,  wie  etwa  a  und  «"; 
andererseits  sind  auch  die  von  den  Tangenten  in  G  und  &'  an  den  Kreis 
GG"G'  und  von  der  Sehne  GG'  gebildeten  Winkel  einander  gleich,  mithin 
auch  deren  Differenzen 

<)C«  "-  <K<'^9     TMid  da     <)Ca'—  <)Ca",     so  ist     <)Ca  —  <)'^c/'. 

2,  Um  den  Parallel  am  Tage  des  kürzesten  D&mmerungsoomplementes 
zu  constmiren,  sei  in  Figur  7  die  Bedeutung  der  Buchstaben  die  bekannte. 
Der  Kegel  mit  der  Spitze  in  K  umfasst  als  Leitlinien  HO  und  CK  Man 
ziehe  Kqe  senkrecht  auf  die  Weltachse  PD^  so  ist  e^  der  Parallelkreis 
der  Sonne  am  Tage  des  kürzesten  Dämmerungscomplementes.    Es  ist,  wie 

leicht  einzusehen,  DF^  DKsintp^    DK'^  ^^ö'  t^so,  DO  wieder  gleich 

eins  gesetzt,  sind  ^  -^  sintp  dg  —' 

Was  die  Beweisführung  für  <)Ca  «  <)Ca'  anlangt  (Fig,  8),  so  ist  die- 
selbe analog  der  früher  gegebenen,  kann  also  der  Kürze  halber  über- 
gangen werden;  auch  hier  ist  es  einleuchtend,  dass  ein  Durchschnitt  der 
beiden  Kreise  B.0  und  CR  mit  dem  Parallel  nur  stattfinden  kann,  wenn 

9P<2  ist. 

3.  Es  erübrigt  noch,  den  Fall  des  kürzesten  physischen  Tages  zu  be- 
trachten. ^  I 
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In    diesem    Falle   (Fig.  9)    ziehe   man   die   Tangente   KB    an    den 

Dämmerongskreis  Ci2;  es  ist  dann: 

sinw 
DK^DBcosecc.     DF^BKsmw  —  -r-^- 

smc 

Die  Gerade  Ke  wird  die  beiden  Geraden  HO  und  CB  nnr  so  lange 
schneiden,  als  die  Relation  gilt:     9<c. 

Dass  der  Parallel  der  Sonne  eq  den  Dfimmerangskreis  rechtwinklig 
schaeidet,   ist   ohne  weiteren  Beweis  ans  der  Constraction  za  entnehmen. 

In  dem  von  Moigno  heransgegebenen  Jonmal  „Les  Mondes^  revue 
hebdomadaire  des  sciences  et  de  leurs  applications,  Paris  1864,  vol.  V^ 
hat  E.  Barbier  eine  Constraction,  das  Problem  der  kürzesten  Dftmmemng 
betreffend,  gegeben,  die  sich  nicht  wesentlich  von  der  Liagre's  nnter- 
scheidet|  weshalb  wir  davon  hier  Umgang  nehmen  und  dieselbe  nnr  der 
Vollständigkeit  wegen  anführen.  Endlich  hat  H.  Cranz  unter  dem  Titel: 
,,Znr  geometrischen  Theorie  der  Dämmerung'^  eine  Abhandlung  im  31.  Jahr- 
gange (1886)  der  ,, Zeitschrift  fUr  Mathematik  und  Physik'^  veröffentlicht. 
Mit  Hilfe  der  stereographischen  Projection  werden  dort  die  Aufgaben  über 
die  kürzeste  Dämmerung  gelOst;  doch  bietet  der  Aufi3afz  nichts  wesentlich 
Neues  gegen  seine  Vorgänger. 

VII. 

In  diesem  Abschnitte  soll  noch  einer  Reihe  älterer  Methoden  gedacht 
werdeui  die  aus  irgend  einem  Grande  in  den  vorhergehenden  Abtheilongen 
keinen  Platz  finden  konnten,  und  gleichzeitig  sollen  die  rein  trigono- 
metrischen Auflösungen  ihre  Erledigung  finden. 

Wir  haben  seiner  Zeit  den  Bericht  über  die  rein  analytischen  Methoden 
mit  der  Arbeit  von  d' Arrest  abgeschlossen,  sowie  die  zum  Theile  syn- 
thetischen Methoden  mit  den  Arbeiten  von  Delambre,  um  die  construc- 
tiven  Auflösungen  Monge's  und  seiner  Nachfolger  zu  besprechen. 

Mit  den  Arbeiten  von  Del  ambro  ungefähr  gleichzeitig,  ja  sogar 
etwas  früher I  erschien  die  ,, Astronomie'^  von  J.  G.  F.  v.  Bohnenberger 
(Tübingen  1811),  worin  die  Auflösung  des  Problemes  der  kürzesten 
Dänamerung  in  folgender  Form  gegeben  ist: 

Es  sei  in  Figur  10:  Z  das  Zenith,  P  der  Pol,  H  der  Punkt,  wo  die 
Sonne  au%eht^  8  der  Punkt,  wo  die  Morgendänmierung  beginnt,  also: 
FH-^'PS^     es  werde  angenommen:     <)CPHZ  ^  <)tP8Z. 

Constmirt  man  nun  den  Punkt  8^  so,  dass 

Z8-^Z8\    <):8'PH'^<y:8FH,    PH*^P8' 
und  verbindet  H  mit  jB*'  und  8  mit  8'  durch  Bogen  grösster  KreisCi  so  ist 
tmd  daher  <);SPS'- <):ffPÄ' 

APS 8'  ^  APHH',    <)::P88'  -  <X PBB!. 
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Nach  der  Annahme  ist  aber 

<)::ZHP=:^:Z8Pj    also    <):ZSÄ'=<C-2rFH'. 

Man  mache  8v  =  ZH,  so  ist 

Es  ist  aber    ^ZHH'^AvSS',    also    v8'^ZH\ 
Zv  +  v8^Zv  +  ZH=ZS=ZS'<Zv  +  8'v<Zv  +  ZH',  ZH<Zn\ 

Da  aber  <)C8'PH'=^  <)::8FH,  so  gelangt  die  Sonne  8  in  derselben 
Zeit  von  8  nach  H  als  von  8'  nach  £';  allein  wegen  ZH  <C  ZH*  liegt 
B!  noch  nnter  dem  Horizonte,  deshalb  wird  8'  mehr  Zeifc  brauchen,  den- 
selben zu  erreicheni  als  8\  ebenso  wird  der  Beweis  ftir  ein  Oestim  ge01hrt, 
dessen  Polardistanz  P8"<^  P8 

Es  ergiebt  sich  daraus,  dass  ein  Gestirn  in  der  kürzesten  Zeit  von  8 
nach  dem  Horizonte  H  gelangt|  wenn  die  parallaktischen  Winkel  gleich  sind: 

<XPÄz=<):pjrz. 

Da  aber   ZH=8v,    PH=P8,    <):^PZ8=^<)^PHZ,   seist 

APJBrZ^ArÄP. 
Es  ist  aber  p^^p^^j^o_^^    <)C HPZ  =  <): vPS. 

FSllt  man  PBA.Zv^  so  halbirt  diese  Senkrechte  die  Zv  und  den 
Winkel  ZPv\  wir  erhalten  aus  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  ZPl?,  wenn 

Winkel   ZPB=^^^     ZÄ  =  ^(Z/g-/gv)  =  |    gesetzt  wird: 

und  aus  dem  Dreiecke  ZP8: 

.    •  c  .    c 

stng>  :  ^mo  =  cos^  :  —  sin-^^ 

In  der  Neubearbeitung  von  „  J.  S.  T.  Gehler's  Physikalischem  WOrter- 
buche^  beschftftigt  sich  H.  W.  Brandes  im  2. Bande,  Artikel:  »DSmmerung' 
mit  dem  Probleme  (Leipzig  1826).  Brandes  findet  zunächst,  dass  der 
parallaktische  Winkel  bei  gleicher  Declination  und  Polhöhe  das  Maximum 
erreichti  wenn  das  Azimuth  =  90^  ist,  was  aus 

9ina 

8tnp  =a  jCOS<p 

unmittelbar  folgt.  ^^*^ 

Bei  gleicher  Declination  und  PolhOhe  ist  ferner  die  HöhenSnderung 
dem  Sinus  des  parallaktischen  Winkels  proportional;  denn: 

8inh^8ing>sin8  +  cosipoosScostj    coshdh^  —  co8g>cos88inidt, 
(JA  SS  —  sinp cos 8 dt. 
W&re   also   Figur  11  bei  8'  der   grOsste  Werth    des   parallaktischen 
Winkels  und  88'==  8'8'\  so  wKre  die  HöhenSnderung  in  8  und  8"  gleich; 
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macht  man  ferner  8"T"==  ST,  also  88"=  TT'\  so  ist  die  Höhenänderung 
im  Intervalle  88"  rascher  als  im  Intervalle  TT"  (der  Stnndenwinkel  ändert 
sich  fortwährend  gleichförmig),  und  daher  gelangt  die  Sonne  am  schnell- 
sten zum  Dämmemngskreis,  wenn  die  parallaktischen  Winkel  am  Anfang 
nnd  Ende   der  Dämmerung   gleich   sind;    es  ist  aber  aus  Dreieck  PZ8' 

und  JrAa:                        Hnw^smhsind                   sinw 
cosp  = ^-^^ 5 )    cosp  = f-* 

mithin  .    ,  ,       .    c 

stnc  =:  —  stn^tg-^* 

In  anderer  Form  behandelt  J.  C.  E.  Schmidt  in  seinem  ,, Lehrbuch  der 
mathematischen  und  physischen  Geographie,  Göttingen  1829*',  die  Aufgabe. 
Aus  den  bekannten  Gleichungen: 

^8%nc  s=8ing>9inö  +  cos <p cos 8 cos t^^ 
0  a  sinfpsini  +  costpcosicosti 
folgt  durch  Addition  und  Subtraction: 

^^sinc=^  8mq>smo  '\-  cos q> cos i cos  ^  ^os*  ^^     > 

+  ^«wc=  cog y CQg d gin  *  ^  ^ sm '    ^.  ^* 

Setzt  man    t^  +  t^=^2v,    t^^tj^^2Uf    so  findet  ein  Minimum  statt, 

Es  ist  also:  ^'  ^^ 

0  =  stnq)cosö'-cosg>stnocosvcosu-'  costpcosocosustnv^-r* 

do 

0=  —  cos  q>  sind  sin  vs%nu  + cos  <p  cos  isinucosv  -j-r-i 

dv  ^^ 

und  wenn    -r^  eliminirt  wird: 

0  =  cosS  simp  cos  V  --  sind  cos  ip  cosu\ 
femer  findet  man  aus  den  Grundgleichungen 


""  4cosHcos^q>sin*v 

und  aus  der  letztgefundenen  Minimumbedingung: 

«         cos'*ösin*q>cos^e 

cosru  =  — mj — := » 

s%firöcosr(p 

mithin  durch  Addition: 
a)     4co8*ö  sin^S  cos^q>  sin^t>=^4cos^8  sin*q>sin*v  co^t>  +  sin*csin'8. 

Aus  der  Minimumbedingung  folgt  femer 

cosSsinwcosl^v 

cosucosv^ r— 7 

smocosfp 
und  aus  den  Grandgleichungen 

sinc  +  2sinq>s%n8 

cosucosv  = =5 ; 1 

2cosq>coso 
woraus  durch  Gleichsetzung: 
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cos i sin (p 008^ t>  _  _  sinc  +  2sinq>8ini 
sind  cos  <p      '^  2eosgfcosö 

,  (8inc  +  28ing>sinö)sinö 

cos^v «  —  -^ '        o>   . 

2cos^dstn(p 

Ferner  ist  2sinfp  +  sinc8in8 

stn^v  =  — 5 — rr~' • 

zcos^ösmg} 

Setzt  man  diese  Werthe  in  o)  ein,    so  ergiebt  sich  nach  einigen  Be- 

ductionen:  ^  2smq>  .    . 

swic 

und  damit:  .    ^  •        j    ^ 

8tn  Oj  =»  —  8%n  q>  ctg-^j 

smo^  =  ^SMg>tg-^' 

Die  Dauer  der  Dftmmerang  wird  nach  Berechnnug  der  Werthe  <|  und 
^  ans  den  Omndgleichnngen  gefanden: 

Zum  Schlosse  dieser  Abtheilang  seien  noch  einige  rein  trigonometrische 
AaflOsungen  angefahrt 

F.F.  E«Brünnow  lieferte  in  dem  von  ihm  herausgegebenen  Jonmale 
„Astronomical  notices^  vol.  L  Ann- Arbor.  1861  eine  ftusserst  kurze  trigono- 
metrische AuflOssung. 

Die  bekannten  Gleichungen: 

cos  q>  cosi^  =i~-8inccos8  —  coscsmd  cosp^^ 
cos  <p  cos  ^1  s=  —  «n  J  cospi , 
cosg>8int2^  sinp^ cosc^ 
Uefem  sofort  cos^sint.^sinp, 

cos^q>  cos  (i^—  ti)  s=  sinccosisind  cosp^  +  cosccos{p^^p^ 
--COSC  cos' 8  cospi  cosp^. 

Allein  es  ist  «;•.«,  j.  •••«/.  «.-^.1  a  «.v» 

stn  g>  +  stn  c  sin  o  stn  m 

cospa  = •     cospi  = ji 

cosccoso  *      coso 

^  cos^fp  cos{t^  - 1^)  =  cos  c  cos{p^  —  Pi)  —  8in'q>^ 

^iU  —  h_l-coscco8(p^-Pi) 

^      2  2^^ 

Diese  Gleichung  wird  aber  ein  Minimum  für  Pj  =  p^,  daher 

.    c 
.    r       ^2 
2        cosq> 
lind  durch  Oleichsetzung  der  parallaktischen  Winkel: 

c 


sinö  =  —'Sinq)ig-^ 
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In  seinem  ,,Lehrbache  der  sphärischen  Astronomie,  3.  Aufl.,  Berlin  1871^^ 

behandelt  Brünnow  die  Aufgabe  folgendermassen: 

—  $inc^  8ing>sini  +  cosg>cosdcos(t^  +  t) 

/^    .    ^  sine  +  sinw sind 

cos{t^  +  t)  — 2-- 

^^         ^  cos  g>  €080 

Setzt  man  i7  —  90  —  9  +  d,  so  ist: 


sin  -^^—  — j » 

2  costpcoso 

woraus  t  folgt,  wenn  ^  gegeben  ist. 

Nennt  man  Z'  den  Punkt  der  Himmelskngel,  der  im  Zenith  ist  zur 

Zeit  des  Sonnenunterganges,  Z  dei\jenigen,  der  im  Zenith  ist  zur  Zeit  der 

Abenddftmmerangy  so  ist  in  dem  Dreiecke  zwischen  diesen  beiden  Punkten 

und  dem  Pole  der  Winkel  am  Pole  r*  und  man  hat 

cosZZ^  =■  sin^ip  +  co$^<pco$x. 

Aus  dem  Dreieck  ZZ^S  folgt  cosZZ'  '^  cosccosS^  und  man  hat 

.  ,  T       1  —  cos  c  cos  S 

sm^  ö  —  — o — i » 

2  2cos*g> 

worin,  wie  leicht  einzusehen,  S'^p^  —  Pi  der  Unterschied  der  parallak- 
tischen  Winkel  ist;  daraus  folgt,  dass  die  Dftnmierung  am  kürzesten  wird 
für    Sf—O,     also  c 

.    T       ^2 
2       cos<p 
die  parallaktischen  Winkel   sind  also   einander  gleich.     Unter  dieser  Vor- 
aussetzung folgt  aus 

sinw  sin<p  +  sine  sind      ,   ^  .       .    ^ 

sm  0  cos  c  cos  6  TS 

Bezeichnet  man  mit  o^  und  o,  ^i®  Azimuthe,  so  folgt  sinüi'^  sincL^^ 
woraus,  da  o^  nicht  gleich  o,  s^ui  kann,  o^  — 180  *  o,  sich  ergiebt. 
Aus  den  beiden  Gleichungen: 

—  sine  —  sing>sin8  +  cosq>cosdcos(ti  +  r), 
findet  man  ^  "  sintpsind  +  costpeosi  cosi^ 

^i^+2;^2--^':^^  ^^  ^i'^+2;--^' 

diese  Formel  hat  schon  Liagre  gefunden. 

Eine  ziemlich  ausführliche  Arbeit  rein  trigonometrischer  Natur  lieferte 
noch  Stoll  in  der  „Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik^',  Jahrg.  28 
(1883)  unter  dem  Titel:  „Stoll,  das  Problem  der  kürzesten  Dämmerung/' 


*  Siehe  die  Auflösungen  von  Euler  und  Delambre. 
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Der  Verfasser  stellt  sich  folgende  zwei  Aafgaben: 
I»  unter  welcher  PolhOhe  kommt  ein  Stern,  dessen  Declination  gegeben 
ist,   am   schnellsten  von   einem   gegebenen  Almacantarat  ^    zu  einem 
zweiten  ^? 
II.  Wie  gross  mnss  die  Declination  eines  Sternes  sein,  damit  derselbe  an 
einem  Orte  von   gegebener  Polhöhe  tp  am  schnellsten  von  einem  ge- 
gebenen Almucantarat  \  za  einem  zweiten  \  gelange? 
Von  den  Gleichnngasystemen: 

V  (  sinhi*^  8in<psin8  +  cosipcosdcosti 
^  \  sinh^^  sin<p8in8  +  cosg>co88oosf^^ 

V  f  sind  ^  8inhi8ing>  —  co8hiC08g>cosai 
^  \  sind  »  sin\sin<p  —  cos\cos<peos€^ 

ausgehend,   findet   der  YerÜEisser  znn&chst  dnrch   Mnltiplication  je  zweier 
zasammengehöriger : 

1)  cas\eosh^sina^8ina^  —  cos^isint^sint^, 

2)  (sinhi'-sin<psini){sinh^'-sin(psin8)  —  cot^ipcas^icost^cast^j 

3)  cash^  cash^  cos^ip  cosoi  cosc^*^  {sinh^  sin(p  —  sin8)(sin\än<p—  sind). 
Ans  1),  2)  nnd  3)  ergiebt  sich: 

{cos^tpcosh^ cos\ co8(ai  T  «2)  +  (sinhi  —  sin <p sind) {8in\ sin 9)  —  «n ä) 
»^cos^q)C(>8^8eos{ti^t^  +  {sinhiSinq>'-8in8){sinh^sin<p--sind) 
und  daraus  nach  einigen  Bednctionen: 

4)  cos'Ssin^^^  -  cosh,  co5Ä,«fi»^^^  +  ^^*^^^' 

5)  cos*dsin^  ^-^  -  cosh,  cewÄ,  wi»^4^  +  «n«-^^^- 
Aus  den  Oleichungen  U)  folgt  weiter: 

cos  g>  cos  S  sin     ^     ^ 
und  daraus  in  Verbindung  mit  5): 

Aus  Gleichung  4)  ergiebt  sich  für  ein  constantes  8  das  Minimum  von 
— ^ —   fClr  a^ "-  02)  dasselbe  wird: 


-; 


cosg>cosSstn  ^       ^  sm  ^  ^   '  =■  sm^^cos*^ 
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7)  sin^-^ j — 

und  ist  nur  giltig,  so  lange  —  ^       <  90^—  S. 

Ans  den  Gleiclinngen  III)  erhfilt  man  die  Polhöhe,  wenn  man  darin 

a,  =  öo  setzt:  .    Ä,  +  Ä» 

*      ^  sin   ^  ^    ' 

8)  Ätn  (p  = 7 r-sin  d 

h,  —  h^ 

nnd  femer  i  o.  * 

9)  cosa'^  —  ctg-^-^-^igg>. 

t  —i 
Die  Gleichung  4)  deutet  auch  ein  Maximum  von   *   ■    ^  an  für 

die  dadurch  erlangte  Zeit  bezieht  sich  auf  den  zweiten  Durchgang  durch 
den  zweiten  Almucantarat,  und  es  ist       h.  +  Ju 

10)  5fn(<8-0- 


cosd 

Diese  Gleichung  gilt  wieder  nur  so  lange  d  <  ^  +  ^  ^s^;  ähnlich, 
wie  früher;  wird  aus  HI):  Ä*  —  Ä» 

11)  «n^)« 7 — —r-5iw^ 

— 2 — 
und 

12)  coso-q:4l'-^^<i^<P. 

um  die  zweite  Aufgabe  za  erledigen,  nämlich  die  Bedingung  des 
Minimums  ffir  eine  constante  Polböhe  zu  finden,  wenden  wir  uns  an  die 
Gleichung  6);  diese  giebt  für  das  Minimum  von  ('j— ^i)  die  Bedingung 

Ol  +  «»  =  180° 
nnd  damit  Ä.  —  Ä» 

13)  sin^ ±—, 

2  C08<p 

dies  ist  nur  möglich,  so  lange     \ .  ^  <  90^—  q>. 
Für  C05  Ol  =  —  C05  Og  findet  man  aus  III) : 

14)  5tnÄ= r— 5tngp 

Ä,  —  Ä« 

15)  cosa==  ±tg-^~^igq>. 

Hi>t.-lit.  Abth.  d.  Zoitschr.  f.  Math.  u.  Phya.  41.  Jahrg.  1896.  5.  Heft. 
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Für  das  Maximam  von  (^2'~'^i)  °^^^  ^^^^ 

«1  +  ö»  =  0. 
Die  Gleichung  6)  giebt  dann  h  A-h 

16)  sin     o      = f 

'  J  cosq) 

was  nur  möglich  ist  unter  der  Bedingung: 

—  2— >  <P- 

Hier  ist  wieder  unter  ^^'^i  der  Zeitraum  verstanden,  der  vom  ersten 
Durchgang  durch  den  ersten  Almucantarat  bis  zum  zweiten  Durchgang  durch 
den  zweiten  Almucantarat  verfliesst. 

Ferner  wird  aus  III:  Ä,  —  Ä« 

17)  sind  = — r-T-^V 

stn — ^ — 
und 

18)  cosa^--cig^^^^fg<p. 

Die  Stellung,  in  welcher  der  Stern  am  raschesten  seine  Höhe  &ndert, 
giebt  die  Gleichung  14;  setzt  man  darin  h^=h^f  so  wird 

sin  d  =  sin  h  sin  q> 
und  aus  III):  cosa^O,    a  =  90«, 

das  heist,  der  Stern  muss  im  ersten  Vertical  stehen. 

Die  Gleichung  13)  giebt:      .    Äj  — ä, 

8%n — - — 

Sin  —^ *- 


2 

und  da  für  A^  =  ^  auch  t^  =  t^  wird ,  so  ist  das  Sinken  des  Sternes  im  ersten 
Vertical  dem  Cosinus  der  Polhöhe  proportional  und  es  muss  die  Ungleichung 
bestehen  0  <C  ^  <1  <)p-  Im  ersten  Falle  (bei  südlicher  Declination)  erreicht 
der  Stern  den  ersten  Vertical  erst  unter  dem  Horizonte  im  zweiten  Falle, 

^  >  (p    wftre    sinh>\^ 
das  heisst,  der  Stern  erreicht  den  ersten  Vertical  über  dem  Horizonte  nicht. 

In  den  „Astronomischen  Nachrichten**  Bd.ll0(1884) hat, T.J. Stiel tjes, 
Note  sur  le  probl^me  du  plus  court  cr^puscule**  aus  Anlass  meiner  zwei 
Aufsätze  den  Beweis  geliefert»  dass  sich  das  Problem  nicht  wesentlich 
complicirty  wenn  man  den  Sonnenhalbmesser  und  die  Befraction  berück- 
sichtigt.    Ich  füge  der  Vollstfindigkeit  wegen  diese  Betrachtung  hier  an. 

Es  sei  der  Beginn  bezQglich  das  Ende  der  Morgendämmerung  bei  der 
Depression  der  Sonne  c  =  18«  und  d. 

In  Figur  12  sei  Z  das  Zenith,  P  der  Pol,  8  und   8'  die  Poeitionen 
der  Sonne  zu  Beginn  und  am  Ende  der  Morgendämmerung,  so  ist 
PÄ=PÄ'=90«-d,    ZÄ  =  90«  +  c,    Ziy=90o  +  d. 
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Fttr  das  Minimum  besieht  bekamitlich  die  Belation 

<):psz=<xps'z. 

Setxen  wir  i 

Z^  =  i(c-e?) 

und  yerlftngem  S'Z  bis  Ä\  so  dass     . 

wird,  and  ziehen  die  grössten  Kreisbogen  PÄ  und  PÄ\  so  ist 

und  daher  APSil  ~  APSf'X   also    FA=PÄ',   <)c:PilÄ=  <)CPi4'Ä'. 

Da  aber  ist  PÄ^  PA',  so  muss  auch  sein  liPZÄ^APZA'  und 
mithin  <X  8' AP  =  <):  ZAP  =  <):  8 AP. 

Es  ist  also  <  SilP  =  <)C  Ä'il' P  =  90« 

und  man  erhftlt  A  und  ii',  wenn  man  an  den  Kleinkreis  aus  Z  mit  dem 

c  —  d 
Radius  -^  Tangenten  aus  P  ftllt. 

Es  ist  ferner  Azimuth  PZ8  «=  Azimuth  (180®  -  PZ8')  und 

r  =  <X:SPÄ'=<X:ilPil'. 
Aus  den  Dreiecken  PAZ  und  P^fi^  folgt: 

co$PA^ 2-—,  co5*  =  co5PilcofiSil  =  — cosPil.wn — |j— > 


C05 


2  .    «  +  <* 


c-d 

C05- 


2 

Es  ist  aber  <XZP8r=.t,,    <XZPS'^t,, 

<):^pz  =  ~=:-^^,  <XÄ'PA'=i»±^ 

und  daraus  ergiebt  sich: 

.    c-d  c+d 

^  CO59)  2  C05() 

nnd  ^  _  ^ 

CO8PZ8  =  —  cosPZ8'^  cosa  —  tgtptg 


2 

VIII. 
In  eigenthümlicher  und  origineller  Weise  hat  d'Arrest  in  seiner 
bereits  angeführten  Abhandlung  (Astronomische  Nachrichten  Bd.  46)  das 
Problem  der  kürzesten  Dämmerung  behandelt  Nachdem  er  die  wichtigsten 
Eigenschaften  derselben,  wie  wir  bereits  gesehen  haben,  im  Zusammen- 
hange vorgeführt  hatte,  stellt  er  sich  die  Frage  nach  dem  geometrischen 
Orte    der  Stftnde   der  Sonne   am  Tage  der  kürzesten  Dftmmerung  für  alle 
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einem  und  demselben  Längengrade  zugehörigen  Polhöhen.  Diese  Gurre  ist, 
wenn  man  die  sphärischen  Eegelsohnitte  zum  zweiten  Grade  rechnet,  vom 
vierten  Grade  und  besteht  aus  zwei  gesonderten  Ovalen  an  der  Himmels- 
kugel; sie  besteht  aus  acht  congruenten  Quadranten,  besitzt  vier  conjagirte 
Punkte  und  lässt  sich  in  geschlossenen  Aasdrücken  weder  rectificiren  noch 
quadriren;  doch  hängt  dieselbe  mit  dem  grössten  Kreise  und  der  Ellipse 
zusammen.*  Zieht  man  durch  den  Ost-  und  Westpunkt  der  Himmelskngel 
zwei  grösste  Kreise,  welche  den  Aequator  unter  den  Winkeln  ±  c  schneiden, 

so  ist  ihre  Gleichung:  . 

1)  sint==j/tg*^-tg»ö:tgy 

Denn  nach  Figur  13  folgt  aus  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  mit  den 
Katheten  d  und  90^ —  i  und  dem  der  Kathete  8  gegenüberliegenden  Winkel  +  c 

+  ^osttg-^  =  t9  8, 

woraus  obige  Formel  leicht  abzuleiten  ist. 

Die  sphärische  Ellipse  mit  den  Halbachsen 

7C  ,      c 
c     und     ^ 

hat  zur  Gleichung: 


coscj/tg^-^'-^tg^d 
M^ L i 


2)  sin 

Bezieht  man  nämlich  die  Gleichung  der  Ellipse  auf  ein  System  zweier 
sich  rechtwinklig  schneidender  Grösskreise  und  zieht  durch  die  Pole  P 
und  TT  dieser  grössten  Kreise  Figur  14  und  durch  einen  Ellipsenpunkt  ilf 
grösste  Kreisbogen ,  welche  auf  den  als  Coordinatenachsen  geltenden  Kreisen 
die  Stücke  0Z  =  |,  Or=3*ij  abschneiden,  so  lautet  die  Gleichung  der 
sphärischen  Ellipse  mit  den  Halbachsen  a  und  hi 

tg^atg^n  +  tg^htg^l  =  tg^atgn. 

Ist  nun  Oii=a  =  — —  c,  OjB=5  =  -;t-i  so  ergiebt  das  Dreieck  WYMi 

dgfi^  ägdcost,    i  =  t 
und  damit  aus  der  Ellipsengleichung: 

woraus    nach   einigen   einfachen    Beductionen   die   obige    EUipsengleichang 
sich  ergiebt. 


*  Für  das  VerständnisB   der  folgenden  Betrachtungen  ist  ein  Einblick  in 
„G.  Gudermanu,  GrundrisB  der  analytischen  Sphärik,  Köln  1830*',  anerläMlich. 
**  K.  Zelbr,  ,, Bemerkung  zum  Problem  der  küraesten  Dämmerung *S  Astro- 
nomische  Nachrichten  Bd.  108  Nr.  2675  (1884),  worin   d^Arrest^s   Abhandlung 
erläutert  ist. 
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um  Missverstündiiissen  vorzabengen ,  mag  hier  noch  angemerkt  werden, 
dass  die  Coordinatensysieme  in  Figur  13  und  14  um  einen  Winkel  von  90® 
gegen  einander  gedreht  erscheinen,  um  eine  grössere  Anschaulichkeit  zu 
ermöglichen;  wShrend  der  Meridian  des  Ortes  in  der  ersten  Figur  13  in 
die  Ebene  des  Papiers  fällt,  ist  er  in  Figur  14  senkrecht  darauf  gedacht. 
um  die  Gleichung  der  Curve  für  die  kürzeste  Dämmerung  zu  finden,  be- 
rücksichtige man  die  bekannten  Relationen  für  die  Declination  am  Tage 
der  kürzesten  Dämmerung  und  den  Stundenwinkel  bei  Sonnenaufgang  oder 

Untergang :  »  c 

sind  ^^--tg-^sinipj    ea8ti  =  -'tg^tg6. 

Eliminirt  man  daraus  die  Polhöhe,  so  erhält  man  nach  einigen  Beductionen 


sinti=- 


/"•r- 


sin^i 


allein  es  besteht  für  diesen  Stundenwinkel  und  jenen  am  Anfange  bezüglich 
Ende  der  kürzesten  Dämmerung  die  schon  von  Lambert  gefundene  Relation 

sint^^  Sinti  cos c^ 
daher  die  Gleichung  der  gesuchten  Curve: 


3)  sint^=:  ^ 


/vi- 


sind 


Wie    leicht    einzusehen ,    hätte    man    diese    Gleichung    auch    erhalten 
können,  wenn  man  aus 

sind  =  —  sinq>ig'^     und     --sinc  =  sing>sinS  +cos(pcosicost2 

die  Polhöhe  q>  eliminirt  hätte. 

Di£ferentiirt  man  die  Gleichung  3)  in  logarithmischer  Form,  so  folgt: 


^)  3^co5d  =  5»ndf^^j 


cos^d  sec^ö 


tg'^-Hn^i       tg'^-tg^d 


Der  Mittelpunkt  der  Gegencurve  der  Ellipse  ist  um  180®  abstehend 
vom  Mittelpunkte  der  Ellipse;  die  Endpunkte  der  kleinen  Achse  der  Gegen- 
curve sind  bezüglich  180®— c  und  ISO^  +  c,  Beachtet  man,  dass  aus  der 
Gleichung  3)  der  Dämmerungscurve  für  ^,=  0  folgt: 

so  kann  i  die  vier  Werthe  erhalten: 

+  1     und     180® +  J- 
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Jedem  positiven  oder  negativen  8  entsprechen  zwei  gleiche  und  ent- 
gegengesetzte Werthe  von  sini^^  denen  als  Winkelgrössea  entsprechan: 

±t^    und     180^  ±<,. 

Man  siebt  also,  dass  die  Figur  aus  zwei  getrennten  Ovalen  besteht, 

die  unter  einander  congruent  aus  je  vier  congruenten  Quadranten  bestehen, 

und  dass  diese  Ovalen  die  Ellipse  und  deren  Oegencurve  in  den  Scheitebi 

berühren.  Man  kann  diese  Ovalen   mit  Hilfe   der  beiden  Kreise   und  der 

sphärischen  Ellipse  punktweise  construiren;  d' Arrest  lehrt  aber  anch  ein 

Verfahren,   wodurch  jede  in  einem  Zuge  hergestellt  werden  kann.     Ltot 

j» 

man  einen   sphttrischen  rechten  Winkel,   dessen  eine   Kathete  ^  ttber  den 

1  ^ 

rechten  Winkel  hinaus  um  o'(^+c)  verlftngert  ist,  sich  dergestalt  bewegen, 

dass  die  Hypotenuse  stets  mit  dem  Meridiane  zusammenftUti  wfthrend  die 
andere  Kathete  durch  den  Weltpol  geht,  so  beschreibt  das  Ende  der  ver- 
längerten Kathete  die  in  Bede  stehende  Linie. 

Es  sei  Figur  15  ÄÄ'  der   Aequator   und   PFÄ  der   Meridian;  das 
rechtwinklige  Dreieck,  dessen  Hypotenuse  PF^h  im  Meridiane  liegt,  sei 

PQF;  die  Kathete  QJ^==^4'  die  Verlängerung  derselben  (7^=90^+^;  die 

andere  Kathete  PQ  =  fi,  so  folgt  aus  den  Dreiecken  PQF  und  PQ(7: 

c  c 

cosb  =  co8fico3-^j    sind  =  —  cosfisin-^' 

Femer  aus  Dreieck  PCF\ 

—  9a/nc^=^  sind 008h  +  cosdsinhcosij 
daher:  . 

^sinc  =  sind  COS  (Aoos-^  +  cosi  i/  1  —  cos^fico^-^cosi^ 

—  fii«  c  =  —  sift?dctg  ■^+  cos  d  ctg  ~Z/  tg^  —  sin^dcos  t 

Führt    mau    die    noth wendigen    Beductionen    durch,    so  erhält  man 

schliesslich : 

cosc 

sint  = 


j/ig'^-tg' 


j/tg'^-sin^d 

Ans  den  Oleichungen  1)  bis  4)  findet  man  die  ausserhalb  der  von 
der  Curve  umschlossenen  Bäume  befindlichen  vier  conjugirten  Punkte,  deren 
Coordinaten  sind: 

5)  <8  =  +  2  »    cofi  d  =  j/cosc. 

Für  den  Durchschnitt  der  Curve  mit  den  Kreisen  1)  findet  man 
)  «nd*=! 

während  aus  der  Gleichung  5}  folgt: 
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«Die  conjagirten  Punkte  sind  übrigens,  obgleich  sie  geometrisch  zur 
Auflösung  gehören,  keine  Punkte  der  kürzesten  Dämmerung;  welche  Be- 
ziehung sie  astronomisch  zum  Probleme  haben,  möchte  kaum  leicht  zu 
ermitteln  sein.' 

Mit  diesen  Worten  schliesst  d' Arrest  seinen  Aufsatz  über  die  kürzeste 
Dämmerung,  und  es  scheint,  als  ob  —  kleine  Modificationen  ausgenommen  — 
kaum  etwas  wesentlich  Neues  für  die  Behandlung  der  Aufgabe  beigebracht 
werden  könnte. 

Im  folgenden  Abschnitte  sollen  noch  die  auf  das  Problem  bezüglichen 
Thatsachen  zusammengestellt  und  eine  übersichtliche  Darstellung  der  be- 
nützten Quellen  gegeben  werden. 

IX. 
Formeln  von  Nonius  (1542): 

^     —  '  cos  g>  cos  6 

für  fi  =  0®  fallen    die  Declinationen  in  eine  zusammen,   und  man  erhält 
für  die  kürzeste  Dämmerung: 

.    c 

*fn-7T=a ,    sini  ^  sinmcostp. 

2       cosq> 

Ausserdem  findet    sich  schon  hier  die  Bemerkung,   dass  der  Aequaior 

am  Tage  der  kürzesten  Dämmerung  den  Depressionsbogen  c  halbirt. 

Formel  von  Johann  Bernoulli  (1693)  und  John  Eeill  (1718): 

/• 
sinS  =s  -^  tg^sin<p. 

In  J.  H.  Lambert's  Photometria  (1760)  finden  sich  die  folgenden 
Eigenschaften: 

§990.  i>,=A, 

§992.  fli=1800-a„ 

costi=  —  tgqtigi^ 
§993.  5ifi^=co9C5m^i, 

L.  Eni  er  (1775)  findet,  dass  der  Parallelkreis  der  Sonne  am  Tage 
der  kürzesten  Dämmerung  den  Horizont  und  Dämmerangskreis  unter  gleichen 
Winkeln  schneidet;  bei  ihm  findet  sich  auch  zuerst  das  für  das  Problem 
charakteristische  gleichschenklige  Dreieck  mit  einer  Seite  Zenith  —  Pol, 
das  also  als  gleiche  Seiten  90^—9  als  eingeschlossenen  Winkel  r  besitzt, 
anf  dessen  Betrachtung  eine  grosse  Anzahl  der  späteren  Auflösungen 
beruht 

0.  Monge  (1804)  giebt  eine  elegante  construcÜTe  Lösung  des  Problems. 
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Th.  St.DaYies(1833)  yersncht  mit  Hilfe  des  zweiten  Differential- 
quotienten  zu  entscheiden,  ob  ein  Maximum  oder  Minimum  vorliegt;  doch 
sind  seine  Betrachtungen  ebenso,  zum  mindesten  gesagt,  unverständlich, 
wie  die  von  H.  G.  Kästner  (1755)  und  J.  d'Alembert  (1752). 

J.  B.  J.  Liagre  (1857)  hat  zuerst  die  Bedeutung  der  zweiten  Wurzel 
des  Problemes 

sind  ==^  —  sinqx^tg-^ 

richtig  erklärt  Er  führt  neben  der  kürzesten  Dämmerung  das  kürzeste 
Dämmerungscomplement  und  den  kürzesten  physischen  Tag  in  das  Problem 
ein;  der  physische  Tag  umfasst  den  astronomischen  Tag  mit  seinen  beiden 
Dämmerungen  I  das  Dämmerungscomplement  ist  der  Ueberschuss  des  phy- 
sischen Tages  über  eine  Dämmerung ;  dadurch  finden  die  meisten  Schwierig- 
keiten der  analytischen  Auflösung  ihre  Erklärung.  Aus  der  reichhaltigen 
Formelsammlung,  die  Liagre  seiner  Arbeit  beigegeben  hat,  mOge  hier 
als  neu  Platz  finden:  ^       ^  /      / 

tg  — 2 —  =  tg  — 2 —  stn  (p. 

Hierauf  folgen  geometrische  Betrachtungen  über  die  Minima  dieser 
drei  Epochen  an  drei  Kegeln.  Der  erste,  ein  Doppelkegel,  hat  seine  Spitze 
zwischen  dem  Horizonte  und  dem  Dämmerungskreise  und  zu  Leitlinien 
diese  beiden  Kreise;  der  zweite  Kegel  hat  zur  Leitlinie  den  Horizont  und 
umfasst  den  Dämmerungskreis  als  Parallelschnitt  zur  Basis;  die  Spitze 
liegt  daher  ausserhalb  der  Himmelskugel;  der  dritte  Kegel  endlich  hat  zur 
Leitlinie  den  Dämmerungskreis  und  berührt  die  Himmelskugel  in  diesem 
Kreise.  Fällt  man  von  den  Spitzen  dieser  Kegel  senkrechte  Ebenen  auf 
die  Weltachse,  so  enthalten  diese  den  jedesmaligen  Parallelkreis  der  Sonne, 
den  sie  zur  Zeit  dieser  kürzesten  Epochen  beschreibt.  Findet  kein  Durch- 
schnitt dieser  Ebene  mit  der  Weltachse  innerhalb  der  Himmelskugel  statt, 
so  ist  das  ein  Beweis ,  dass  das  betreffende  Minimum  für  den  gegebenen 
Ort  nicht  stattfindet 

H.  L.  d' Arrest  (1857)  endlich  betrachtet  das  Problem  vom  Stand- 
punkte der  analytischen  Sphärik,  indem  er  den  Ort  der  Sonnenstände  am 
Tage  der  kürzesten  Dämmerung  unabhängig  von  der  Polhöhe  sucht  Er 
gelangt  zu  der  Gleichung  einer  sphärischen  Curve  vierten  Grades  und  be- 
ti-achtet  den  Zusammenhang  derselben  mit  zwei  grössten  Kreisen ,  die  unter 
den  Winkeln  +  c  gegen  den  Aequator  geneigt  sind,  sowie  mit  der  sphärischen 
Ellipse  deren  Halbachsen:       ^  ^ 

^~c     und     ^ 

sind.     Zum  Schlüsse  findet  er  für  den  behandelten  Ort  eine  elegante  geo- 
metrische Construction  in  einem  Zuge. 
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c 
8tnd=-ig  —  8%n(p 

gefanden;  es  wird  dort  auf  die  „Enciclopedia  methodica"  verwiesen; 
ich  konnte  indessen  in  der  „Encyclop^die  m^thodique**  (Paris  1816) 
über  Artikel  „Cräpuscule"  nichts  finden. 
N.  ▼.  Fuss,  Leichte  Methode,  die  Epochen  und  die  Dauer  der  kleinsten  oder 
kürzesten  Däjnmerung  zu  finden.  Berliner  astronomisches  Jahrbuch  für 
1787  (eingesendet  1784). 

G.  Monge,  Du  plus  petit  cräpuscule.    Correspondance  sur  Täcole  imperiale  poly- 

technique  par  J.  N.  P.  Hachette.    Paris  1806. 
J.  G.  F.  Bohnenberger,  Astronomie.    Tübingen  1811. 
J.  B.  J.  Delambre,  Astronomie  thäorique  et  pratique.    Paris  1814.  ^  ^ 
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J.  B.  J.  Delambre,  DeNonius;  de  ses  formules  pour  le  cr^puscule.  ConnaiBsance 
des  tems  pour  Tan  1818     Paris  1816. 

Th.  Leybourne,  Mathematical  questions  proposed  in  the  Ladies*  Diary.  London 
1817.  Darin  im  Appendix  (yol.  IV}  die  Auflösungen  yon  „Astronomi- 
cus",*  „p  Cygni"**  und  W.  Wallace. 

J.  B.  J.  Delambre,  Kritik  der  Schrift:  „Delle  primarie  formole  spettanti  alla 
luce  creposcolare  e  del  loro  uso  nella  soluzione  di  diyersi  problemi  di 
G.  Galandrelli.  Rom»  1818/*  Connaissance  des  tems  pour  Tan  1832. 
Paris  1820. 

H.  W.  Brandes,  Artikel  „Dämmerung**  in  „J.  S.  T.  Gehler's  Physikal.  Wörter- 
buch.  Neu  bearbeitet  von  Brandes,  Gmelin,  Muncke,  Horner, 
Pfaff  und  Littrow.    2.  Bd.    Leipzig  1826. 

G.  P.  Dandelin,  Probleme  du  plus  court  cr^puscule.  Correspondance  mathd- 
matique  et  physique  par  Gramier  et  Quetelet.    Gand  1826. 

J.  C.  E.  Schmidt,  Lehrbuch  der  mathematischen  u.  phys.  Geographie.  1.  Bd. 
Göttingen  1829. 

T.  S.  Dayies,  On  Bemoulli^s  Solution  of  the  problem  of  shortest  twilight.  The 
London  and  Edinburgh  Philosophical  Magazine  and  Journal  of  Science. 
m.  ser.  yol.  8.  London,  Juli-December  1838.  (Darin  sind  auch  Auf- 
lösungen yon  lyory  und  Skene  angeführt.  Indessen  konnte  ich  in 
den  Besitz  der  ausserhalb  Englands  wenigstens  seltenen  Zeitschriften 
nicht  gelangen,  in  denen  sich  die  Auflösungen  befinden  sollen.) 

J.  B.  J.  Liagre,  Probleme  des  cräpuscules.  Nouyeaux  mämoires  de  Tacad^mie 
de  BruxeUes;  vol.  XXX.    Bruzelles  1857. 

H.  L.  d* Arrest  (Ueber  die  kürzeste  D&mmerung),  Astronomische  Nachrichten 
Bd.  46.    Altena  1867. 

F.  F.  E.  Brünnow,  On  the  probleme  of  the  shortest  twilight.  Astronomical 
notices  I.   Ann-Arbor  1861. 

E.  Barbier,   Construction  tr^s   simple   du  cr^puscule  de  moindre  dnrde.    Les 

Mondes,  reyue  hebdomadaire  des  sciences  et  leurs  applications  par 
Moigno;  tome  V.    Paris  1864. 

F.  F.  E.  Brünnow,  Lehrbuch  der  sphärischen  Astronomie.  8.  Aufl.   Berlin  1871. 
Stell,  Das  Problem  der  kürzesten  Dämmerung.     Zeitschrift  für  Mathematik  und 

Physik.    28.  Jahrg.    Leipzig  1883. 

K.  Zelbr,  Ueber  das  Problem  der  kürzesten  Dämmerung.  Astronom.  Nachr. 
Bd.  108  und  109.    Kiel  1884. 

J.  T.  Stiel tj es,  Note  sur  le  probläme  du  plus  court  cräpuscule.  AstronouL 
Nachrichten.    Bd.  110.    Kiel  1884. 

H.  Cranz,  Zur  geometrischen  Theorie  der  Dämmerung.  Zeitschrift  für  Mathe- 
matik und  Physik.    31.  Jahrg.    Leipzig  1886. 


*  Die  Auflösung  yon  „Astronomicus**   stammt  aus   „New   Series  of  the 
Mathematical  Bepository**  yol.  I  art.  XI. 

**  Die  Auflösung  yon   „ß  Cygni**   stammt  aus   „The  mathematical   eom- 
panion*^  Nr.  8. 
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Zusatz  zu  Monge's  Losung  des  Problemes 
der  kfirzesten  Dämmerung. 

Da  es  mir  Ton  Werth  war,  den  Ideengang  anzugeben »  aaf  welchem 
Monge  zu  seiner  Ton  Hache tte  auseinander  gesetzten  Lösung  des  Problems 
der  kürzesten  Dftmmerung  gelangt  sein  dürfte,  so  ersuchte  ich  Herrn 
Otto  Bupp,  Professor  der  darstellenden  Geometrie  an  der  k.  k.  technischen 
Hochschule  in  Brunn,  sich  mit  dem  Probleme  in  dieser  Richtung  zu  be- 
schftftigen;  die  Darstellung,  welche  ich  ihm  yerdanke,  ist  so  kurz  und 
prSois,  dass  dieselbe  sehr  leicht  dem  Ideengange  Monge's  entsprechen 
dürfte;  ich  gebe  dieselbe  mit  seinen  eigenen  Worten  wieder: 

«Die  Bestimmung  des  Parallelkreises  der  kürzesten  Dftmmerung  deckt 
sich  mit  nachstehender  Aufgabe  der  reinen  Geometrie: 

In  einer  Schaar  Ton  Parallelkreisen  (Fig.  16)  P^P^P,  etc.  jenen  zu  finden, 
dessen  Bogen  aj^,,  a^h^. .  .  zwischen  zwei  festen  Kreisen  H  und  W  den 
kleinsten  Centriwinkel  (Stundenwinkel)  besitzt 

Die  Parallelkreise  PiF^...  können  beschrieben  gedacht  werden  yon 
den  einzelnen  Punkten  a^Oi...  des  Kreises  H  um  die  Achse  A  Denkt 
man  sich  den  letzteren  als  starres  Gebilde  um  Ä  gedreht,  so  beschreiben 
fttr  jede  Lage  wfthrend  der  Drehung  alle  Punkte  a  Kreisbogen  Ton  gleichem 
Centriwinkel. 

Bei  fortgesetzter  Drehung  des  Kreises  H  und  seiner  Ebene  Ek  nm  Ä  wird 
ein  Augenblick  eintreten,  in  welchem  die  Ebene  Ek  den  Kreis  TTberührt,  z.  B. 
in  5^1  so  dass  ft|  als  gedrehte  Lage  eines  gewissen  Punktes  a^  Ton  H  (und  der 
Ebene  £*!)  erscheint,  jenes  Punktes,  der  unter  allen  Punkten  a  des  kleinsten 
Drehungswinkels  bedarf,  um  auf  den  Kreis  W  zu  gelangen  (würde  die 
Drehung  fortgesetzt,  das  heisst,  der  Drehwinkel  und  Centriwinkel  yer- 
grössert,  so  würden  der  Reihe  nach  andere  Punkte  von  H  auf  den  Kreis  W 
zu  liegen  kommen). 

Es  ist  mithin  klar,  dass  a^b^  jenen  fraglichen  Parallelkreisbogen  dar- 
stellt, und  es  kommt  nur  darauf  an,  den  Punkt  b|  zu  finden.  Die  Ebene  Ea 
verbleibt  wfthrend  der  Drehung  um  Ä  Tangentialebene  eines  Botationskegelsi 
dessen  Achse  J,,  dessen  Scheitel  C  und  dessen  Scheitelwinkel  2^  ist,  und 
welcher  K^  heissen  möge.  In  der  geforderten  Lage  berührt  die  Ebene  Ek 
nach  erfolgter  Drehung  den  Kreis  TT  in  ft^;  mithin  ist  dieselbe  auch  die 
Berflhrongsebene  eines  zweiten  Botationskegelsi  dessen  Scheitel  C  und  dessen 
Basis  W  ist  und  der  K^  heissen  möge. 

Man  bestimme  also  die  gemeinschaftliche  Tangentialebene  an  die 
beiden  Kegel  K^  und  1^;  der  Punkt  b,,  in  welchem  dieselbe  den  Kreis  W 
berührt,  ist  ein  Punkt  des  gesuchten  Parallelkreises  P^." 
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Leopold  Kroneoker's  Werke.    Herausgegeben  auf  VeranlassnDg  der  königl. 

preassischen  Akademie  der  Wissenschaften  von  E.  Hensbl.    Erster 

Band.  Leipzig  1895.  483  8. 
Mit  dem  yorliegenden  Bande  beginnt  die  Heraasgabe  der  gesammelten 
Abhandlangen  Leopold  Kronecker 's,  ein  Unternehmen,  welches  sich 
den  frtther  von  der  Berliner  Akademie  der  Wissenschaften  yeranlassten 
Sammlangen  mathematischer  Werke  anschliesst.  Der  Heraasgeber,  Herr 
K.  Hensel,  hat,  am  den  inneren  Zasammenhang  der  einzelnen  Abhand- 
lungen besser  hervortreten  za  lassen,  die  rein  chronologische  Anordnang 
aafgeben  zu  sollen  gemeint  and  es  vorgezogen,  die  sftmmtlichen  Pnbli- 
kationen  in  drei  grosse  Abtheilangen  za  sondern ,  innerhalb  deren  die  zeit- 
liche Anfeinanderfolge  des  Erscheinens  das  ordnende  Princip  abgiebt.  Die 
erste  dieser  Abtheilangen  amfasst  alle  diejenigen  Aafsfttze,  welche  in  das 
Gebiet  der  yon  Eronecker  sogenannten  „allgemeinen  Arithmetik"  fallen. 
Darunter  sind  diejenigen  üntersachnngen  verstanden,  welche  sich  aaf 
rationale  Fanctionen  beliebig  vieler  Ver&nderlicher  beziehen  and  ihrem 
Wesen  nach  formaler  Natar  sind,  während  der  OrOssenbegriff  in 
ihnen  gar  keine  oder  nar  eine  accidentelle  Bolle  spielt  Die  zweite  Ab- 
theilang  hingegen  soll  diejenigen  algebraisch  •  arithmetischen  Abhandinngen 
enthalten,  in  welchen  der  Limes  begriff  ein  wesentliches  methodisches 
Hilfsmittel  bildet,  sie  zerföUt  ihrerseits  in  zwei  Abschnitte.  Im  ersten 
sollen  die  aaf  den  „Affecf  der  algebraischen  Gleichungen  bezüglichen 
üntersachangen  vereinigt  werden,  während  im  zweiten  die  Aufsätze  ihre 
Stelle  finden,  in  welchen  von  den  Dirichlet*schen  analytischen  Methoden 
der  Zahlentheorie  Gebranch  gemacht  ist;  in  jenen  ist  es  der  Wurselbegrifl^ 
in  diesen  der  Grenzwerth  einer  anendlichen  Summe,  welcher  nea  hinzutritt 
Schliesslich  sollen  den  Inhalt  der  dritten  Abtheilang  die  aaf  Functionen- 
and  Potentialtheorie  bezüglichen  Untersuchungen  Kronecker *8  bilden  und 
hieran  soll  sich  eine  üebersicht  der  Ergebnisse  anschliessen,  welche  sicli 
in  dem  reichen  and  wohlgeordneten  Nachlasse  vorfinden.  Mochte  bei 
dieser  Eintheilung  die  Einfügung  mancher  einzelnen  Abhandlung  wohl  auf 
Schwierigkeiten  stossen,  so  wird  der  Zusammenhang  derJJntersachungen 
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doch  immerhin  hesser  gewahrt,   als  wenn  die   rein  chronologische  Anord- 
nung festgehalten  worden  wBre. 

Der  Yorliegende  erste  Band  enthält  von  den  Ahhandlnngen  der  ersten 
Ahtheilung  diejenigen,  welche  sich  auf  den  Zeitraum  von  1845 — 1874  er- 
strecken. Es  sind  dies,  um  die  wichtigsten  herrorzuhehen,  die  zahlen- 
theoretischen Arbeiten  Eronecker's,  welche  sich  auf  die  Irreductibilität 
der  Ereistheilungsgleichungen ,  auf  die  complexen  Einheiten  und  auf  die 
Elassenanzahl  idealer  complexer  Zahlen  beziehen ;  sodann  die  Untersuchungen 
dieser  Periode  über  bilineare  und  quadratische  Formen,  mit  welchen  die 
Theorie  der  Sturm'schen  Reihen  und  die  wichtigen  Untersuchungen  über 
die  Charakteristik  von  Functionensjstemen  aus  dem  Jahre  1869  in  Zu- 
sammenhang stehen.  Die  zur  Ergänzung  erforderlichen  Anmerkungen  sollen 
erst  am  Ende  der  Abtheilung  ihre  Stelle  finden.         Oeoro  Landsbbro. 


J.  C.  PoggendorlTs   Biographisch -literarisohos   Handwörterbuch  zur  Ge- 
schichte der  exacten  Wissenschaften ,  enthaltend  Nachweisungen  ttber 
Lebensyerhftltnisse  und  Leistungen  von  Mathematikern,  Astronomen, 
Physikern,  Chemikern,  Mineralogen,  Geologen,  Geographen  u.  s.  w. 
aller  Völker  und  Zeiten.    III.  Band  (die  Jahre  1858  bis  1883  um- 
fassend).  Herausgegeben  Yon  Dr.  B.  W.  Fbddersbn  und  Prof.  Dr. 
A.  J.  VON  Obttingbn.    Leipzig  1896,  bei  Johann  Ambrosius  Barth. 
1.  Lieferung:  d'Abancourt  —  Beilstein.    96  S. 
Für  Jeden,  der  irgendwie  auf  dem  Gebiete  der  Geschichte  der  exacten 
Wissenschaften  sich  umgethan  hat,   ist  Poggendorffs  Wörterbuch  eine 
nur   selten   versagende    Quelle    der   nothwendigsten   Art   geworden.     Wir 
wUssten  nicht  ^   wie  ohne  dieses  Werk  zahlreiche  andere  Schriften  mit  dem 
Anspruch  auf  einige  Vollständigkeit  hfttten  entstehen  können.    Aber  einen 
Fehler   wird   Poggendorfifs  Wörterbuch   nie   abstreifen:   dass    es  1863   er- 
schienen  ist!     Ein    Drittel  Jahrhundert   ist   seitdem    dahingegangen,    ein 
Drittel  Jahrhundert  reich  an  wissenschaftlichen  Leistungen  ersten  Ranges, 
welche  in  den  beiden  Bänden  von  1863  nicht  vorkommen  konnten ,  weil 
sie   noch   nicht   existirten.    Die  Moral    aus   dieser  Thatsache  ist   leicht  zu 
ziehen.    PoggendorfiTs  Werk  bedarf,  wenn  es  auch  kommenden  Geschlechtern 
noch  Dienste  leisten  soll,  der  Ergänzungsbände,  und  ein  solcher  erster  Er- 
gänzungsband   ist  es,   dessen   erste  Lieferung  uns  vorliegt.    Dr.  W.  Fed- 
dersen  hat  ihre  Bearbeitung  begonnen.    Sein  noch  unvollendetes  Manuscript 
ging  Ende  1894  an  Prof.  von  Oettingen  Ober^  der  die  Fertigstellung  so 
viel   als   möglich   vollzog.    Wir  sagen  absichtlich  so  viel  als  möglich y  denn 
in    der  Natur    der  Sache   ist  es  begründet,    dass  dem  emsigsten  Forscher 
recht  Vieles  unbekannt  bleiben   muss.     Ergänzungen  zu  den  beiden  ersten 
Bänden  waren  deshalb  auch  innerhalb  der  von  ihnen  behandelten  Zeit  noth- 
wendig,   und  sie  finden  sich  zahlreich  in  der  jetzt  erschienenen  Lieferung. 
Der  dritte  Band  soll  aus  etwa  15  solcher  Lieferungen  bestehen,  wird  also  an- 


Digitized  by 


oogle 


182  Historisch -literarische  Abtheilnng. 

nähernd  ebenso  stark  werden ,  wie  jeder  der  beiden  ersten.  Ais  Zeitgrenxe 
setzt  er  1883,  wfthrend  die  Zeit  von  1884  bis  1900  einem  vierten  Bande 
vorbehalten  ist.  Cahtor, 

Geschichte  der  Mafhematik  im  Alterthnm  und  Ißtfcelalter.  Yorlesangen 
von  H.  6.  Zeuthbm,  Professor  an  der  üniyersitftt  Kopenhagen 
(deutsche  üebersetzong  von  Prof.  v.  FisoHBB-BaHKOM).  Kopen- 
hagen 1896,  bei  Andr.  Fred.  HOst  A  SOn.  VIT,  342  S. 
Das  dftnische  Original  erschien  1893,  fand  aber  so  gut  wie  k^ine  Be- 
achtung. Die  Mathematiker  unserer  Zeit  müssen  mit  rielen  Sprachen  be- 
kannt sein,  wenn  sie  auf  dem  Laufenden  ihrer  Wissenschaft  bleiben  wollen. 
Deutsche,  englische,  französische,  italienische,  lateinische  Bücher  und  Ab- 
handlungen müssen  sie  lesen.  Ist  es  ihnen  zuzumuthen,  auch  noch  böhmisch, 
dftnisch,  hollftndisch,  norwegisch,  polnisch,  portugiesisch,  russisch,  schwe- 
disch, spanisch,  ungarisch  zu  lernen,  weil  Mathematiker  unter  den  Völkern 
sich  befinden,  die  jene  Sprachen  als  ihre  Muttersprachen  reden?  Der  Eine 
oder  der  Andere  mag  durch  Zufall  oder  durch  Liebhaberei  getrieben  über 
die  Fünfzahl  der  Sprachen,  welche  wir  zuerst  nannten,  hinaus  ein  eifriger 
und  YerstftndnissYoller  Leser  sein,  möglicherweise  yermehrt  die  Zukunft 
auch  noch  die  Zahl  der  ftlr  unerlasslich  geltenden  Sprachen,  aber  fürs 
Erste  ist  es  so,  dass  eine  nicht  in  einer  der  fünf  Hauptsprachen  yeröffent- 
lichte  Arbeit  nur  halbwegs  als  yeröffentlicht  betrachtet  werden  kann. 
Herr  Zeuthen  hat  wohl  selbst  die  Empfindung  dieser  Thatsache  gehabt, 
und  nachdem  er  in  durchaus  begreiflichem  Nationalgeflihle  zuerst  dlnisch 
schrieb,  hat  er  in  Herrn  y.  Fischer -Benzon  einen  üebersetzer  gesucht 
und  gefunden,  der  eine  deutsche  Ausgabe  des  geistvollen  Bttndchens  Ter- 
anstaltete. 

Ein  geistvolles  Bttndchen  nannten  wir  Herrn  Zeuthen^s  Oeschichte  der 
Mathematik  im  Alterthum  und  Mittelalter,  und  dieser  Bezeichnung  thut 
es  keinen  Abbruch,  dass  wir  den  Ergebnissen  mit  dem  entschiedensten 
Misstrauen  gegenüber  stehen.  Das  kommt  wohl  daher,  dass  wir  die  alten 
Schriftsteller,  über  welche  wir  Bericht  zu  erstatten  haben,  anders  als  Herr 
Zeuthen  lesen.  Wir  lesen  sie  ihrem  Wortlaute  nach,  und  wo  dieser  zweifel- 
haft oder  unklar  erscheint,  fragen  wir  den  Schriftsteller  selbst  oder  seine 
n&chsten  Zeitgenossen,  ob  diese  nicht  an  anderen  Stellen  Erklftrungen  ab- 
gegeben haben,  welche  die  Zweifel  heben  können.  Nur  wenn  auch  dieses 
Mittel  sich  als  unzureichend  herausstellt,  wagen  wir  es,  eigene  Hypothesen 
zu  yersuchen ,  die  stets  nur  als  solche  von  uns  yerwerthet  werden.  Anders 
Herr  Zeuthen.  Er  liest  mit  grösster  Genauigkeit  die  Werke  der  hervor- 
n^endsten  Schriftsteller,  im  griechischen  Alterthume  etwa  Euklid,  Archimed, 
ApoUonius,  und,  wenn  er  sie  gelesen  hat,  überlegt  er,  was  er  selbst  sich 
wohl  dabei  gedacht  haben  würde,  wenn  er  genau  die  gleichen  Sfttze  io 
gleicher  Reihenfolge  zu  Papier  gebracht  h&tte.    Das  Ergebi^ss  diemr  Nach- 
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erfindung  ist  ihm  dann  griechische  Mathematik,  uns  will  scheinen,  dass 
dabei  nur  ein  Mangel  ist.  Der  Oeist  des  XIX.  Jahrhunderts  ist  nicht  der 
gleiche  wie  der  der  yorchristlichen  Zeit  unsere  Denkweise  ist,  auch  wenn 
wir  die  gleichen  Wege  einschlagen ,  im  Laufe  Ton  zwei  Jahrtausenden  eine 
andere  und  immer  andere  geworden.  Wir  wissen  es  nicht  einmal ,  wie 
himmelweit  anders  unsere  Schlüsse  sind,  als  die  der  Griechen,  und  yer- 
fallen  dadurch  in  nach  unserer  persönlichen  Meinung  irrige  Auffassungen. 
Wir  glauben  uns  zu  antikisiren,  und  wir  modemisiren  die  Alten.  Wir 
▼erfahren  auf  geometrischem  Gebiete  nicht  riel  anders^  als  wenn  wir  beim 
Anblick  Jener  altSgyptischen  Bilder  Yon  Figuren,  deren  Körper  trotz  der 
bedeckenden  Kleidung  in  deutlichen  umrissen  gezeichnet  ist,  an  eine  Be- 
nutzung Yon  Z- Strahlen  dächten. 

Wer  dieses  unser  geschichtliches  Glaubensbekenntniss  nicht  theilt, 
wird  Herrn  Zeuthen's  kleines  aber  inhaltreiches  Buch  mit  wahrem  Entzücken 
lesen,  wird  in  Euklid,  in  Archimed,  in  ApoUonius  Mathematiker  unserer 
Zeit  wiedererkennen  mit  gleichem  Bestreben  nach  unverbrüchlicher  Strenge, 
mit  fast  gleichen  Mitteln  diese  Strenge  erzwingend.  Es  muthet  uns  an  wie 
das  weise  Jahrhundert,  an  welches  Simon  Sterin ,  an  welches  Albert  Girard 
glaubten.  Vor  der  Sintfluth  wusste  man  Alles  j  erst  allmfthlich  kam  das 
ursprüngliche  Wissen  in  Vergessenheit  und  musste  mit  höchster  Geistes- 
anstrengung  neu  entdeckt  werden.  Von  manchen  Resultaten  hat  man  (so 
sagt  Herr  Zeuthen  wörtlich  auf  S.  291)  —  und  das  auch  nicht  einmal 
immer  —  erst  erkennen  können,  dass  die  Griechen  es  besessen  haben, 
nachdem  man  es  selbst  in  einer  anderen  Form  wiedergefunden  hatte.  Es 
war  eben  ein  allgemeiner  Niedergang  im  mathematischen  Denken  eingetreten, 
der  nach  Herrn  Zeuthen  weit  früher  begonnen  zu  haben  scheint,  als  man 
sonst  annimmt,  und  für  welchen  er  (S.  239)  die  Thatsache  verantwortlich 
macht,  dass  die  grossen  Schriftsteller  sich  zwar  mit  ausserordentlicher 
Sorgfalt  durch  bestimmte  Formen  der  logischen  Unanfechtbarkeit  ver- 
sicherten, aber  wegen  dieser  Alles  bei  Seite  setzten,  was  die  Zugftnglich- 
keit  erleichtem,  einen  üeberblick  verschaffen,  oder  die  Absichten  bei  den 
einzelnen  Operationen  verdeutlichen  konnte. 

Die  Richtigkeit  dieser  letzten  Thatsache  ist  nicht  anzuzweifeln.  Aus 
ihr  zu  folgern,  dass  man  nach  mehr  als  zwei  Jahrtausenden  besser  im 
Stande  sei,  alte  Gedanken  noch  einmal  zu  denken,  als  nach  wenigen  Jahr- 
hunderten, so  weit  zu  gehen,  fühlen  wir  uns  ausser  Stande.      Cantor. 


A  primer  of  the  History  of  Mathematics  bj  W^W.  Roüsb  Ball,  Fellow 
and  tutor  of  Trinitj  College,  Cambridge.  London  and  New- York  1895. 
Macmillan  &  Co.   146  pag. 
Eine    Geschichte    der    Mathematik    in   146,    genauer    gesprochen   in 

137  Seiten,    da    deren   9    durch   ein  alphabetisches  Inhal tsverzeichniss  in 
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Ansprach  genommen  sind!  Der  Verfasser  selbst  bemerkt  in  der  Einleitong, 
eine  solche  Skizze  könne  nur  die  ümriese  des  Gegenstandes  enthalten  nnd 
sei  natargemttss  nicht  fttr  Leser  bestimmt,  die  mit  demselben  yerirant  sind. 
Aber  fQr  mit  den  wesentlichen  Thatsachen  unbekannte  Leser  werde,  so 
hoffe  er,  auch  eine  blose  Skizze  nicht  ohne  Interesse  sein.  Für  die  be- 
nutzten Quellen  und  für  genauere  Ausführungen  verweise  er  auf  seine  grössere 
Geschichte  der  Mathematik.  Wir  unsererseits  hoffen,  die  zweite  Auflage 
jener  grösseren  Geschichte,  welche  wir  nicht  aus  eigenem  Augenschein 
kennen,  möge  besser,  als  es  mit  der  ersten  Auflage  der  Fall  war,  jene 
Verweisung  rechtfertigen ,  aber  immerhin  ist  uns  eine  jede  Skizze  von  der 
Art  der  uns  yorliegenden  bedenklich.  Sie  verlangt  denn  doch  von  dem 
Leser  ein  sehr  grosses  Maass  des  Zutrauens  zu  dem  Verfasser  und  von 
dem  Verfasser  ein  noch  grösseres  Maass  der  Zurückhaltung  bei  allen 
einigermassen  streitigen  Fragen,  will  er  nicht  persönliche  Annahmen  als 
Wahrheiten  verbreiten.  Auch  die  Form  J  helieve^  ich  glaube,  deren  Herr 
Rouse  Ball  sich  in  solchen  Fällen  zu  bedienen  pflegt ,  ist  kein  hinreichender 
Schutz  des  unwissenden  und  unbefangenen  Lesers,  wenn  ihm  nicht  ge- 
sagt wird,  was  Andere  glauben.  Welche  Schriftsteller  der  Verfasser  als 
der  Nennung  bedürftig,  welche  er  als  Vergessenheit  zulassend  erachtet, 
ist  gleichfalls  nicht  ohne  Bedeutung,  und  wenn  auch  die  Erwähnung  weniger 
hervorragender  Persönlichkeiten  unschädlich  ist,  so  erscheint  um  so  un- 
begreiflicher, dass  Bradwardin,  Oresme,  Michael  Stifel,  Del  Ferro,  Gabriel 
Gramer,  Fagnano,  Bobert  Simson,  Möbius  überhaupt  nicht  genannt  und 
dementsprechend  ihre  Erfindungen  anderen  Schriftstellern  zugewiesen  sind. 

Gaktor. 

Christian  Hnygens.    Bede,    am   200.  Gedächtnisstage  seines   Lebensendes 

gehalten    von   J.  Bosscha,    Secretär  der  Hollandsche  Maatsscbappij 

der   Wetenschappen    zu   Haarlem,    mit  erläuternden    Anmerkungen 

vom  Verfasser.    Aus  dem  Holländischen  übersetzt  von  Th.  W.  Ergel- 

MANN,   Professor  in   Utrecht.     Leipzig  1895.    Verlag   von  Wilhelm 

Engelmann.    77  S. 

An  44  Seiten  Text  schliessen  33  Seiten  Anmerkungen  an.    Die  Bede 

selbst,  jene  erste  Abtheilung,  ist  ein  kleines  Meisterwerk  volksthttmlicher 

Darstellung.  Sie  fesselt  und  erwärmt  und  flösst  Bewunderung  für  den  grossen 

Gelehrten   ein,    zu   dessen  Lob    sie  gehalten   worden   ist;  aber  gleich  den 

meisten  an  weitere  Kreise  sich  wendenden  Ausführungen  fordert  sie  einen 

gewissen  Glauben  der  Hörer  an  die  Berechtigung  der  Worte  des  Bedners. 

Beweise   für  seine  Behauptungen   hat  Herr  Bosscha  in  den  Anmerkungen 

aufgestapelt,  und  dadurch  sind  diese  zu  dem  erwähnten  Umfange  gelangt 

Der  wissenschaftlich  vorbereitete  Leser  wird  vorzugsweise  die  Anmerkungen 

studiren  und  sicherlich  Neues  aus  ihnen  entnehmen.    Herr  Bosscha  hat  die 

bisher  erschienenen  sechs  Bände  des  Huygens'schen  Briefwechsels  ffründlich 
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fflr  seine  Zwecke  ausgebeutet,  daneben  aber  auch  benutzt,  was  in  anderen 
Briefwechseln  für  die  Bedeutung  yon  Hujgens  yon  Wichtigkeit  sein  konnte. 
uns  interessirte  namentlich  der  Nachweis,  wie  viel  Newton  dem  Horölogium 
oscülatoriuin  zu  yerdanken  hatte,  da  wir  selbst  auf  rein  mathematischem 
Gebiete  zu  genau  gleichem  Ergebnisse  gelangt  waren.  Die  üebersetzung 
yon  Herrn  Engelmann  konnte  bei  dessen  genauer  Bekanntschaft  mit  der 
hoUfindischen  wie  mit  der  deutschen  Sprache  nur  tadellos  ausfallen. 

Gantor. 

baao  Newton  und  seine  physikalischen  Principien.  Ein  Hauptstück  aus 
der  Entwickelungsgeschichte  der  modernen  Physik.  Von  Professor 
Dr.  Fbrd.  Bosenbergbb.  Leipzig  1895,  bei  Johann  Ambrosius  Barth 
(Arthur  Meiner),  VI,  536  S.  mit  25  Abbildungen. 
Wir  stehen  nicht  an,  unseren  kurzen  Bericht  mit  den  Worten  zu  beginnen, 
dass  wir^  um  dem  Werthe  des  Buches  zu  genOgen,  yiel  ausführlicher  sein 
mfissten,  und  dass  nur  äussere  umstände  uns  die  Beschränkung  auferlegen. 
Herr  Bosenberger  kennt  Newton  durch  und  durch.  Sein  Bestreben  geht  dahin, 
auch  bei  seinen  Lesern  eine  solche  Kenntniss  entstehen  zu  lassen ,  und  wir 
zweifeln  kaum ,  dass  ihm  ausserhalb  England  allgemein ,  und  auch  in  England 
yon  unbefangenen  Gelehrten  das  Zeugniss  werde  ausgestellt  werden,  seinen 
Zweck  erreicht  zu  haben.  Eine  Monographie  war  dazu  unbedingt  erforder- 
lich. Eine  Geschichte  der  Physik,  der  Philosophie,  der  Mathematik  können 
eine  jede  nur  diese  oder  jene  Leistung  des  Geistesriesen  schildern ,  der  ein 
Jahrhundert  hindurch  den  nicht  ohne  Kampf  errungenen  Herrscherthron  in 
den  Wissenschaften  einnahm.  Ihn  yon  allen  Seiten  zu  schildern,  yermag 
nur  die  Einzelforschung.  Freilich  wird  diese  durch  die  Menge  yerschieden- 
artigen  Wissens,  welche  sie  yon  dem  Forscher  yerlangt,  wesentlich  er- 
schwert, und  es  ist  ein  ganz  besonderes  Lob,  welches  Herr  Bosenberger 
sich  yerdient  hat,  dass  auch  der  Mathematiker  nicht  unbefriedigt  yon  dem 
yon  einem  Physiker  yerfassten  Buche  scheidet.  Die  Optik ,  die  Astromechanik, 
die  Infinitesimalrechnung  und  deren  Entwickelungsgeschichte  musste  der 
Verfasser  sich  gleichmässig  aneignen,  um  seinem  Helden  gerecht  zu  werden, 
und,  so  weit  unser  ürtheil  reicht,  hat  er  sich  auf  der  Höhe  seiner  Auf- 
gabe zu  halten  gewusst.  Das  war  nicht  leicht,  wenn  man  erwägt,  dass 
Newton's  wissenschaftliches  Leben  aus  einer  Reihe  yon  Kämpfen  bestand, 
dass  also  ausser  Newton*s  eigenen  Schriften ,  ausser  denen  seiner  englischen 
Anhänger,  auch  die  seiner  zahlreichen  Gegner  studirt  werden  mussten. 
Ist  doch  der  Streit  über  das  Wesen  des  Lichtes,  über  den  Ursprung  der 
Grayitation,  also  der  Streit  zwischen  Emissions-  und  ündulationslehre, 
zwischen  Vertretern  der  Femwirkung  und  solchen  der  mittelbaren  durch 
ein  Agens  sich  fortsetzenden  Bewegung  neben  dem  Prioritätsstreite  über 
die  Infinitesimalrechnung  zu  schildern  gewesen!  Wir  wiederholen,  dass 
nur   ein   sehr    umfassender  Bericht  zeigen  könnte,    wie  sehr  Herr  Bpsen- 

Hiat.- Ut.  Abth.  d.  Zeitachr.  f.  Math.  u.  Phyi.  41.  Jahrg.  1896.  S.Heft.  i^ized  by  VjOOg IC 
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berger  sich  in  alle  einschlägigen  Fragen  einzuleben  wnsste.  Höchstens 
yermissen  wir  ein  Eingehen  auf  Newton's  politische  Parteistellong  im 
Gegensätze  zu  Leibniz,  welche  Herr  Bosenberger  nns  zu  leicht  bei  Seite 
zu  schieben  scheint.  Dass  die  Bewunderung  für  Newton's  (}enialit&t  sich 
mit  dem  Gefühle  des  Aergers  über  so  manche  seiner  Handlungen  ver- 
bindet, ist  nicht  die  Schuld  des  Verfassers.  Die  an  Newton's  Grabe  ge- 
haltene Leichenrede  schilderte  ihn  als  Inbegriff  aller  persönlichen  Tugenden. 
Das  ürtheil  unbefangener  Geschichtsforschung  kann  sich  dem  nicht  an- 
schliessen.  Cahtob. 

Erd-  und  Himmelsgloben,  ihre  Geschichte  und  Gonstruction.  Nach  dem 
Italienischen  Matteo  Fiobini's  frei  bearbeitet  von  Sibomuhd  Günther. 
Mit  neun  Textfiguren.  Leipzig  1895,  bei  B.  G.  Teubner.  VI,  137  S. 
Seit  wann  hat  man  Kugeln  angefertigt,  welche  dazu  bestimmt  sind, 
die  Lagenverh&ltnisse  der  einzelnen  Orte  und  Länder  auf  der  Erdoberfläche, 
der  Gestirne  am  Himmelsgewölbe  in  übersichtlicher  Weise  zur  Eenntniss 
zu  bringen?  Wie  ist  man  zu  verschiedenen  Zeiten  bei  dieser  Anfertigung 
yerfahren?  Welchen  Schwierigkeiten  ist  man  begegnet,  und  wie  ist  man 
ihrer  Herr  geworden?  Das  sind  die  Fragen,  welche  Herr  Fiorini  sich  stellte 
und  beantwortete,  so  beantwortete,  dass  Herr  Günther  dem  Beize  nicht 
widerstehen  konnte,  mit  Einwilligung  des  Verfassers  eine  freie  Bearbeitung 
seiner  im  BoUetino  deUa  sodää  geografica  UaUana  erschienenen  Abhandlung  zu 
unternehmen.  Wir  kennen  das  Original  nicht,  wissen  also  nicht  zu  sagen, 
welchen  Antheil  der  italienische,  weichen  der  deutsche  Gelehrte  zu  be- 
anspruchen hat.  Dass  man  dieses  der  deutschen  Bearbeitung  nicht  anmerkt, 
zeugt  jedenfalls  für  das  einheitliche  Gepräge,  welches  Herr  Günther  ihr 
zu  yerleihen  wusste.  Zwei  Hauptabschnitte  sind,  wenn  auch  nicht  räumlieh 
hervorgehoben,  in  der  Geschichte  der  Globen  zu  unterscheiden:  die  Zeit, 
in  welcher  man  auf  die  fertige  Kugel  Zeichnungen  auftrug  oder  einritzte, 
und  die  Zeit,  in  welcher  schon  fertiggestellte  ebene  Streifen  der  Kagel 
aufgeklebt  wurden.  Kapitel  I — VI  behandeln  den  ersten,  Kapitel  VII  bis 
XVII  den  zweiten  Abschnitt.  Die  zweite  Anfertigungsart  gestattet,  vermöge 
der  ebenen  Bedruckung  der  Streifen,  deren  vollkommenere  Herstellung, 
hat  aber  mit  zwei  grossen  Schwierigkeiten  zu  kämpfen ,  der  mehr  zufälligen 
von  der  Ausdehnung  und  Zusammenziehung  der  Streifen  im  feuchten  und 
im  getrockneten  Zustande  und  der  wesentlichen,  dass  die  Kugel  keine  ab- 
wickelbare Oberfläche  ist,  dass  also  eine  üeberziehung  der  Kugel  mit 
ebenen  Streifen  ohne  Faltung  unmöglich  ist.  Der  letzteren  Schwierig- 
keit suchte  man  dadurch  zu  begegnen,  dass  man  die  Streifen  nicht  als 
sphärische  durch  halbe  Grösstekreise*  begrenzte  Zweiecke  dachte,  sondern 
andere  Begrenzungcurven  der  Zweiecke  benutzte,  entweder  Kreisbogen  von 
anderem  Halbmesser  als  dem  der  Kugel ,  oder  Sinuslinien ,  und  femer  dadurch, 
dass  man  an  den  Polen,  wo  sämmtliohe  Zweiecke  aneinander  stossen»  eine 
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kreisförmige  Deckscbeibe  anwandte,  deren  Faltung  durch  Herausschneiden 
zweier  symmetrischer  Sectoren  vermieden  ist.  Noch  immer  sind  die  Vor- 
schriften unübertroffen,  welche  AltmUtter  in  dem  15.  Bande  der  Jahrbücher 
des  k.  k.  polytechnischen  Institutes  in  Wien  fOr  die  Verfertigung  von  Erd- 
und  Himmelsgloben  gab ,  und  welche  nahe  daran  waren ,  in  Vergessenheit 
zu  gerathen,   als  Herr  Fiorini  auf  ihre  Trefflichkeit  aufmerksam   machte. 

Cantob. 

Ein  Versuch,  die  mathematische  Analysis  auf  die  Theorien  der  Elektri- 
cität  und  des  Magnetismus  anzuwenden.  Von  Geobgb  Green  (1828) 
[Ostwald's  Klassiker  der  exacten  Wissenschaften  Nr.  61].    Heraus- 
gegeben Yon  A.  J.  VON  Obttimgen  und  A.  Wangerin.  Leipzig  1895, 
bei  Wilhelm  Engelmann.   140  S. 
Die  Potentialtheorie  hat  sich  seit  beiläufig  70  Jahren  aus  einem  Kapitel 
der  Mechanik   zu   einem   eigenen  Wissensgebiete   ausgebildet,    und  an  der 
Spitze  dieser  Entwickelung  steht  die  Abhandlung  des  englischen  Müllers- 
sohnes,   deren    erste    deutsche    üebersetzung   gegenwärtig    erschienen    ist. 
Allerdings  kann  man  das  von   uns  gebrauchte  Wort,i  Green*s  Abhandlung 
habe  an  der  Spitze  der  Entwickelung  der  Lehre  vom  Potential  gestanden, 
fast    nur    in   zunächst    unbewusstem    Sinne    rechtfertigen.     Nicht  blos  in 
Frankreich    und    Deutschland,    auch    in  England    selbst,    wo  Green*s  Ab- 
handlung gedruckt  war,   blieb  dieselbe  durchaus  unbekannt.     Ihre  Ergeb- 
nisse wurden,  namentlich  von  Gauss,  zum  zweiten  Male  entdeckt,  und  erst 
seit  1850  wurden  Green*s  Erstlingsrechte ,   in  Folge  abermaliger  Veröffent- 
lichung des  Aufsatzes  von  1828  in  Crelle's  Journal,  geltend  gemacht  und 
bereitwilligst  zugestanden.     Green  selbst  war  schon  1841   gestorben.    Die 
genannte  Abhandlung  hat  den  ehrenden  Beinamen  einer  klassischen  Arbeit 
erhalten,  als  sie  bereits  überholt  war  und  wenig  oder  keine  Wirkung  mehr 
ausüben  konnte.    Die  Aufnahme  unter  die  Klassiker  der  exacten  Wissen- 
schaften ist  darum  nicht  weniger  gerechtfertigt.  Cantor. 


Plane  and  solid  geometry  by  Wooster  Woodruff  Bbman,  Professor  of 

mathematics  in  the  uniyersitj  of  Michigan  and  David  Eugene  Smith, 

Professor    of   mathematics    in   the    Michigan    state    normal   school. 

ßoston  ü.  S.  A.  and  London  1895   published  bj  Ginn  &  Co.  IX, 

320  pag. 

Die  beiden  Verfasser  haben  sich  zur  Aufgabe  gestellt,  ein  elementares 

Lehrbuch    der   Planimetrie    und    Stereometrie    zu    schreiben,    welches    die 

modernen  Begriffe  anwendet,   deren  erfolgreichste  Wirkung  allerdings  erst 

in  der  höheren  synthetischen  Geometrie  zu  Tage  tritt.    In  deutscher  Sprache 

haben  Henrici  und  Treutlein  ein  Vorbild  geliefert,  an  welches  die  Herren  Be* 

man  und  Smith  sich  erfolgreich  anschlössen,  indem  sie  auch  noch  die  Schriften 
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von  Roach6  und  De  Comberoussey  yon  Petersen,  von  Faifofer,  yon  Nixon, 
Harpur,  Mackaj,  Hall  und  Stevens,  also  das  Beste,  was  in  deatscher, 
französischer,  italienischer  und  englischer  Sprache  vorhanden  war,  mit  be- 
natzten. Wir  bemerken  dazu  beiläufig,  dass  Prof.  Julius  Henrici  fort- 
während am  Gymnasium  in  Heidelberg  wirkt  und  nicht  mit  dem  gleich- 
namigen Mathematiker  in  London  verwechselt  werden  darf,  ein  Irrthnm, 
der  dem  Verfasser  S.  310  begegnete,  ebenso  wie  dort  das  Citat  S.  86 
durch  36  zu  ersetzen  ist.  Die  Henrici -Trentlein'sche  Darstellung  dürfte 
unseren  Lesern  genügend  bekannt  sein ,  so  dass  eine  ausführliche  Schilder- 
ung des  Beman-Smith'schen  Lehrbuches  nicht  nöthig  fällt  Wir  heben  nur 
sehr  wenige  Einzelheiten  hervor.  Die  ümkehrung  der  Sätze  {ponverse 
theorems)  ist  zulässig,  sofern  folgende  drei  Beziehungen  bewiesen  worden 

sind,  dass,  sofern  A^B  ist,  auch  X^T  sein  muss  (S.  29).    Als  Pnncip 

der  Continuität  wird  (S.  51)  ausgesprochen,  dass  an  einer  Figur  als  wahr 
bewiesene  Sätze  wahr  bleiben,  so  lange  die  allgemeinen  Bedingungen  sich 
nicht  ändern,  mögen  auch  einzelne  Grössen  null  oder  negativ  werden.  Der 
Satz  von  dem  Grenzübergang  (S.  144)  sagt  aus,  dass  zwei  veränderliche 
Grössen,  deren  jede  einer  Grenze  zustrebt,  sofern  sie  fortwährend  in  einem 
gewissen  Verhältnisse  stehen,  diesem  Verhältnisse  auch  mit  ihren  Grenz- 
werthen  genügen.  Das  sind,  wie  man  sieht,  Anschauungen,  welche  man 
ehedem  dem  Anfänger  nicht  zu  bieten  wagte.  Die  Verfasser  legen,  um 
die  Schwierigkeit  der  geforderten  Abstractionen  zu  mildern,  von  Anfang  an 
das  grösste  Gewicht  auf  Aufgaben  und  Uebungen ,  zu  welchen  fortwährend 
kürzer  werdende  Anleitungen  gegeben  werden.  Petersen's  Vorbild  leuchtet 
hier  durch,  namentlich  aber  S.  131^ — 137,  wo  von  Methoden  der  Beweis- 
führung die  Bede  ist.  Die  Ausstattung  und  insbesondere  die  Figuren  der 
stereometrischen  Abschnitte  sind  musterhaft.  Caktor. 


Vorlesungen  über  einzelne  Theile  der  höheren  Analysis,  gehalten  am 
königl.  Sachs.  Polytechnikum  zu  Dresden.  Von  Dr.  Oskab  Scblömilch, 
königl.  Sachs.  Geheimrath  a.D.,  Mitglied  der  königl.  sächs.  Gesellschaft 
der  Wissenschaften  zu  Leipzig,  der  königl.  schwedischen  Akademie  zu 
Stockholm,  der  kaiserl.  Leopoldinischen  Akademie  etc.  4.  Auflage. 
Schlömilch's  Compendium  der  höheren  Analysis.  II.  Band.  Mit  in  den 
Text  eingedruckten  Holzschnitten.  Braunschweig  1895,  bei  Friedrich 
Vieweg  &  Sohn.   X,  546  S. 

Neunundzwanzig  Jahre  trennen  das  Erscheinen  der  ersten  und  der 
vierten  Auflage  dieses  Werkes.  Eine  wesentliche  Umarbeitung  ist,  wie  der 
Herr  Verfasser  in  den  auf  einander  folgenden  Vorreden  selbst  erklärt,  und 
wie  durch  den  nur  um  einen  halben  Druckbogen  verstärkten  Umfang  be- 
stätigt wird,  nicht  eingetreten.     Herr  Scblömilch    hat  nicht   beabsichtigt, 
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in  ein  Lehrbach  za  vereinigen,  was  nach  Aneignung  der  Elemente  der 
Differential-  und  Integralrechnung  als  h5here  Stufe  überhaupt  vorhanden 
iat|  und  was  seit  1866  ungeheuer  anwuchs;  er  wollte  und  will  nur  eine 
Einfahrung  in  die  höheren  Theorien  der  Analjsis  geben,  soweit  sie  in  die 
Gedankenkreise  der  Physiker  und  Ingenieure  Eingang  gefunden  haben.  In 
diesem  Sinne  und  als  Zusammenstellung  von  Ergebnissen,  zu  deren  Ge- 
winnung Herr  SchlOmilch  selbst  viel  beigetragen  hat,  sind  die  Vorlesungen 
heute  noch  wie  in  der  ersten  Auflage  empfehlenswerth.  Cantob. 


Einfttbrung  in  die  mathematische  Behandlung  der  Natorwissenscliaften. 
Kurzgefasstes  Lehrbuch   der  Differential-  und  Integralrechnung  mit 
besonderer  Berücksichtigung  der  Chemie  von  W.  Nbrnst,  a.  ö.  Pro* 
fessor  der  physikalischen  Chemie  und  A.  Schömflibs,  o.  o.  Professor 
der  Mathematik  au  der  Universität  Göttingen.    Mit  61  im  Text  be- 
findlichen Figuren.     München  und  Leipzig  1895.    Wissenschaftlicher 
Verlag  von  Dr.E.  Wolff.    XI,  309  S. 
Wir   erinnern    unsere   Leser   an   Fuhmann's   Naturwissenschaftliche 
Anwendungen  der  Differentialrechnung  und  Integralrechnung  (Berlin  1888 
und    1890),  welche   wir    im    XXXIV.    und  XXXVL  Bande   dieser   Zeit- 
schrift einer  empfehlenden  Besprechung  unterzogen.     In  dem  Referate  im 
XXX VI.  Bande  erlaubten  wir  uns  zwei  Bemerkungen.    Wir  fragten^  ob  es 
nicht  möglich  sei,   als  Seitenstück  zu  Dölp,  ein  aus  Formelableitung  und 
Formelanwendnng  vereinigt  hergestelltes  Buch  für  die  Anwendungen  der 
Infinitesimalrechnung   auf   die    Naturwissenschaften  anzufertigen;   wir  for- 
derten  die  Chemiker   auf,    ihre  Schüler  zu  veranlassen,   beziehungsweise 
ihnen  die  Zeit  zu  gestatten,  sich  mit  Infinitesimalrechnung  zu  beschäftigen. 
Das    uns    heute    vorliegende   Buch    entspricht   unserem    ersten   Wunsche, 
und   die  Vereinigung  eines  Chemikers  mit  einem  Mathematiker  zu  dessen 
Ausarbeitung    zeugt,   dass   auch  zur  Erfüllung  des  zweiten  Wunsches  ein 
grosser  Schritt  vorwärts  nunmehr  geschehen  ist    Der  Nernst-Schönflies, 
wie   das  Buch   zunächst   von   dem  Buchhändler,   bald  vielleicht  auch  von 
den  jüngeren  Chemikern  genannt  wird,  verdient  gewiss  nach  seinen  beiden 
Seiten   besprochen    zu   werden.    In   dieser   Zeitschrift   dürfte  es  genügen, 
wenn  nur  von  dem  Mathematischen  desselben  die  Bede  ist.    Herr  Schön- 
flies,  der  für  diesen   Theil  die  Verantwortung   trägt,  beansprucht  keines- 
wegs   ein   vollständiges   Lehrbuch   geschrieben    zu   haben.    Wer  genauere 
Eenntniss  der  Infinitesimalrechnung  anstrebt,  den  verweist  er  auf  Kieper 
oder  Serret-Harnack,   die  beiden  Werke,   welche  heute  wahrscheinlich 
jeder  Lehrer  zum  gleichen  Zwecke  empfiehlt.    Aber  was  Herr  Schönflies 
bietet,    das   ist  genügend,    um    die  im  Buche  enthaltenen  Anwendungs- 
beispiele zu  erledigen,  ist  knapp  gehalten ,   ohne  an  Verständlichkeit  zu 
verlieren  und  entbehrt  auch  nicht  einer  gewissen  Strenge.     Man  kann  in 
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letzterer  Beziehung  vielleicht  sagen ,  es  sei  so  streng,  als  es  fOr  den  im 
Ange  gehabten  Leserkreis  sein  darf,  Nnr  zwei  Fragen  gestatten  wir  uns. 
Warum  ist  auf  S.  175  flg.  immer  f{xp)j  fipyfi)  gedruckt  statt  f{x^y\ 
f(x^  y^  e)?  War  am  sind  S.  76  auch  die  Decimalbrüche  durch  nachfolgende 
Punkte  zu  unendlichen  gestempelt,  bei  welchen  die  letzte  Stelle  erhöht  ist, 
und  die  deshalb  schon  bei  endlicher  Stellenzahl  eine  obere  Grenze  darstellen? 

Beispielsweise  steht  ö".  =  0,16667 ...,  wShrend  doch  ö|  <C0>lß6ß'^  ist. 

Cahtob. 

Esercizi  e  note  critiche  di  calcolo  infinitesimale  (calcolo  differenziale  e 
integrale)  di  Ermbsto  Pascal,  professore  nella  B.  üniversiti  di  Pavia, 
S.  C.  del    B.  Institute  Lombarde.    XIX ,  371  pag.    ülrico  Hoepli. 
Milano  1895. 
Wir  haben  im  41.  Bande  dieser  Zeitschrift,  Hisi-lit.  Abthlg.  S.28  bis 
29,  die  beiden  Bändchen  angezeigt,  in  welchen  Herr  Pascal  die  Differential- 
und    Integralrechnung    behandelte.     Das    heute   uns   yorliegende  Doppel- 
bttndchen  ist  als  deren  Ergänzung  zu  betrachten,  und  zwar  in  folgendem 
Sinne.     Seit  man  sich  gewöhnt  hat,  an  die  mathematische  Strenge  immer 
grössere  Anforderungen  zu  stellen ,  ist  man  zur  Ueberzeugung  gelangt,  dass 
viele  ehedem   als  unbezweifelt  wahr  angenommenen  Sätze  nur  bedingungs- 
weise gelten,   dass  sich  mindestens  Ausnahmefölle  bilden  lassen,  in  welchen 
dieser   oder  jener  Satz  aufhört »    richtig  zu  sein.     Meistens  hat  man  diese 
Ueberzeugung   gerade  an  besonderen  Beispielen  gewonnen,  deren  zufUlige 
oder  absichtliche  Auffindung  den  verschiedensten  Mathematikern  angehört 
Als  ganz  allgemein  bekannte  Einzelbeispiele  nennen  wir  nur  die  Cauch/sche 

Function  e~«*,  welche  nicht  in  eine  nach  steigenden  Potenzen  von  x  ge- 
ordnete Beihe  entwickelt  werden  kann,  und  die  Weierstrass'sche  Function 
ohne  Differentialquotienten.  Herr  Pascal  hat  alle  solche  Ausnahmen  sorg- 
fältig gesammelt  und  erörtert,  eine  Sammlung,  welche  bis  jetzt  einzig  in 
der  mathematischen  Literatur  dasteht  und  gewiss  zahlreiche  Wünsche  be- 
friedigt. Namentlich  für  mit  den  Vorlesungen  verbundene  Seminar- 
übungen gewährt  das  handliche  Buch  eine  Fülle  von  Stoff  werthvollster 
Art,  den  man  bisher  nur  mit  grosser  Mühe  den  Originalarbeiten  ent- 
nehmen konnte.  Als  ein  weiteres  Verdienst  ist  anzuerkennen,  dass  Herr 
Pascal  eben  jene  Originalarbeiten  genau  angiebt,  so  dass  deren  Auffindung 
ein  Leichtes  ist.  Cantob. 
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Fuhrmann,  A.,   Die  Theodolite,    ihre  Einrichtung,  Anwendung,   Prüfung 

und  Berichtigung.  Leipzig ,  Seemann,  3  Mk. 
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EztaracUon  des  racines  carrees  dans  la  Grdce  Antique. 

Par 

V.  V.  BOBYNIN 

in  Moskau. 


La  qnestion  des  mojeiiB  dont  en  e'est  servi  dane  la  Gröce  antique 
pour  l'extraction  des  racines  carrees  appartient  d.  oelles  qui  ont  depuis 
longtemps  attir6  rattention  des  mathömaticiens.  De  nos  jours  les  tentatives 
ä  en  trouver  la  Solution  forment  nne  litt^ratnre  assez  vaste.  Non  obstant 
tontefois  la  mnltitnde  Tarife  de  oes  essais,  on  8'aper9oit  ais^ment  qu^ils 
tendent  vers  un  seul  et  mdme  bnt,  celni  de  d6montrer  qne  la  m6thode 
emploj^e  par  les  matb^maticiens  grecs  ponr  Textraotion  approximative  des 
racines  carrees  co^ncide  avec  la  m6tbode  actnelle  des  fractions  continues.* 
Ces  recherches  n*ont  point  abouti  ä  des  resnltats  satisfaisants ,  car  la 
plnpart  des  yaleurs  approximatives  de  la  racine  carr6e  qne  nous  fönt 
connaltre  les  oeuvres  matb^matiques  des  Grecs  ne  eoYncident  exactement 
avec  ancnne  des  approximations  fonrnies  par  la  mötbode  des  fractions 
continnes.  C*est  pourquoi  la  qnestion  n'en  reste  pas  moins  k  rösoudre, 
et  c'est  ainsi  qu'elle  est  envisagöe  par  des  savants  qui,  comme  M.  Cantor 
lui-mdme,  traitent  avec  une  indulgence  partionlidre  les  tentatives  pour  en 
trouver  la  Solution.**  Serait-il  dono  raisonnable  de  s'en  tenir  encore  aux 
proc6d6s  dont  Tinefficacit^  paralt  suffisament  prouv^e,  et  ne  vaudrait-il 
pas  mieux  de  recourir  aux  mojens  nouveaux  pour  rösoudre  la  question 
6pineu8e?  II  va  sans  dire  que  la  recberche  de  ces  moyens  doit  ötre 
pr6c6d6e  par  une  connaissance  d6taill6e  de  ce  que  nous  fournit  ä  ce  sujet 
la  litt^ratnre  matb6matique  des  Grecs.  Nous  ne  tardons  pas  ä  voir  que 
Textraction  approximative  des  racines  carr6es  en  est  Tobjet  principal, 
comme  faisant  indubitablement  parti  du  domaine  des  investigations. 

Parmi  les  oeuvres  8p6cialement  matb6matiques,  celle  d'Arcbimdde  snr 
la  „Mesure  du  cercle^^  {KvkIov  (ifvQfiatg)  est  la  premiöre  qui  contienne  un 
assez    grand    nombre    de  racines    carAes    approximativement  extraites   de 


*  Cantor.  YorleBungen  über  Oeschichte  der  Mathematik,  I.Bd.  (Leipzig  1880), 
S.  272— 273. 

♦*  Cantor,  l.cS.  273. 
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1113 
carrfes  inexacts.    On  y  voit  les  nombres  591-ö->  in2-rr^  2339-r,  3013-ri 

9  11  8  8  4  4 

1 838  rr  >  1009  -^  i  20 1 7  -r  fignrer  comme  racines  carr^es  des  nombres  349450, 

11  o  4 

1373943i^»   5472132:^^.  9082321,  3380929,  1018405.  4069284^. 

04  lO  OD 

Et  pour  ]/3  on  y  trouve  ces  approzimations  qui  la  contiennent 

1361         ,3       265. 
780  ^  f^^^  153 

Le  livre  d'Archimöde  ne  pr6sentant  point  de  calcnls  amenant  k  ces 
racines  et  ne  faisant  mention  d^aucune  connaissance  relative  k  elles,  aitira 
tont  d'abord  Tint^rdt  des  math6maticiens  k  l'extraction  des  racines  carr6e8 
dans  la  Gröce  Antique.  Le  commentaire  de  la  ,,Mesare  da  cercle"  pcur 
Eutocius  d'Ascalon  ne  noas  en  dit  pas  plus  long.  II  donne  assez  de  d^tails 
snr  les  proc6d6s  employ6s  par  les  math^maticiens  grecs  ponr  Taddition,  la 
sonstraction  et  la  mnltiplication  des  nombres  entiers  et  des  nombres  fraciion- 
naires,  mais  il  n'a  qne  ces  lignes  insignifiantes  ponr  reztraction  des  racines 
carröes:  „In  diesem  Satze  wird  uns  beständig  aufgegeben,  von  einer  gegebenen 
Zahl  die  Quadratwurzel  zu  finden.  Diese  aber  bei  einer  Zahl,  die  kein 
Quadrat  ist,  genau  zu  finden,  ist  unmöglich.  Denn,  eine  Zahl  mit  sieh 
selbst  multiplicirt  giebt  eine  Qnadratzahl;  aber  eine  Zahl  und  ein  Bmeh 
in  sich  selbst  multiplicirt  geben  keine  ganze  Zahl,  sondern  auch  einen 
Bruch.  Wie  man  aber  eine  Wurzel  findet,  deren  Quadrat  einer  gegebenen 
Zahl  sehr  nahe  gleich  kommt,  ist  von  Hero  in  den  M$tqmoi£,  und  Ton 
Pappusi  Theon  und  Anderen,  welche  die  Miyakri  Zvvtaiig  von  Klaudins 
Ptolemftus  commentirt  haben,  gelehrt  worden.  Daher  haben  wir  nicht 
nOthig  Untersuchungen  hierüber  anzustellen,  da  Freunde  der  Wissenschaft 
bei  jenen  nachsehen  kOnnen.*'*  Parmi  les  oeuvres  6nnm6r6es  par  Entocins 
il  n'y  a  que  le  commentaire  k  TAlmageste  de  Ptolem6e  par  Th6on 
d'Alezandrie  qui  seit  arriyö  jusqu'ä  nous.  L*eztraction  des  racines  oarr^es 
y  est  repr6sent^e  de  la  manidre  suivante:  „Hierauf  dürfte  es  an  der  Reihe 
sein  zu  bemerken,  wie  wir,  wenn  ein  quadratischer  Baum  gegeben  ist,  der 
keine  in  der  LSnge  rationale  Seite  hat,  die  Seite  desselben  durch  An- 
nftherung  berechnen  können.  Die  Sache  ist  fttr  ein  Quadrat,  welches  eine 
rationale  Seite  hat,  aus  dem  vierten  Satze  des  zweiten  Buchs  der  Elemente 
klar,  der  so  lautet:  Wenn  eine  gerade  Linie  beliebig  geschnitten 
wird,  so  ist  das  Quadrat  der  ganzen  Linie  gleich  den  Qua- 
draten der  beiden  Abschnitte  und  dem  doppelten  Rechtecke, 
welches  von  den  Abschnittet  gebildet  wird.  Denn,  wenn  wir 
eine  gegebene  Qnadratzahl,  z.  B.  144,  haben,  welche  eine  rationale  Wurzel 
hat,  etwa  die  Linie  aj3,  und  wir  nehmen  ein  Quadrat,  welches  kleiner  ist 


*  NesBelmann,  Die  Algebra  der  Griechen  (Berlin  1842),  S.  111. 
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als  jenes,  etwa  100,  dessen  Seite  10  ist»  und  nehmen  ay  gleich  10  an, 
und  verdoppeln  es,  weil  das  Rechteck  der  Abschnitte  doppelt  sein  soll, 
und  dividiren  mit  den  so  entstandenen  20  in  den  Best  44,  so  wird  der 
Best  4   das  Quadrat  von  ßy^  dieses  selbst 

aber   in   der  Länge  2  sein.    Es  war   aber       ^ [        P 

ay  SS  10,    also   wird   die   ganze  Linie    aß 

gleich  12  sein,  was  bewiesen  werden  sollte.  Damit  uns  aber  an  einer  in 
der  Sjntazis  vorkommenden  Zahl  das  Wesen  dieses  theilweisen  Weg- 
nehmens vor  Augen  geführt  werden,  so  wollen  wir  die  Darstellung  an  der 
Zahl  4600  durchführen,  deren  Wurzel  dort  gleich  67^4' 55'' gesetzt  wurden 
Es  liege  ein  quadratischer  Baum  aßyi  vor,  allein  im  Quadrat  rational, 
dessen    Inhalt  4500  Orade    sein  « 

/y  n  V.  a 

soll,  und  es  werde  verlangt,  die 
Quadratwurzel  desselben  durch 
Annäherung  zu  berechnen.  Da 
nun  das  der  Zahl  4500  nttchst- 
liegende  Quadrat  mit  rationaler 
Wurzel  gleich  4489  ganzen 
Oraden  und  dessen  Seite  gleich 
67®  ist,  so  werde  von  dem  Qua- 
drat aßyd  das  Quadrat  af 
gleich 4489  Oraden,  dessen  Seite 
67®  ist,  weggenommen.  Der  Best 
also,  das  heisst  der  Onomon 
ßtö  wird  gleich  11  Graden  sein. 
Diese  lösen  wir  in  Minuten  auf 
und  erhalten  660'.  Dann  nehmen  wir  ii  doppelt,  weil  zwei  Becht- 
ecke  auf  tt  stehen,  da  si  gleich  £17  ist,  und  durch  das  Besnltat  134 
dividiren  wir  die  660  Minuten  und  durch  den  Quotienten,  4  Minuten, 
erhalten  wir  jede  der  beiden  Linien  e^,  17  x;  und  wenn  wir  die 
Parallelogramme  ^f,  J^k  ausfüllen,  so  finden  wir  sie  gleich  536  Minuten, 
oder  jedes  von  ihnen  gleich  268  Minuten.  Nun  lösen  wir  abermals 
die  restirenden  124  Minuten  in  7440  Secunden  auf,  und  subtrahiren 
auch  das  Ergänzungsquadrat  tl,  welches  16  Secunden  betrSgt,  so  dass 
wir,  wenn  wir  um  das  vorige  Quadrat  ai  den  Gnomon  herumsetzen,  das 
Quadrat  al  erhalten,  dessen  Seite  67®4',  das  also  selbst  gleich  4497® 
56'16"  ist.  Nun  bleibt  noch  der  Gnomon  ßlS  gleich  2®3'44"  oder  7424" 
übrig.  Wir  nehmen  also  wieder  ^A  doppelt,  weil  &X  gleich  Ax  ist,  und 
dividiren  durch  diese  134® 8'  die  7424  Secunden,  und  erhalten  in  dem 
Quotienten,  55  Secunden,  jede  der  beiden  Linien  ^/3,  nö.  und  wenn  wir 
die  Parallelogramme  ßk^  18  ausfüllen,  so  erhalten  wir  dieselben  gleich 
7377  Secunden  20  Tertien,  und  jedes  derselben  gleich  3688'' 40^"^;  es  bleiben 
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55  Secunden  ist,  und  so  haben  wir  die  Seite  des  Quadrats  aßyöy  welches 
gleich  4500  Graden  ist,  nahe  gleich  67^ 4' 55".  Und  im  Allgemeinen ,  wenn 
wir  die  Quadratwurzel  irgend  einer  Zahl  suchen,  so  nehmen 
wir  zuerst  die  Wurzel  der  zunttchstliegenden  Quadratzahl, 
dann  verdoppeln  wir  diese  und  dividiren  damit  in  den  Best, 
nachdem  wir  denselben  in  erste  Sechzigtheile  aufgelöst 
haben,  und  subtrahiren  das  Quadrat  des  Quotienten;  dann 
lösen  wir  wieder  den  Best  in  zweite  Sechzigtheile  auf  and 
dividiren  ihn  durch  die  doppelten  Orade  und  Minuten,  so  er- 
halten wir  nahe  die  gesuchte  Zahl  für  die  Seite  des  quadra- 
tischen Baumes**.* 

Cette  description  de  Texti-action  approximative  des  racines  carr6e8 
ne  doit  pas  cependant  nous  mener  ä  croire  que  les  Grecs  en  aient  fait 
rop6ration  toujours  et  partout  au  mojen  du  Systeme  sezagösimal.  Ge 
dernier,  exclusivement  adopt6  par  Tastronomie  grecque,  7  serait  dif&cile- 
ment  introduit  avant  Hipsicles  d'Alexandrie,  c'est  ä  dire  200 — 100  ans 
avant  J.  C.  La  plus  large  application  en  eut  Heu  dans  TAlmageste  de 
Ptolem6e  dont  les  commentateurs ,  Th6on  d'Alexandrie  7  compris,  fnrent 
bien  forc6s  d'extraire  les  racines  carr^es,  ä  l^aide  du  STstdme  sexag^simal. 
Avant  que  celui-ci  ne  fut  introduit  en  Grdoe,  et  toujours  dans  les  math6- 
matiques  qui  ne  l'admirent  point,  l'extraction  approximative  des  racines 
carr6es  dut  s'op6rer  dans  toutes  les  fractions  et  mdme  de  pr6f6rence  dans 
les  fractions  au  niim6rateur  1. 

Les  math6maticiens  grecs  de  quels  mo7ens  se  sont-ils  donc  servis  afin 
d'extraire  approximativement  les  racines  carr^es  dans  toutes  les  fractionn? 
Eutocius  semble  nous  donner  une  r^ponse  en  indiquant  Heron  comme 
l'auteur  qui  expose  le  mo7enf  d6crit  plus  tard  par  Th^on  d'Alexandrie  et 
les  autres  commentateurs  de  l'Almageste.  Mais  si  ces  demiers  avaient 
op6r6  d'aprds  le  proc6d6  du  gnomon,  appliquö  suivant  l'autenr  comment^ 
au  878töme  sexag^simal,  H^ron  qui  ne  8*en  6tait  jamais  servi,  et  qui  avait 
toujours  emplo76,  que  nous  sachions,  les  fractions  au  num^rateur  1,  H6ron, 
disons-nous,  n'aurait  pu  avoir  recours  au  proc^d^  du  gnomon  qu'en 
Vappliquant  ä  ces  fractions  Id..  Nous  pouvons  donc  envisager  oe  proc6de 
comme  ^galement  appliqu6  par  les  matb6maticien8  grecs  a  Textraotion  des 
racines  caiT^es  dans  tous  les  cas,  peu  importe  dans  quelles  fractions  en 
fusse  exig6e  Tapproximation.  Avant  d'entreprendre  les  recherches  tendant 
a  d^couvrir  Fextraction  approximative  des  racines  carrees  dans  la  forme 
commune  aux  Grecs  et  suivant  le  proc6d6  du  gnomon,  nous  devons  faire 
une  plus  ample  connaissance  de  la  nature  et  des  qnalit^s  g6n6rales  de  ce 
dernier.  Nous  commencerons  par  le  voir  appliqu6  ä  Textraction  de  la 
racine  carr6e  d'un  nombre  donn6  avec  Fapproximation  de  Tunit^. 


*  Nesselmann,  1.  c.  S.  144  —  146. 
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Ainsi  qae  nous  le  montre  la  description  de  Th^on,  cit^e  plas  haut, 
le  proc6d6  du  gnomon  a  ponr  base  la  formale  d'nne  somme  des  deaz 
Dombres  6l676e  an  carr6.  II  tonche  par  lä  an  proc6d6  de  rextraeiion 
employ^  dans  les  conrs  616mentaires  actnels,  en  mdme  temps  qn'il  en 
diffi^re.  £n  effet,  repr^sentant  nne  m6üiode,  parfaiiement  adiq)tto 
anx  lois  et  anx  ezigences  da  sjstöme  dreimal,  oelle  des  manneis  de 
nos  jonrs  d6finit  k  part  obaqne  chiffre  de  la  racine  carr6e,  en  se 
servant  ainsi  de  la  fonnnle  d'nne  somme  de  plnsienrs  nombres  ^lev^e  an 
carr6.  Certains  conrs  chercbent  senlement  k  masqner  la  cbose  dans  nn 
bat  didactiqne  en  employant  artifieiellement  Fezpression  de  la  somme  des 
denx  nombres  elev6e  an  carr6.  .  De  cette  manidre  la  m6thode  de  nos 
mannels  ne  sanrait  co^'ncider  ayec  le  proc6d6  dn  gnomon  qn'en  cas  d'nne 
racine  4  denx  cbiffres.  Dans  tons  les  aniares  cas  les  denx  proc6d66  fönt 
denx  m6thodes  diffi§rentes  et  il  est  ä  regretter  qn'on  Tait  qnelqnefois  perdn 
de  Tue. 

D'aprds  ce  qae  dit  Tb6on  le  proc6d6  dn  gnomon  emplojö  par  les 
math^maticiens  grecs  exige  qne  la  racine  4  tronver  dn  nombre  c  seit 
d^compos^e  en  denx  nombres  inögaux  a  et  6,  de  maniöre  4  ce  qne  le 
carr6  dn  moindre,  par  exemple  celni  de  h^  6qniyale  an  reste  de  la  diyision 
(e  — a*)  :  2a,  ou  j  seit  contenn.  La  demande  en  est  satisfaite  moyennant 
nn  tel  choix  de  nombres  dans  la  d^composition  qni  pr6senterait  le  oarr6 
da  plas  petit  moindre  qne  le  plns  grand  nombre  donbl6,  ainsi  qn'on  voit 
dans  r6galit6 

oü  r  est  le  reste  de  la  racine  carr6e,  extraite  da  nombre  donD6  avec 
Tapproximation  de  1.  On  con^oit  qne  dans  chaqne  cas  particalier  de 
Fextraction  de  la  racine  carr6e  ce  nombre  moindre  pent-6tre  repr68ent6 
par  les  nombres  les  plns  diff6rents,  et  qne  la  däcomposition  de  la  racine 
cbercbSe  en  binome,  exig^e  par  le  proc6d6  dn  gnomon,  est  nne  qnestion 
ind^finie  et  le  nombre  des  solntions  qn'elle  admet  doit  dtre  plns  on  moins 
grand.  C*est  la  nne  diff(§renoe  marqu^e  entre  la  m^tbode  dn  gnomon  et 
Celle  de  nos  conrs  öl^mentaireSy  et  m^me  le  cas  particnlier  qnand  les  denx 
möthodes  co^ncident,  c'est  ä  dire  ponr  la  racine  k  denx  cbiffres,  n'j  fait 
point  exception.  En  effet,  la  döcomposition  de  la  racine  pr^sent^e  dans  ce 
dernier  cas  par  la  m^thode  de  nos  mannels  ne  fait  qn'nne  solntion  entre 
mille,  fonmies  par  la  d^composition  g^n6rale  de  la  racine  en  n*importe 
qnels  deax  nombres  in^nx.  Afin  de  tronyer  Tnne  des  d^compositions  en 
binome  de  la  racine  carr^e  qne  Ton  chercbe  et  qni  ensse  r^pondn  k  la 
condition  ^Donc6e,  on  employa  la  m^thode  des  t&tonnements.  II  n'est  pas 
difficile  de  reconnaltre  qne  dans  le  cas  indiqn6  Tapplication  en  fnt  n6cessaire- 
ment  rednite  ä  la  partie  qni  trace  les  limites  mdmes  des  tätonnements. 
Poar  en  connaltre  les  proc6d6s  prenons  qnelqae  cas  particnlier,  par  exemple  ^Tp 
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le  nombre  349450,  cit6  par  ArchimMe.  Les  limites  des  tfttoDnemeiits 
imm^diatement  aper9ue8  et  servant  &  d6conyrir  la  racine  carr^  de  ce 
nombre  sont  100  et  1000.  Celles  qui  suivent,  les  nombres  500  et  600 
ayec  lenrs  carr^s  de  250000  et  360000  sont  troay^es  anssitöt,  si  Ton 
songe  que  tont  nombre  de  centaines  61ey6  an  carr6  donne  des  dizaines  de 
mille  dans  nne  qnantitö  qni  en  6gale  le  carr6.  L'obserration  faite  qne  Ic 
nombre  donn6  approche  de  plus  prös  la  8Qp6rienre  de  ces  limites  permet 
d'en  remplacer  Tinförienre  par  le  nombre  plas  proche  de  550  avec  son  carre 
de  302500.  La  möme  Observation  reit6r6e  aprös  ce  changement  nons  laisse 
61eTer  le  nombre  550  ä  575.  On  peat  s'arrdter  ä  cette  augmentation ,  car 
eile  introdait  tont  droit  la  d6comp08ition.  en  binome  de  la  racine  cherch6e 
dans  le  domaine  de  Celles  qui  repoudeut  ä  la  condition  indiqa^,  adapt6e 
an  proc6d6  du  gnomon.  Et  tonte  d6composition  en  binome  des  nombres 
contenus  entre  550  et  600  y  röpondra  en  effeti  si  le  moindre  en  est  33 
on  qnelqne  autre  nombre  inf6rieur  qni  le  snit,  les  carr6s  en  6tant  moindres 
qne  les  grands  nombres  correspondants  doabl6s.  Le  nombre  575  Ini-mdme, 
transform^  en  600  rien  qne  par  Taddition  de  25  pent  donc  dtre  le  nombre 
sap6rienr  ä  Tane  des  dteompositions  en  binome  de  la  racine  ä  d6finir.  Si 
ensnite  on  applique  &  ce  nombre  comme  poss^dant  la  qnalit6  indiqu^e, 
en  möme  temps  qu'an  nombre  donn6,  la  r^gle  du  gnomon  exprim^e  par 
la  formnie  1),  on  s'aper9oit  anssitdt  qne  le  nombre  inf6riear  ik  la  d6com- 
position  cherch6e  est  16  et  conseqaamment  la  racine  carr6e  ä  tronyer  est 


349450 
330625 


591,  ainsi  qne  nous  le  montre  le  calcnl  sniyant.  La 
limite  införieore  des  t&tonnements ,  semblable  dans  ses 
qnalitös  &  celle  que  nous  yenons  d'6tablir  a  pu  6tre 
trouy^e  encore  moyennant  les  r^flezions  suiyantes. 
Entre  les  nombres  500  et  600  qui  ont  seryi  de  limites 
aux  t&tonnements  il  y  a  10  interyalles  repr^sent^s  par 
les  disaines  snccessiyes«  II  y  en  a  10  autres,  a  11000 
chacun,  entre  les  carr^s  des  m^mes  limites,  250000 
et  360000.  Le  nombre  donn6  se  tronye  dans  le  demier 
de  ces  intervalles,  donc  la  racine  carrto  en  doit  ötre  dans  le  dernier  des 
interyalles  correspondantS;  contenus  entre  500  et  600. 
La  limite  inf6rieure  peut  ^tre  61ey6e  pour  cette  raison 
Ä  590,  qni  fait  le  nombre  primitif  du  dernier  des  inter- 
yalles cit^s.  Se  seryant  alors  de  ce  nombre,  süffisant 
aux  conditions  indiquöes,  comme  du  nombre  snp^rieur 
de  la  racine  d6compos6e  en  binomc;  on  a  trouy^  que 
le  nombre  införieur  en  ^tait  1 ,  ainsi  que  le  montre  le 
calcul  sniyant.  Bemarquons  pour  conclure  que  mdme 
en  cas  d'un  choix  mal  r6u8si  pour  la  d6composition  en 
binome  de  la  racine  cherch^e,  c*est  4  dire  quand  le  carr6  du  membre 
inf6rieur   est  plus    grand   que   le   membre    sup6rieur   dou^^la,  membre 
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moindre  poarrait  dtre  troay6  par  la  diminntion  da  quotient,  obtenn  par 
Tapplieation  de  la  rigle  du  gnomon.  La  limite  de  cette  diminntion  devient 
Sans  donte  le  reste  qui  renferme  le  oarrö  dn  dernier  qnotient.  En  prenant 
par  ezemple  le  nombre  650,  comme  le  membre  8ap6rienr  de  la  racine 
d6compos^e  en  binome  et  qne  Ton  cherche,  on  troaye  qa*il  fant  diminner 
le  qnotient  (42)  d*nne  nnit6.  Le  nombre  8np6rienr  de  la  d^composition 
6tant  500,  il  fant  diminner  de  8  le  qnotient  99  ponr  arriver  an  mdme 
bat  etc. 

Ponr  appliqner  le  proc6d6  dn  gnomon  ä  Teztraotion  approzimatiTe  de 
la  racine  carr6e  dans  tontes  les  fractions  indiqnons  dans  Texpression  de 
la  Romme  des  denz  nombres  öley^e  an  carr6 

2)  e=^{a  +  «)«=  a«  +  2ax+x^ 

par  a  la  demidre  des  approximations  trony^es  de  la  racine  carr6e,  c^est  k 
dire  Tezprimant  an  commencement  de  Fopdration  avec  Tapproximation  de  1, 
et  ensnite  dans  n'importe  qnelles  parties  de  Tnnit^,  en  ezprimant  par  x 
la  diffgrence  entre  cette  approximation  et  la  vraie  valenr  de  la  racine. 
II  n^est  pas  difficile  de  reconnaltre  qne  cette  diff6rence  est  topjonrs  moins 
qne  1.     En  n6gligeant  dans  T^qnation 

3)  ^  +  ^=- 


2a         2a 
le  nombre  -^-i   ainsi  qa*il   en  a  6t6  fait  dans  Tapplication  pr6c6dente  dn 

proc6d6  da  gnomon,  on  troave  Tapproximation  de  x  ezc6dant  sa  yraie 
valenr  et  rendae  par  la  formale 

Le  calcol  de  x  d'aprds  cette  formale  le  pr6sente  poar  la  plapart  comme 
ane  somme  de  denx  fractions  dont  on  pent  omettre  la  moindre.  Si  cette 
diminntion  ne  snffit  pas  ä  annnler  Taugmentation  qni  la  pr6cdde  oa  si  eile 
n'a  point  en  liea,  la  qaantit6  x  donn^e  par  la  formale  4)  n'en  garde  pas 
moins  son  aagmentation ,  mais  descend  jasqa'ä  6tre  aa  dessoas  de  sa 
grandenr  y6ritable,  en  yertn  de  la  condition  qne  le  carr6  da  qaoiient 
obtenn  par  la  formale  4)  doit  se  troaver  dans  le  reste  donn6  par  la  m6me 
division.  La  qaantit6  x  calcnl6e  de  cette  maniöre  et  que  nous  nommerons 
fl?!  sera  tonjoars  moindre  qne  sa  valear  reelle  et  a  +  ^i  moindre  qae  la 
valenr  y^ritable  de  la  racine.  La  snbstitation  de  x^  k  x  dans  T^galit^  2) 
en  en  diminnant  la  seconde  partie  en  fait  Tin^galit^ 

c  >a*+2aa;, +  aj*i 
dont  la  diff6rence  des  membres 

6)  c  —  a*— 2airi  — aj*i 

präsente  ^ridemment  le  reste  de  Textraction  de  la  racine  carr6e  fonrnissant 
Tapproximation   cherch^e.     Ponr  d6finir  celle  qni  snit,  il  faat  di^üser  le 


faat  di^üser  le    t 
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reste  faisant  la  diff6rence  entre  le  nombre  donii6  et  le  carr6  de  Tapproxi- 

mation  troav6e,  par  rapprozimation  a  +  ^i  trouy6e  et  doublte  et  continuer 

ainsi  de  suite.    Faisqae  dans  la  formale  4)   c  — a'  est  topjoars  moindre 

que  2a,   cette  division  ne  saurait  etre  possible  ä  moins  qae  c--a^  ne  füt 

partag6e  en  des  parties  aliquotes  dont  le  nombre  exc^derait  2  a.    Le  choix 

des  parties  aliquotes  se  trouvant  parfaitement  arbitraire,  et  l'application  des 

formules    indiqu6es    tout   k   fait  illimit6e,    permettent  de   trouver  en   les 

emplojant  toutes  sortes  d'approximatious  de  la  racine  cherch6e,  pen  importe 

quels  qu'en  soient  le  nombre  et  les  parties  aliquotes. 

Appliquons  maintenant  le  proc6d6  du  gnomon  dans  sa  forme  que  nons 

yeuons   d'examiner  &  la  d6couyerte  des  approximations  des  racines  earr6e8, 

moindres  que  leur  valeur  v6ritable  et  fournies  par  les  oeuvres  des  math6- 

maticiens   grecs  arriv^es  jusqu'4  nous.    Commen9ons  par  celles  qui  ont  les 

plus  simples  d^uominateurs.    Teiles  sont  les  trois  premi^res  approximations 

7 
d'Archimdde  cit^s  plus  haut  et  la  fraction  ^  signifiant  l'approximation  de 

y2y  trouv^e  dans  le  livre  de  H6ron  d'Alexandrie  j^sur  Fagriculture"  et  pouvant 
dtre  obtenne  aussi  comme  on  le  sait  par  le  proc6d6  des  fractions  continues. 
Pour  le  premier  et  le  quatridme  de  ces  cas  nous  ayons  deja  les  racines 
carr6e8  ayec  l'approximation  de  1,  yoire  le  nombre  591  cit6  plus  haut  et 
le  nombre  l  directement  aper9u.  Pour  le  second  et  le  troisiöme  cas  les 
racines  semblables  sont  trouy6e8  par  le  mdme  proc6d6,  a  Taide  des  calcals 
suiyants 


1873943 

5472132 

1322500 

5290000 

51443 

2300 

182132 
13800 

4600 

4600 

22 

39 

4600 

41400 

843 

2732 

484 

1521 

359 


1211 


Les  limites  des  tätonoements  poar  le  premier  nombre  sont  1150  et 
1200,  pour  le  second  2300  et  2400;  les  membres  sap6riears  des  d6com- 
positions  en  binöme  de  la  racine  corr6spondent  k  1150  et  ä  2300;  les 
r6snltat8  obtenus  dans  le  premier  cas  1150  4-22  =  1172  et  dans  le  second 
2300  4-  39  =3  2339.    Quant    aux    parties    fractionnaires    de    ces    nombres 

(33         1  \ 
Tjx  ^t  Tß/'   **°  ^^^   °°  omettre  l'examen,   oa 

leor  incapacit6  Evidente  d'influer  sur  l'approximation  qui  vient  d'Otre  trouT^e 
ainsi  que  sur  celle  qni  suit. 

L4-de88U8,  pour  tous  les  quatre  nombres  passes  en  revue  nooa  treu- 
vons  snccessivement:  d'apr^s  la  formule  2): 
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349450  =  (  591  +  «)» =   349281  + 1182«  +  a;* 
1373943  =  (1172  +  «)«  =  1373584  +  2344  a;  +  x* 
5472132  =  (2339  +  «)«  =  5470921  +  4678  a;  +  x^ 
2  =  (l  +  a;)*=l+2x  +  a;» 
d'aprös  la  formule  4) 

^   169         169.8       1352;  1182  l 

*  1182"  1182.8"    8     "'''^'8 

359  _  359.8   2872:2344     _1 

*  "  2344  ~  234478 8     "»^  '^i"  8 

1211   1211.4   4844:4678     _1 
*""  4678  "4678.4"    4     "'^ '»  "  4 

1   5  _   2  ^  1       2 

*  =  2=5=2  =  5+iÖ*''^*'=5 


d'apr^s  la  formale  5) 

349450     349281      ^^.^^ 

0 

-64=169- 

1182       1        169.8-1182 
8         64"            8 

1        170 

1        170.8-1        1359 

64"    8 

64             64                64 

1373943-1373584-^^ 

0 

-J,-869- 

2344       1       359.8-2344 
8         64               8 

1       528 

1      528  . 8  -  1      4223 

64        8 

64           64              64 

5472132     5470921      ^1^ 

4 

-Ä=12'l 

4678      1       1211.4-4678 
4        16               4 

1       166 

1        166.4-1        663 

16"    4 

16 "         16               16 

4       4 
'^      ^      5      25      ^ 

4  4       1 

5  25 

.5-4       4       14 
5           25  ~  5      25 

1 

.5-4       1 
25      "25 

Les  valeurs  approximatives  des  racines  carr^es  591^»   ^^'^ä"'  2339^> 

^}    obtenues  aprds  Tapplicatioii    de  la  formule    4)    se   trouvent    de    cette 

mani^re  parfaitement  coMcidenies  avec  Celles  que  donnent  Archimdde  et 
H6ron. 
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Tons  les  calcals  qni  Tiennent  d'dtre  pr68ent6s  sons  les  formes  actaelles 
des  fractions  peuvent  etre  r^anis  d'f^rös  le  sohöme  d6jä  employö  poor 
l'extraction  de  la  i-acine  carr^e  avec  l'approximation  de  1,  et  alors  teile  en 
est  la  forme 


349450 
-  349281 


1373943 
-  1373584 


5472132 
-  5470921 


2 
-1 


169 
X2 
338 
X2 
676 
x2 

1352 

1182 

1182 

1 

170 

X8 

1360 

-1 

359 
x2 

718 

X2 

1436 

x2 

2872  2344 

2344 

1 

528 

x8 

4224 

-1 

1211 

1 

X2 

2422 

X5 
5  2 

x2 

4  2 

4844  4678 

1 
X5 

4678 

1 

166 

5 

X4 

-4 

664 

1 

-1 

663 


1359 


4223 


Dans  les  oeuvres  des  math6maticiens  grecs,  arriT6s  jusqu'ä  nons  on 

ne   rencontre   qn'nn   senl  cas,   dans   leqnel  rapproximation  de  la  racine 

carr6e   moindre   qne  sa  valeur  vöritable  est  exprimie  par  la  ftaction  an 

d6nominatenr  assez  compliqa6.    Ce  oas  nniqne  est  la  moindre  des  approxi- 

/-  /265\ 

mations  de  yS  eitles  plns  hant  (-|eä  )•    V^  contiennent  dans  rinterralle 

entre  elles  saivant  Archimdde  la  T6ritable  grandenr  de  cette  racine.  On 
Toit  aisöment  qne  cette  approximation  ne  pent  dtre  obtenne  par  le  proG^6 
du  gnomon  qn'4  la  condition  de  ce  qne  les  nombres  fractionnaires  en  uent 
ponr  d^nominateurs  les  factenrs  premiers  dn  d^nominatenr  153  poss6d6 
par  l'approximation  cherchto,  on  les  nombres  qui  en  sont  compos^s. 
L'application  snccessive  des  formnies  2),  4)  et  5)  aveo  l'emploi  dn  factenr 
premior  3  donne 

3  =  (!  +  «)«=  1  +  2«  +  «» 

3-1        2.3    „      2   ,   1  2 

^  =  -2-  =  -3-^^  =  3  +  3  "'^'^'^S 


3     9  3      9 


2.3      4      4      2      4 
3        3      9 "3      9 

6_4^2 
9     9      9' 
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2 

L'approximation  tronv^e  est  1+Xy  =  lfr\    son    introdaction   dans   les 

memes  formales  et  avec  Femploi  da  facteur  premier  17  donne 
a      /ö   ,    V     25^10     ,     , 

/„     25\  10     2   10     2   ,-      2.17    ,„       3,4 
^=1^- 9^T  =  9'-T==3  =  1^=  3717=^^  =  51  +  510  °"^^  = 

25       30  9        2        30  9        2.17        30  9 


51 


3- 


9      3.51     (51)*     9      3.51     (51)*      9.17     3.51      (51)* 

34    _     30 9_  =  _^ ?_ 

9.17      3.51      (51j*       3.51      (51)» 

4.17         9         68-9       59 


~  (51)*       (51)*  ~    (51)*       (51)* 

L'approximation  nooTelle  est  q+rr^^M*   ^°°  introdaction  dans  les 
formales  aveo  l'emploi  da  factenr  premier  3  amdne  aoz  rösaltats  snirants 

^=i5i+*;=26ör  +  -5r*+*^ 

/_       7744 \  176         59     176      59    ,„      59.3    ,„ 

*=l^- 26öry=^="(5ö^="5r=5i  =  ^^^=5r3  =  ^^^ 

177      .--1,1  1 

l70=7Rg+1Ra     ITA    0^*1  = 


3- 


51.3  153^153.176         '     153 

7744  176  1  59  176  1 


2601       51 .  153      (153)*  ~  (51)*       51 .  153      (153)* 
_    59.3  176  1  177-176  1 


(51)*.  3      61.153     (153)«  (51)*.  3       (153)* 

__1 1_ 3  1 2_ 

~  (51)».  3      (153)«  ~  (153)*      (153)»  ~  (153)*' 

p-T  +  -T^ö-  =  "iRa")  ^^*^*  ^®^®  d'Archimöde 

il  n*e8t  pas  n6ces8aire  d'appliqaer  plus  longuement  les  formales.  Tons  les 
calcnls  op6r68  et  r^anis  d'aprös  le  schäme  connu  prennent  la  forme  r^duite 
qne  TOici. 

En  somme,  en  examinant  cette  Evaluation  des  approximations  de  la 
racine  carr6e  moindres  que  sa  yraie  grandeur  on  pent  en  r^sumer  ainsi  le 
procSs.  Du  nombre  dont  on  yent  Eyalaer  la  racine  carr6e  on 
soustrait  le  plus  grand  carr6  entier  contenu  dans  ce  nombre. 

Digitized  by  VjOOQIC 


204 


Historisch- literarische  Abtheilung. 


Le  reste  obtenu  est  d'abord  maltipli6  par  le  d6nominateur 
des  nombres  fractionnaires  (parties  aliquotes)  choisis  poar 
rapproximatioD  cherch6e.  II  est  diTis6  ensaite  par  la  doable 
racine  dn  plus  grand  carr^  entier  contena  dans  le  nombre.  Le 
reste  de  cette  diyision  est  mnltipli^  par  le  d^nominateur  en 
qaestion  et  le  carr6  da  qnotient  soastrait  au  produit  obtenu. 
La  racine  du  plus  grand  carr6  entier  contenu  dans  le  nombre 
ajout^e  au  quotient  fera  l'approximation  cherefa6e. 
Pour  obtenir  la  suiyante  on  multipliera  le  reste 
de  la  dernidre  soustraction  par  n'importe  quel 
multiplicateur  et  on  en  diyisera  le  produit  par  le 
double  num^rateur  de  Tapproximation  trouv^e. 
2  Le   quotient    en   sera    la   fraction   dont  le   d6nomi- 

2~  nateur  est  le  produit  de  celui  de  Tapproximation 
pr6c6dente  et  du  multiplicateur  choisi.  On  multi- 
pliera ce  reste  par  le  mßme  multiplicateur,  et  l'on 
soustraira  du  produit  le  carre  du  quotient  nonveau. 
L'approximation  pr6c6dente  ajout6e  au  quotient 
nouTeau  sera  l'approximation  nouyelle.  Toutes 
Celles  qui  suiyent  quels  qu*en  soient  le  nombre 
et  les  d^nominateurs  peuvent  etre  trouT6es  de  la 
meme  manidre. 

Conform6ment  4  ce  qui  vient  d'6tre  expos^,  la  m^thode 
du  gnomon  donnant  les  approximations  de  la  racine  carr^e 
moindres  que  sa  yaleur  y6ntable  et  cela  dans  toutes  sortes 
de  fractions,  il  s'en  suit  que  Tapplication  h  chaque  cas 
particulier  en  peut  ayoir  un  nombre  infini  de  yoies.  Afin 
de  trouyer  celle  qu'ayait  adopt6e  Tauteur  ancien  en  cherchant 
Tapproximation  de  quelque  racine  carr6e,  il  faut  en  d^com- 
poser  le  d6nominateur  en  facteurs  premiers  et  ne  se  seryir 
que  de  ces  derniers  pour  la  multiplication  des  restes  que 
fournit  Tapplication  du  gnomon.  Dans  le  dernier  cas  pass^ 
en  reyue  en  d^composant  le  d6nominateur  153  de  Tapproxi- 
mation  donn6e  par  Archimöde  pour  j/S^^  en  ses  facteurs 
Premiers  3,  3  et  17,  nous  ayions  la  yoie  toute  trac6e  pour 
appliquer  la  m^thode  du  gnomon  dont  nous  ayons  fait  usage. 
L'extraction  approximatiye  des  racines  carr^es^  teile  que 
nous  la  trouyons  chez  les  Grecs  ne  nous  ayant  occup^s 
jusqu'ä  ce  moment  que  dans  les  cas,  oü  les  r6sultat8  en 
sont  moindres  que  la  yaleur  y6ritable  de  la  racine,  il  nous  reste  ä  passer 
aux  cas  oü  les  r6sultats  en  sont  plus  grands.  Ces  demiers  Femportent  sur 
les  Premiers  quant  au  nombre  de  leur  application,  mais  il  serait  dif&cile 
d'en  expliquer  la  cause  autrement  que  par  le  basard  et  on  n'ayancerait  pas  a 
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en  souleyer  la  qaestion,  ou  Tabsence  complöte  de  mat6riaaz  poar  la  r6- 
soudre.  Elle  n'a  d'aillears  pour  nous  qu'une  importance  secondaire,  notre 
bat  6tant  de  trouver  les  proc6d6s  emploj^s  dans  la  Or^ce  Antique  pour 
Textraction  des  racines  carr^es.  Afin  d*y  arriver  dans  le  cas  präsent  nous 
n'ayons  qu'une  indication  indirecte  chez  Eutocius  et  qui  ne  suffit  pas.  En 
nommant  les  auteurs  qui  ont  trait6  de  Textraction  approximative  des  racines 
carr^es,  Eutocius  en  applique  T^num^ration  indiffi^remment  ^  tous  les  cas 
de  cette  extraction,  trouy6s  chez  Archim^de.  U  s'en  suit  en  efifet  que 
dans  le  cas  pr6sent  l'extraction  de  la  racine  carr6e  6tait  aassi  op6r6e  d'aprds 
la  m6tbode  du  gnomon;  mais  de  quelle  mani^re?  Panui  les  oeuyres  eitles 
par  Eutocius  le  commentaire  de  Th6on  d'Alexandrie  est  bien  la  source 
anique  dont  nous  pnissions  disposer  et  il  ne  dit  rien  sur  le  cas  qui  nous 
int^resse  pour  le  moment,  donc  Tindication  indirecte  d'Eutocius  se  trouye 
insuffisante  ^  en  r6soudre  la  question.  La  forme  de  la  m6thode  du  gnomon 
que  nous  avons  examin^e  plus  haut  et  qui  ne  peut  fournir  imm6diatement 
que  les  approximations  de  la  racine  carr6e  au  dessous  de  sa  valeur,  ne 
saurait  etre  appliqu6e  imm6diatement  aax  cas  oü  ces  approximations  exc6- 
deraient  sa  yaleur  y6ritable.  Pour  s'en  tenir  ä  la  yoie  directement  trac6e 
par  Eutocius,  en  6yitant  cependant  toute  explication  contradictoire  ou 
forc^e,  il  nous  reste  ä  supposer  que  la  m^thode  du  gnomon  dans  son  cas 
präsent  ayait  affaire  au  carr6  de  la  diff6rence  des  deux  nombres  et  non 
aa  carr6  de  leur  somme  comme  dans  le  cas  pr6c6dent.  Nous  allons  yoir 
que  cette  supposition  tranche  compl^tement  la  question  dans  toutes  ses 
parties  et  tous  ses  d^tails. 

En  prenant  le  carr6  de  la  diff6rence  des  deux  nombres 

6)  c^(a-  aj)«=  a* -  2a«  +  a?» 

et  en  j  entendant  par  a  la  demidre  des  approximations  trouy^es  de  la 
racine  carr6e,  plus  grandes  que  sa  yaleur  y6ri table,  et  par  x  la  diff6rence 
entre  cette  approximation  et  la  yaleur  y^ritable  de  la  racine  nous  trouyons 

7)  X  — 


2a         2a 


oü  X  est  une  quantit6  moindre  que  1 ;  car  la  Valeur  de  a,    commenfant 

Fapplication    de    la    formule    examin^e,   est  repr6sent6e    par  la  racine  du 

Premier   carr6    exact,    proche    au    nombre   c  et  plus  grand    que  lui,   qui 

exprime   la  racine    cherch^e    ayec   Fapproximation    de  1,    c'est   k  dire  en 

Fexc^dant  de  moins  que  de  I.Mais  la  grandeur  de  ir  diminuera  successiye- 

ment^  a  mesure  que  le  nombre  a  6quiyaudra  ä  d'autres  yaleurs,  dans  ses 

approximations  suiyantes  et  qui  approcheront  toujonrs  dayantage  la  yraie 

x^ 
yaleur  de  la  racine.    En  omettant  dans  r6galit6  7)  le  membre  (T—i  comme 

£a 

nous  Tayons  fait  pour  la  forme  pr6c6dente  de  la  m6thode  du  gnomon,  on 
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troaye  rapproximation  de  x  moindre  qae  sa  grandear  y6ritable  et  rendne 
par  la  formale  , 


8) 


a?  = 


2a 


X  caloiil6  d'aprds  cette  formale  est  repr6sent6  ainsi  qae  dans  la  forme  pr6c^ 
dente  par  la  somme  des  deax  fractioas  dont  la  moindre  peat  eire  ii6glig6e. 
Ces  deax  diminations  rendant  parfois  la  valear  x  a](>te  aa  changement  dans 
la  marche  da  calcal,  mais,  contrairement  ä  la  forme  da  gnomon  examin^ 
sealement  qaant  ä  son  aagmentation  et  non  qaant  k  sa  diDiination. 
NommoDS  x^  Tapproximation  de  x^  foarnie  par  la  formale  7).  La  snb- 
stitation  de  o;,  ä  a;  dans  r6galit6  6)  en  augmente  le  second  membre  et  en 
fait  rin6galit6  c<a^— 2aXi  +  x^^  dont  la  diff6rence  des  membres 

9)  a«-c-2aa^  +  aj«i 

präsente  6videmment  le  reste  de  l'extraction  approch6e  de  la  racine  earr^e 
dans  le  cas  pr6sent.  Poar  d6finir  Tapproximation  saivante  de  la  racine  a 
troayer,  il  faat  diyiser  ce  reste  conformement  aax  formales  pr6c6dente8 
par  la  doable  approximation  troay^e  a^x^  et  continaer  comme  aaparavani 
Paisqae  x^  est  bien  le  r^saltat  des  diminations  de  x  cit6es  plus  haat,  les 
approximations  de  la  racine  carr6e,  obtenaes  par  Tapplication  saccessive 
de  la  forme  da  gnomon  examin^e  en  exc6deront  toajoars  la  yaleor  T6ritable. 
Cette  forme  devient  ainsi  an  moyen  saffisant  poar  d^finir  an  nombre  infini 
d'approximations  de  la  racine  carr6e  qae  Ton  cherche,  approximations 
exc6dant  sa  yalear  y^ritable  et  rendaes  par  n'importe  qaelles  firactions. 
Voyons  maintenant  ä  qaels  r6saltats  en  aboatit  Tapplication  h  Textraction 
approximative  de  la  racine  carr6e  dans  des  cas  correspondants  chez  les 
math^maticiens  grecs. 

Les  plas  simples  cas  de  ce  genre  sont  reprösent^s  par  les  quake 
nombres  d'Archimdde,  cit6s  plas  haat.  Poar  j  appliqaer  la  m6thode  da 
gnomon  dans  sa  forme  examin6e  il  faat  toat  d'abord  d6finir  les  racines  des 
plas  proches  d'entre  les  carr6s  exacts  qai  les  exc^dent.  On  Tobtient  en 
angmentant  de  1  les  racines  des  plas  proches  d'entre  les  carr6s  moindres 
exacts  et  troav^s  saiyant  la  manidre  pr6c6dente.  L'^yalaation  de  ces  racines 
comme  celle  d*an  sajet  assez  conna  peat  se  borner  ^  Tindication  des  cal- 
cals  qai  s'y  rapportent 

9082321      3380929       1018406       4069284 
-9000000     -3240000     -1000000     -4000000 


82321 

6000 

140929 

3600 

18405 

2000 

69284 

4000 

6000 

13 

10800 
28800 

38 

18000 

9 

4000 

17 

18000 

405 

29284 

4321 

4129 

-81 

28000  ' 

-169 

-1444 

324 

1284 

4152 

2685 

-289 

D 

gitized  b^ 

,  Googfe 

Extraction  des  raoines  carr6e8  dans  la  Or^ce  Antique. 


207 


Lee  limites  des  tfttonnements  pour  ces  nombres  sont  3000  et  3100, 
1800  et  1900;  1000  et  1100;  2000  et  2100.  Les  membres  snp^rieurs 
des  d^compositions  en  binome  des  racines  cherch6e8  sont  3000,  1800; 
1000  et  2000.  Les  racines  cherch^es  des  moindres  carr^s  exacts  les  plns 
proches  anx  nombres  donn68  sont  3000  +  13,  1800  +  38,  1000  +  9, 
2000  +  17.  En  angmeutant  chacune  de  ces  racines  de  1 ,  nous  obtiendrons 
les  raoines  des  plus  grands  carr6s  exacts,  les  plns  proches  aux  nombres 
donn68,  nomm^ment  3014,  1839,  1010  et  2018. 

Ce  sont  les  nombres  a  qae  nous  avons  dans  les  d^compositions  en 
binome  des  racines  cherch6es,  repr6sent6es  par  la  formale  6).  Afin  de 
trouTer  les  nombres  x  correspondantes  il  fant  op^rer  les  calcols  d6sign68 
par  la  formale  8).  Paisqae  les  diTisions  qui  en  sont  exig6es  ne  sanraient 
dtre  op6r6e8  en  nombres  entiers,  les  diff6rences  obtenaes  doivent  dtre 
pr6alablement  transform^es  en  nombres  fractionnaires ,  indiqa6es  par  les 
d^nominatears  des  approximations  d^Arcbim^de  d6compo86s  en  facteurs 
Premiers,  oa  la  premidre  diff6rence  en  2-mes  et  en  4*mes  parties,  la 
seconde-en  11-mes,  la  troisi^me-en  6-mes  et  la  quatridme-en  4-mes.  En 
prodnisant  toas  ces  calculs  et  en  n^gligeant  au  dernier  nombre  la  fraction 
comme  n^exer^ant  aacone  inflaence  sar  Fapproximation  cherch6e  noas  aTons 
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Les  seconds  nombres  dans  les  binomes  des  racines  carr^s  se  troayent 


de  la  Sorte  ^qaivalant  ä  ji   yr 


^  et  -7*     La  soastraction  donne  les  ap- 
o         4 


proximations  des  racines  carr6es  cherch6es 


3014- i-  =  30131^1 
4  4 


1839  -  -^ 


1838 


11 


1010- 


6 


1009^1 
o 


2018 -1-  =  2017 A-, 
4  4 


parfaitement  colfncidentes  avec  Celles  d'Archim^de.  Ensuite,  pour  d^finir  les 
demiers  restes,  obtenas  avec  les  extractions  approximatives  qai  yiennent 
d'etre  d6crites  il  fant  recoarir  aux  op6rations,  d6sign6es  par  la  formale  9). 
Les  deax  soastractions  qu'elle  exige  ayant  d6ja  6t6  faites  comme  on 
d^fioissait  le  second   membre  du  binome,  il  nous  reste  ä  ajouter  le  carr6 
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de  oelui-ci  an  reste  obtenn  k  cette  d^finition.  On  r6dait  le  reste  an  meme 
d6nominatear  avec  le  nombre  fractiounaire  dont  il  est  augment^,  en  le 
multipliant  par  son  propre  d^nominateur ,  car  le  carr6  en  fait  jnstement  le 
d6nominatear  du  nombre  fractionnaire  additionn6.  Los  calcnls  noayeaax, 
exig^s  par  toutes  ces  Operations,  prendront  donc  la  forme  que  Toici  et  qni 
fait  suite  aux  calcnls  pr^cedents 
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Parmi  les  cas  las   plus  simples  pour  Textraction  approximative  de  la 

racine   carr^e  aux   r6sultats   exc6dant  sa  valeur  y6ritable  et  pr6sent68  par 

certaines    Oeuvres   des   math6maticiens   grecs,   nous    troavons    chez  Tfa6on 

_  3 

de  Smyme  j/2  rendue  par  -^*    La  raoine  carr6e  du  plus  grand  des  carr^a 

exacts ,  proches  &  2  est  2.    Ensuitc;  d'aprds  la  formule  6)2s=4  —  4a;  +  d^, 
d'aprös  la  formule 

öx  *-2      2       2.2    .       1      ^,  ^  ^  ^13 

8)  a.  =  -j ^,_  =  _:4  =  2,  d'oü2-a:  =  2-2  =  2' 

ou  ä  Tapproximation  donn^e  par  Th6on  de  Smyrne.    Enfin,  le  reste  foomi 
par  Textraction  de  la  racine  carr6e  est  d'aprds  la  formale 

9)  4-2-2  +  1  =  1 

Outre  cette  approximation  Th6on  de  Smyme  en  donne  nne  antre  dans 

—  17 

le  mßme  livre  et  qui  excdde  la  valeur  de  j/2^  nomm^ment  n>    On  Tobtient 

en  continuant  Textraction  pr^c^dente  de   la  raoine  carr6e.    Effectivement, 

3 
ayant  le  nombre  ^  en  qnalit^  de  premier  nombre  dans   le  binome  de  la 

9       6 
racine,  la  formule  6)  en  fait  2  =  j-  —  g^a?  +  jc*  et  la  formule  8)  avec  Tappli- 

cation  des  6-mes,  exig6e  par  le  d6nominateur  12  d6compo86  en  ses  facteurs 

Premiers  en^font.  =  (|-2):|  =  i:|  =  l6=2^:6  =  ^.    d'oü 

2  —  jg  =  j2  >  ce  qui  est  rapproximation   de  Th6on.    Quant  au   reste  de 

l'extraction  op6r6e  il  est  d'apr^s  la  formule  9) 

9_2__6  J__l 6       ,     1     _  6-6         1  1 

4  2 .  12  "•■  12*      4       2 .  12  "*'  12»        2 .  12   "^  12»  ~  144" 
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Toas  ces  oalools  r6anis  snivant  le  scliöme  emplo76  plus  haut  pour  les 
approximations  d'Archimöde,  prennent  la  forme  quevoioi: 

L'extraction  de  la  racine  carr6e  aux  rösultats  exc6dant  sa 
Taleur  y^ritable  nous  en  donne  un  cas  plus  compliqu6  chez 
H6ron  d*Alexandrie  dans  sa  06ometrie,  oü  il  rend  j/S  au  moyen  2 

X2 


4 
-2 


0 


de  la  fraotion  77*    En  notant  que  la  racine  carr6e  du  plus  grand 

des   carr6s   exacts  proche  a  2,    est  2,   et   que   pour  le  d6no-  ^ 

minateur  de  rapproximation  examin^e  les  facteurs  premiers  sont 
5  et  3,  on  trouTe  suivant  les  formules  6)  et 

8)  3  =  4-4a:  +  «>  et  a?  =  (4-.3):4«l:4=|:4  =  i  +  ^,  — 

ou,  en  omettant  la  fraotion  moindre,  0^1  =  7-1  en  vertu  de  quoi      x  6 

19" 

rapproximation  cherchee  sera  exprim6e  par  le  nombre  2—  ^=  ^' 

Enfin  le  reste  de  Textraction  de  la  racine  carr6e,  d^fini  selon         ~q' 
la  formule  9),  est  ,   ^ 

d«^-.ia.l-i     4  ■   1-5-4,    1  __1  ,    1  _6  - 

*     "*     ö"*"25~       5"*"25"    5    ■*'25""5"*"25'"25' 

Lä-dessus»  pour  calculer  rapproximation  suivante  on  emplole  celle  qui 
est  d6jä  trouy^e  comme  le  premier  nombre  de  la  racine  en  binome^  en  se 
gardant  d*oublier  que  parmi  les  facteurs  premiers  du  d^nominateur  15  on  ne 
s*6tait  point  servi  du  facteur  3  et  Ton  obtient  suivant  les  formules  6),  8)  et  9} 


/81       \    18       6     18^6 

^-V25""^;-*5"=25y-^5-^^ 


—     18  =  —;  1 

5. 3*  15' 


Xj 

4^ 
^41 


81     ^       18        1  _  6         18        1       18-^18       1 1^  g 

2§     "^     5. 15'*' 15»""  25      5.15"*'15«""   5.15    +  15«""  15*' 

On  re9oit  ainsi  dans  cette  nouvelle  approximation  celle  de  ~ 
H6ron.    La  r^union  des  calculs  d*apr6s  le  schäme  connu  en  fait: 

ün    cas  encore  plus  compliqu6  est  pr69ent6  par   la  plus  — 

grande  des  approximations  dans  Tinteryalle  desquelles  Archimöde  ^ 

/-                              1351  +  1 

a  renferm6  yd,  ou  par  le  nombre  -Tjqtt'    Afin  de  distinguer  Tap-  ~ 

•  oU  o 

proximation  examin6e  d'entre  le  nombre  infini  des  approximations  x  3 

possibles  et  suivant  ce  qui  a  6t6  dit  plus  haut^  il  faut  dans  le  {g  ]^g 

procös  möme  de  l'exti-action  se  servir  de  fractions  dont  les  d^no-  jg  y- 

minateurs  sont  compo86s  de  facteurs  premiers  du  nombre  780  — 

ou  de  2,  2,  3,  5  et  13.    Guides  par  cette  Observation  nous 

en    venons  vraiment  a  rapproximation  d'Arcfaim^de  apres  une  - 

quadruple  application  des  formules  6),  8)  et  9),  comme  on  le  1 
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Toit  dans  les  calculs   snivants»  present^a   d'aprds  les  exemples  pr6c6deiits 
soas  les  formes  actnelles  des  fractions,  on  sons  celle  da  scheme  conxia  en 

rfeduction  ^^(2-xy=4.-4x+:^i    ;t=(4-3):4=l:4  =  ^  :4  =  i  +  |^ 

-3  °"*«~'*"'*"6''"36~       6"*'36~    6    "•■  36 ~ 6  "•■  36 ~ 36 

1  L'approximation  trouvfee  est  2  —  jt  =  -3- 

>il  „      /ll       V      121      22     ,  _, 


^  =(§-3):?  =  g:?  =  ¥:22=¥4:22=g:22 
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_4 

2  """VW""/ "^"seT"  e^"""  6:F'"~'3ö 
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12  ~  30  "''    660    ""  *•  "^  30' 

+  1  121          22.2        4        13      44         4       13.5-44 


13  36           6.30^(30)»     36     180^(30)""     180     ^(30)« 

X5  _  21          4         109 

"65122  -180+  (30)« -900- 

44  2  L'approximation  trouvee  est  -75 öä  =»  ötä* 

~rr  0        OK)       oü 

"^^  „      /53       \«      2809      106     ,    , 
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53       1       52 


^  L'approximation  trouT^  ®®'  qn  ""  ?f^  —  W\' 

X26  /52       \»     2704       104     .    , 


104  104 
104    1 

+  1  ?!21_3_    104     .         1  4  104     .         1 


,-/'2!04_  \    W4 ^  i04_j4   ,ni_4-26   ,n^_  1 
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900  30».  26  ^  (30 .  26)«  "  900       30».  26  ^  (30.26)« 

^  ^104-104  1  1 

30«.  26     "^  (30 .  26)» "  (780)»' 
T,  .,.,,,  52        1         1361 

L  approximation  trouvee  «s*  gg  -  TJgö  ~  "Tftö" 

9      1       2         1  1         1351 

OU   2  —  TT  —  ■; 


6      30      30      780—   780 
qni  fait  celle  d'Arcbimöde. 
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Quant  k  leurs  procds  da  calcal  oomposant  le  proc6d6  du  gnomon  dans 
sa  forme  examin^e  les  approximations  de  la  racine  carr^e  exc6dant  sa  yaleur 
T^ritable  peuvent  dtre  r6sum6e8  dans  la  r^gle  suivante  qui  est  au  fond  une 
forme  abr6g6e  de  ces  procds  leur  6tant  communiqn^e  par  le  schdme  pr6c6- 
dement  accept^.  Le  nombre  dont  il  faut  extraire  la  racine  carr6e 
est  soustrait  du  plus  procbe  des  carr^s  qui  l'exc^dent.  Le  reste 
en  est  multipli6  par  le  d6nominateur  des  fractions  cboisies  pour 
l'approximation  cbercböe  et  divis^  par  la  double  racine  carr6e 
du  plus  procbe  carr6.  Ce  deuxi^me  reste  en  est  multipli^  par 
le  m6me  d6nominateur  et  le  produit  augment6  du  carr^  du  quo- 
tient.  La  racine  carr6e  du  plus  procbe  carr6  indiqu^^  diminu6 
par  le  quotient  fera  Tapproximation  cbercb6e.  Pour  trouTer 
Celle  qui  suit  il  faut  multiplier  la  somme  pr6c6demment  obteuue 
par  n'importe  qnel  multiplicateur  et  en  diTiser  le  produit  par 
le  double  numerateur  de  Tapproximation  trouy^e.  Le  quotient 
en  sera  la  fraction  dont  le  d6nominateur  est  le  produit  de  celui 
de  Tapproximation  pr6c6dente  et  du  multiplicateur  cboisi.  Le 
reste  en  est  ensuite  multipliö  par  le  mdme  multiplicateur  et  le 
produit  ajout6  au  nouyeau  quotient.  La  diff6rence  d'entre 
Tapproximation  pr6c6dente  et  le  nouyeau  quotient  sera  juste- 
ment  la  nouyelle  äpproximation  cberch6e.  On  a  recours  aux 
mdmes  op6ration8  pour  trouyer  les  approximations  suiyantes 
dont  le  nombre  et  les  d^nominateurs  sont  arbitrairement  cboisis. 

Moskau,  18.  Februar  1896. 
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Lehrbuch  der  dargtellenden  Geometrie.     Von   J.  Scblotkb,   Lehrer  der 

allgemeinen    Gewerbeschule    in    Hamburg.    Zweite    vermehrte    und 

verbesserte  Auflage.     Dresden  1893—1896.    Verlag   von   Gerhard 

Eühtmann. 

Von  J.  Schlotke's  Lehrbuch  der  darstellenden  Geometrie  liegt  die 

zweite   völlig   umgearbeitete    und    bedeutend   erweiterte  Auflage  nunmehr 

vollendet  vor. 

Sie  zerfUllt  in  vier  Theile: 
I.  Specielle  darstellende  Geometrie  (Parallelprojection) ,  mit  165  Figuren, 

142  8.; 
II.  Schatten-  und  Beleuchtungslehre,  mit  79  Figuren,  60  S.; 
IIL  Perspective  (Centralprojection) ,  mit  133  Figuren,  IV,  133  8.; 
IV.  Projectivische    Geometrie    (Zusammenhang    mit    der    darstellenden 
Geometrie  und  Verwendung  derselben;  projectivische  Eigenschaften 
der  Kegelschnitte  und  Flftchen  zweiter  Ordnung) ,  mit  223  Figuren, 
IV,  177  8. 
Hierbei  ist  zu  bemerken,  dass  Theilll  sich  nur  auf  parallelprojectivische 
Darstellung   und   die  Annahme  paralleler  Lichtstrahlen   bezieht,    und  die 
Beleuchtungslehre   nur  gegeben  ist,   so  weit  sie  sich  folgern  iSsst  aus  dem 
Satze:   „Die  Helligkeit  ist  proportional  dem  Cosinus  des  Einfallswinkel  der 
parallelen  Strahlen.^ 

Der  Schattenconstruction  in  centralprojectivischen  Bildern,  ebenfalls 
unter  Annahme  paralleler  Lichtstrahlen  ist  noch  ein  eigener,  fünfter  Ab- 
schnitt in  Theil  III  gewidmet.  Das  Lehrbuch  ist  in  einem  wohlthuend 
klaren  und  übersichtlichen  Style  geschrieben.  Diese  Eigenschaft  ftussert 
sich  besonders  auch  in  den  einleitenden  Bemerkungen  der  Theile  und 
Abschnitte,  in  denen  das  Wesen  der  folgenden  Materie  kurz  dargelegt, 
sozusagen  der  gemeinsame  Factor  vor  die  Klammer  gesetzt  wird. 

Klar  und  übersichtlich  sind  auch  die  dem  Text  in  grosser  Fülle  ein- 
gefügten Figuren;  bei  denen  im  ersten  Theile  häufig  Anwendung  von  der 
die  Anschauung  so  sehr  erleichternden   schiefen  Projection  ffemaoht  wird. 
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Becensionen.  ^13 

Eine  Anzahl  üebnngsaafgaben  ist  dem  Texte  theils  eingefügt,  theils 
angehftngt. 

Die  Yollkommene  Trennung  des  Theiles  IV  Ton  den  anderen  Theilen 
bietet  den  Süsseren  Vortheil,  das  Bach  den  bald  beschrftnkteren,  bald 
weitergehenden  Anforderungen  der  verschiedensten  Schalen  und  Leserkreise 
anpassungsfähig  zu  machen.  Sachlich  kOnnte  sie  von  manchem  Beurtheiler 
verworfen  werden.  Aber  die  Darstellung  der  Orundlagen  in  Theil  I  und  III 
nimmt  durch  diese  Trennang  einen  friedlicheren,  einheitlicheren  Charakter 
an,  der  dem  Lernenden  wohlthut.  Abgesehen  von  der  Anwendung  weniger 
elementar  geometrischer  Sätze,  die  Jedem  gelftafig  sind,  basirt  nun  Alles 
auf  anschaulichen  Daten  und  Operationen.  Denn  die  Gestalten  der  geo- 
metrischen Elemente,  die  bei  Projection  und  Drehung  derselben  auftretenden 
Erscheinungen  und  gezeichnet  vorliegende  Linien  sind  anschaulich,  auch  in 
dem  Sinne,  dass  ihre  Vorstellung  dem  Gedftchtniss  eingeprägt  und  ohne 
Modell  reproducirt  werden  kann.  Den  Methoden  der  neueren  Geometrie  lässt 
sich  Anschaulichkeit  nicht  durchweg  nachrühmen;  da  Doppelverhältnisse  und 
besonders  Doppelverhältnissgleichheiten  innerhalb  unendlicher  Beihen  nichts 
Anschauliches  sind,  kann  z.  B.  die  Erzeugung  räumlicher  Gestalten  durch 
projectivisch  auf  einander  bezogene  Gebilde  von  der  Einbildungskraffe  nicht 
mitgemacht  werden,  vielmehr  werden  projectivische  Beziehungen  erst  um- 
gekehrt durch  diese  Erzeugnisse  anschaulich. 

Wir  halten  daher  die  in  dem  Werke  vorgenommene  Trennung  der 
elementaren  Behandlungs weise  von  der  synthetisch -geometrischen  für  vor- 
theilhaft ,  obwohl  sie  den  ersten  Theilen  des  Buches  manche  Beschränkung 
im  Stofife  auferlegt,  und  einzelne  Probleme  zweimal,  erst  in  engerem ,  dann 
in  weiterem  Sinne  behandelt  werden  müssen.  Es  werden  in  Theil  IV  zuerst  die 
ebene  und  räumliche  CoUineation,  dann  die  projectivischen  Elementargebilde 
und  ihre  Erzeugnisse  vorgenommen.  Ein  besonderes  Kapitel  ist  schliesslich 
dem  Princip  der  reciproken  Radien  und  den  Polarfiguren  gewidmet.  Es 
erscheinen  damit  die  Cjkliden  als  der  Darstellung  leicht  zugängliche 
Flächen;  die  merkwürdigste  Form  der  Cyklide  wird  auf  einer  hübschen 
Tafel  mit  Lichtgleichen  und  Schlagschatten  wiedergegeben. 

Es  ist  kein  Zweifel,  dass  Schlotke's  Lehrbuch  der  darstellenden 
Geometrie  die  in  weiteren  Kreisen  bereits  gewonnene  Beliebtheit  in  seiner 
neuen  Gestalt  nicht  nur  sich  erhalten,  sondern  neue  Freunde  gewinnen  werde. 

Hermann  Brunn. 

Darstellende  Geometrie  mit  Einschluss  der  Perspective,  insbesondere  zum 
Gebrauche  an  Fortbildungs-  und  Baugewerkschulen,  sowie  zum 
Selbstunterricht  von  F.  Faber,  Lehrer  für  darstellende  Geometrie 
und  Bauconstruction.  Nach  dem  Tode  des  Verfassers  herausgegeben 
von  Otto  Schmidt,  Architekt  und  Lehret  der  königl.  Baugewerk- 
schule in  Posen.    Mit  41  Tafeln  in  Lithographie.    In  zwei  Theilen« 
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I.  Theil:  Text  (VII,  129  S.).  II.  Theil:  Tafeln.  Dresden  1894.  Ver- 
lag  Ton  Gerhard  Kühtmann. 

Das  yorliegende  Werk  ist  nach  den  Worten  des  Heraasgebers  lediglich 
als  eine  Schöpfung  des  Terstorbenen  Verfassers  zn  betrachten,  die  sich 
drackreif  in  dessen  Nachlass  Torfand.  Fab  er 's  Vorrede  schliesat  mit  den 
Worten:  „Bei  der  Beartheilung  der  nachstehenden  Arbeit  bitte  ich  zn  be- 
rücksichtigen! dass  dieselbe  keine  theoretisch  mathematische,  sondern  eine 
rein  praktischen  Zwecken  dienende  sein  soll.'*  Das  Ziel,  das  sich  der  Ver- 
fasser gesteckt  hat,  hat  er  erreicht.  Es  entspricht  dem  praktischen  Zwecke  des 
Baches,  dass  es  von  Weiterungen  rein  wissenschaftlicher  Natur  freigehalten, 
dagegen  mit  den  Abbildangen  nicht  gespart  ist,  so  dass  sich  das  Text-  nnd 
Tafelbändchen  schon  rein  äusserlich  das  Gleichgewicht  halten.  Andererseits  hat 
der  Verfasser  die  Bedeutung  des  textlichen  Theiles  doch  durchaus  nicht  unter- 
schätzt, sondern  erkannt,  wie  das,  was  wir  Ausbildung  der  Anschauung  zu 
nennen  pflegen,  ebenso  von  der  Bildung  klarer  Begriffe  als  vom  Schauen  und 
Zeichnen  abhängt,  ja,  die  Eigenartigkeit  des  Menschenmaterials,  das  er  auf 
der  Baugewerkschule  in  Eckernf5rde  durch  22  Jahre  hindurch  zu  bilden  hatte, 
veranlasst  ihn,  auf  die  begriffliche  Schulung,  die  Schulung  im  Ausdruck  in 
Yerschiedentlichen  Ermahnungen  einen  besondern  Ton  zu  legen. 

Die  Darstellung  erweist  den  besonnenen  Lehrer  mit  praktischem  Blick. 
In  einzelnen  Kleinigkeiten  ist  sie  verbesserungsffthig. 

Behandelt  werden  die  rechtwinklige  Projection,  die  Bestimmung  von 
Durchstosspunkten ,  Spuren  und  Winkeln,  die  Durchdringungen,  die 
Schattirung  der  rechtwinkligen  Projectionen,  die  Perspective  nebst  kurzer 
Anleitung  zur  Schattirung  von  perspectiyischen  Bildern. 

Was  Flächen  und  Körper  anlangt ,  so  ist  nirgends  über  die  Botations- 
körper  hinausgegangen,  meist  die  Betrachtung  auf  Kugel,  Kegel  und 
Cjlinder  beschränkt. 

Hervorheben  möchten  wir  die  weitgehende  Verwendung  der  dritten 
Tafel ,  welche  zur  Bildung  einer  vollkommeneren  Anschauung  von  den  dar- 
gestellten Gegenständen  sehr  dienlich  ist. 

Bei  den  Beleuchtungsconstructionen  wird  mit  Recht  auf  die  relativen, 
das  heisst  die  dem  Auge  zur  Erscheinung  kommenden  Helligkeiten  aus- 
gegangen, und  zwar  unter  der  Annahme,  dass  die  den  reflectirten  Strahl 
direct  ins  Auge  sendenden  Flächenstellen  am  hellsten  erscheinen  und  die 
Helligkeitsabnahme  proportional  ist  der  Abweichung  des  reflectirten  Strahles 
von  der  Sehstrahlenrichtang.  Es  sei  noch  besonders  auf  die  in  Farbdruck  her- 
gestellten schattirten  Abbildungen  einer  Kugel  und  eines  Ringes  hingewiesen. 

Fab  er  befleissigt  sich  eines  ihm  eigenthümlichen ,  übrigens  consequent 
durchgeführten  Verfahrens  sowohl  in  der  Bezeichnung  der  Objecto  durch  Buch- 
staben, als  in  der  Zeichnung  derselben  mittelst  durchbrochener,  punktirter  etc. 
Linien,  damit  der  Beschauer  sofort  zuverlässige  Anhaltspunkte  für  das 
Verständniss  der  Figuren  habe,  auch  wenn  der  erklärende  Text  hinweg- 
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gedacht  wird.  Der  yom  Text  yollkommen  getrennte  Band  der  Abbildungen 
kann  daher  von  Jemand,  der  die  Theorie  erfasst  hat,  auch  allein  durch- 
studirt  werden,  was  eine  heilsame  Repetition  nnd  Interpretationsübnng 
darstellt  Hermann  Brunn. 

Der  Coordinatenbegriff  und  einige  Grundeigenschaften  der  Kegelschnitte. 
Zunächst  eine  Ergänzung  der  Neubearbeitung  der  Planimetrie  Yon 
Kambly.  Zum  Gebrauche  an  Gymnasien  nach  den  neuen  preussischen 
Lehrplänen  bearbeitet  von  Hbrmann  Röder,  Oberlehrer  am  Ljceum  I 
zu  Hannover.  Mit  36  Figuren.  Ferdinand  Hirt,  K5nigl.  Universitäts- 
und  Verlagsbuchhandlung.    Breslau  1893. 

Das  Bflchlein  enthält  auf  55  Seiten,  was  der  Titel  besagt,  wenn  man 
den  „Coordinatenbegriff"  im  engsten  Sinne  als  Begriff  der  rechtwinkligen 
Cartesischen  Coordinaten  auffasst,  und  sieben  Paragraphen,  welche  sich 
mit  Punkten  und  geraden  Linien  beschäftigen,  hinzurechnet.  Die  Broschüre 
wird  ihrem  Zweck  in  der  Schule  durchaus  entsprechen  und  empfiehlt  sich 
Jedem ,  der  eine  erste  Ahnung  von  analytischer  Geometrie  bekommen  will, 
durch  geringen  umfang  und  Billigkeit.  Yon  den  Curven  zweiter  Ordnung 
werden  Mittelpunkts-  und  Scheitelgleichungen »  sowie  mechanische  Con- 
structionen  angegeben,  ferner  Tangenten,  Normalen  und  Brennpunkts- 
eigenschaften behandelt.  Den  Schlnss  bildet  der  Nachweis,  dass  bei  ebenen 
Schnitten  eines  Erejskegels  die  besprochenen  Curven  zu  Tage  treten. 

Man  kann  nur  zustimmen,  wenn  gewisse  elementare  Sätze  nicht  aus 
einer  speciellen  Figur  abgelesen  werden,  sondern  auf  die  fflr  das  Vor- 
zeichen der  Coordinatengrössen  wichtigen  Verschiedenheiten  der  möglichen 
Lage  des  Objects  aufmerksam  gemacht  wird  (siehe  z.  B.  §  3,  §  4^  §  5). 

Vielleicht  würde  sich  aus  diesem  Grunde  auch  S.  46  Zeile  5  von  oben 
auf  der  rechten  Seite  der  Hyperbelgleichung  das  doppelte  Vorzeichen : 


y^i  +  ey  +  y.»  -  V{.x,  -  e)»  +  y.»  =  ±  2o, 

oder  eine  Bemerkung  über  die  Zweideutigkeit  der  Wurzeln  empfehlen. 
Nachdem  vorher  unter  „Tangente**  stets  die  unbegrenzte  Gerade  verstanden 
wurde;  würden  wir  in  §  18  nicht  sagen:  „Jede  Tangente  wird  durch  die 
Scheiteltangente  halbirf  Auch  die  Wendung:  „Aus  der  Mittelpunkts- 
gleichung des  Kreises  (der  Ellipse  etc.)  die  Gestalt  desselben  zu  finden '^ 
würden  wir  lieber  durch  eine  andere  ersetzen ;  insofern  nicht  die  genaue 
Herstellung  der  Gestalt,  sondern  nur  die  Angabe  einiger,  zum  gi'Ossten 
Theil  sehr  allgemeiner  Charakteristika  verlangt  wird.  Doch  dies  ist 
schliesslich  Geschmackssache,  und  es  würde  der  von  uns  vorgeschlagenen 
Wendung:  „die  Gestalt  der  Curve  zu  charakterisiren*'  vermuthlich  aus 
Sprachreinigungsgründen  der  Eintritt  in  die  preussischen  Gymnasien  ver- 
wehrt sein.  Hermann  Brunn.       t 
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Orossherzoglich  Mecklenburgische  Landes -Termesiimg.  V.  TheiL  Die 
conforme  Eegelprojection  und  ihre  Anwendang  auf  das  trigono- 
metrische Netz  erster  Ordnung.  Herausgegeben  von  W.  Jobdah« 
Karl  Mauok,  B.  Yoglbr. 
Die  Triangulation  der  beiden  Grossherzogthttmer  von  Mecklenburg, 
die  unter  Paschen *8  Leitung  geplant  und  1874  yollendet  wurde,  ist  1890 
YOn  Neuem  aufgenommen  worden ,  um  das  Netz  zweiter  und  dritter  Ord- 
nung zu  TcrYoUstftndigen.  Von  Paschen,  der  ein  Schaler  von  Gauss 
war  und  die  Ideen  von  Gauss  bei  seinem  Plane  Terwerthete,  ist  die  con- 
forme Eegelprojection  zur  ebenen  Abbildung  des  Landes  gewählt  worden. 
Die  Herausgeber  haben  diesen  Plan  bis  ins  Einzelne  durchgeführt,  so  dass 
nunmehr  die  Vortheile  der  conformen  ebenen  Abbildung  bis  herab  zu  den 
Eatasterkarten  nutzbar  gemacht  werden  können.  Von  W.  Jordan  sind  zu 
dem  Zweck  Potenzreihen  entwickelt  worden,  erstens  um  den  üebergang 
Yon  den  geographischen  Coordinaten  zu  den  rechtwinkligen  Coordinaten 
der  ebenen  Abbildung  und  umgekehrt  .bequemer  als  die  von  Paschen 
schon  gegebenen  geschlossenen  Formeln  zu  yermitteln,  und  zweitens,  um 
aus  den  rechtwinkligen  Coordinaten  zweier  Punkte  die  Länge  und  die 
Azimuthe  der  sie  verbindenden  geodätischen  Linie  direct  zu  berechnen. 
Die  Herausgeber  haben  die  rechtwinkligen  Coordinaten  des  Netzes  erster 
Ordnung  yon  Neuem  berechnet  und  aus  den  ebenen  Coordinaten  alle 
Richtungswinkel  und  Entfernungen  des  Netzes  erster  Ordnung. 

Es  wird  dem  Mathematiker  erwünscht  sein,  in. diesem  Werke  zn 
sehen,  wie  sich  die  praktische  Durchführung  gestaltet.  Die  yerwendeten 
mathematischen  Hilfsmittel  sind  verhältnissmässig  elementar  und  ich  sollte 
meinen,  dass  dies  dem  Werke  zum  Vortheil  gereicht  c.  Bunge. 


Die  geometrischen  Constructionen,  ausgeführt  mittelst  der  geraden  Linie  und 
eines  festen  Ereises,   als  Lehrgegenstand  auf  höheren  Unterrichts- 
anstalten und  zur  praktischen  Benutzung  von  Jacob  Stbinbr  (1833) 
[Ostwald's  Elassiker  der  exacten  Wissenschaften  Nr.  60].     Heraus- 
gegeben von  A.  J.  Y.  Obttimgbn.  Leipzig  1895.  Bei  Wilhelm  Engel- 
mann.' 84  S.  mit  25  Textfiguren. 
Das  Jahr  1832  brachte  das  unter  dem  abgekürzten  Titel  SystematisAe 
Entwickdung  berühmt  gewordene  Hauptwerk  Jacob  Steiner's,  das  Jahr  1833 
seine  Geometrischen  Constructionen.  Beide  Schriften  wurden  1881  im  I.Bande 
Ton  Steiner's  gesammelten  Werken  neu  gedruckt.   Die  trotzdem  erfolgte  Auf- 
nahme der  beiden  Steiner*schen  Schriften  in  die  Elassiker  der  exacten  Wissen- 
schaften  dürfte  durch  Gründe   der  Wohlfeilheit  sich  rechtfertigen,   da  die 
beiden  Bände  der  gesanunelten  Werke  allzu  kostspielig  sind,  um  eine  grosse 
Verbreitung   erreichen   zu   kOnnen.    Fürs  Erste  ist   die  dem  Datum  nach 
spätere  Schrift  in  der  billigen  Ausgabe  erschienen.  Cajitoe. 
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276.  Sur  uneformule  bienconnue  de  la  g^om^trie  imaginaire.    6.  Kagan.    N.  ann. 
math.  S^r.  8,  XIV,  261. 
Vergl.  Geschichte  der  Mathematik  404. 

Akuitik. 

276.  Die  Bewegung  gezupfter  Saiten.    0.  Erüger-Menzel  &  A.  Raps.     Berl. 

Akad.  Ber.  1893,  11,  509. 

277.  An  attempt  at  a  quantitative  theory  of  the  telephone.     Lord  Rajleigh. 

Phil.  Mag.     Ser.  6,  XXXVIII,  295. 

278.  Zu  den  Theorien  der  SchallpMnomene  bei  Meteoritenf allen.    E.  Mach  und 

B.  DoBS.    Wien.    Akad.  Ber.  (Abthlg.  IIa)  CII,  248. 

Analytitche  Geometrie  der  Ebene. 

279.  Ueber  Curvensysteme  und  die  zugehörigen  Differentialgleichungen.    Eman. 

Czuber.    Wien.    Akad.  Ber.  (Abthlg.  IIa)  CII,  1141. 

280.  Neue  Theorie  der  eindeutigen  periodischen  Transformationen  in  der  Ebene. 

S.  Kantor.    Acta  Math.  XIX,  115  (Vergl.  Nr.  6). 

281.  Note  sur  les  ^quations  en  X  de  la  g^om^trie.    L.  Sau  vage.    N.  ann.  math. 

Sör.  8,  XIV,  369. 

282.  Sor   les   podaires    soccesaives    d'une  courbe.     E.  Bari  sie  n.    N.  ann.  math. 

Sör.  8,  XIV,  89,  167,  207,  233,  463. 

283.  Sur  une  courbe  en  quatri^me  ordre  et  de  la  troisi^me  classe  dont  T^qaa- 

tion  tangentielle  est  w'  -f-  «•  —  t*»«;  =  o.     Raym.  S^e.    N.  ann.  math. 
S^T.  3,  XIV,  272. 

284.  Courbe  du  4.  ordre  d^crite  an  moyen  d'une  circonförence  et  d'une  droite 

portani  deux  divisions  homographiques.    Moret-BIanc    N.  ann.  math. 
S^r.  8,  XIV,  Exerc.  8. 

285.  Sur  les  applications  des  propri^t^s  de  la  strophoide  And.  Cazamian.    N. 

ann.  math.  Sör.  3,  Xjy,  192. 

286.  Sur  Torthogönide  g"^  ^  =  a"  ^  sin  {—  ^  (o).   E.  Fauquembergue.  N.  ann. 

math.  Sör.  3,  XIV,  Exerc.  5. 

287.  Sur  deux   spirales    logarithmiques    semblables      Moret-Blanc      N.  ann. 

math.    B6r.  3,  XIV,  Exerc.  10. 
Vergl.  Elliptische  Transcendenten  347.    Kegelschnitte.    KrümmunKr-^  t 
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Analytiiche  Geometrie  (des  Baumes). 

288.  Ueber  algebraische  Raumcmren.     P.  Stäckel.     Mathem.  Annal.  XLV,  341. 

[Vergl.  Bd.  XL  Nr.  227.] 

289.  Ueber  den  allgemeinen  Complex  zweiten  Grades.    Rud.  Sturm.    Berl.  Akad. 

Ber.  1894,  II,  697. 

290.  Etüde  geomätrique   d'un  complexe  du  second  ordre.    R.  S.    N.  ann.  math 

S^r.  3,  XIV,  483. 
Vergl.  Oberflächen.    Oberflächen  zweiter  Ordnung. 

Anedehnungelelire. 

291.  Sur  l'emploi  de  la  multiplication  ext^rieure  en  algöbre.    H.  Febr.    N.  ann. 

math.  S^r.  3.  XIV,  74. 

B« 
Bemonlli'eclie  Zahlen. 

292.  Ueber   die    zu    einer    Fundamentaldiscriminante   gehörigen   Bemoull loschen 

Zahlen.    L.  Gegenbauer.    Wien.    Akad.  Ber.  (Abth.  IIa)  CII,  1059. 

Bettimmte  laterale. 

293.  On  the  theory  of  Riemann*8  integrale.    H.  F.  Baker.    Mathem.  Annal.  XLV, 

118.    £.  Hensel  ebenda  598. 

294.  Sur   une   integrale   d^finie   qui   reprdsente   la   fonction  f  (s)  de   Riemann. 

M.  Lerch.    Chicaffo.    Math.  Pap.*  166. 

295.  Eine  Anwendung  der  Zahlentheorie  auf  die  Integralrechnung.    L.  Gegen- 

bauer.    Wien.    Akad.  Ber.  (Abthlg.  IIa)  Cll,  927. 
Vergl.  Integrator. 

Determinanten. 

296.  Ueber  das  Multiplicationstheorem  der  allgemeinen  Determinanten.    L.  G  e ge u  - 

bauer.    Wien.    Akad.  Ber.  (Abthlg.  IIa)  CII,  660. 

297.  Quelques  formules  relatives  aux  Operations  de  polaire.   A  Capelli.    Chicag^o. 

Math.  Pap.  85. 

298.  Ueber    die   Elementartheiler   der  Determinanten.     G.  Frobenius..     Berl. 

Akad.  Ber.  1894,  I,  31. 

299.  On   the   expressibility  of  a   determinant  in  terms  of  its    coaxial  minors. 

Thom.  Muir.    Phil.  Mag.     Ser.  5,  XXXVIH,  587. 

300.  Ueber  die  Resultante.    P.  Gordan.    Mathem.  Annal.  XLV,  405. 

301.  Th^oräme  d'alg^bre.     E.  Amigues.     N.  ann  math.  S^r.  3,  XIV,  496. 

302.  Zur  Theorie  der  orthogonalen  Determinanten.   E.  N  e  1 1  o.   Acta  Math.  XIX,  105 . 

303.  Sur  les  däterminants  dont  les  ^l^ments  principaux  varient  en  progression 

arithmdtique.    Alf.  Capelli.    N.  ann.  math.  S^r.  8,  XIV,  62. 

304.  Verschwindende   Determinanten  3.  Grades   aus   temären   linearen   Formen. 

M.  Pasch.    Mathem.  Ann.  XLIV,  89. 

Differentialgleidiiingen. 

305.  Sur  les   points  singuliers   des   ^quations   diff^rentielles   du   premier   ordre. 

Em.  Picard.    Mathem.  Annal.  XL  VI,  521. 

306.  Theorie  der  Flächenelemente  höherer  Ordnung  des  Raumes  von  8  Dimensionen. 

Ed.  V.  Weber.    Mathem.  Annal.  XLIV,  458. 

307.  Ueber  die  numerische  Auflösung  von  Differentialgleichungen.     0.  Runge. 

Mathem.  Annal  .XLVI,  167. 

308.  Ueber  angewandte  Mathematik.     C.  Runge.    Mathem.  Annal.  XLIV,  487. 

309.  Ueber  die  Differentialgleichungen  der  F- Reihen  dritter  Ordnung.    L.  Poch- 

hammer.    Mathem.  Annal.  XLVI,  684. 
810.  Die  neueren  Fortschritte  in  der  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen. 

Loth.  Heffter.    Chicago.    Math.  Pap.  96. 
311.  Autographirte  Vorlesungshefte.    Ueber  lineare  homogene  gewöhnliche  Diffe- 

rentialgleichuDgen  der  zweiten  Ordnung.    Fei.  Slein.    Mathem.  AnnaL 

XLVI,  77. 


*  Unter  Chicago  Math.  Pap.  verstehen  wir  den  1896  bei  Macmillan  A  Co.  iii  Xew-Tork 
erschienenen  Bond:  Mathematical  Papers  read  at  the  international  mathematical  congress  held  in 
conneotion  with  the  World'i  Oolumbian  Exposition  Chicago  1898.  / 
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312.  üeber  lineare  Differentialgleichimgeii,  welche  von  Parametern  unabhängige 

Substitutionsgmppen  besitzen.  L.  Fuchs.  Berl.  Akad.  Ber.  1893, 
11,  975.     1894,  II,  1117. 

313.  üeber  die  Abhängigkeit  der  Lösungen  einer  linearen  Differentialgleichung 

Ton  den  in  den  Goefficienten  auftretenden  Parametern.  L.  Fuchs. 
Berl.  Akad  Ber.  1896,  905. 

314.  Die  Irreducibilität  der  homogenen  linearen  Differentialgleichungen.    Eman. 

Beke.    Mathem.  Annal.  XLV,  278. 

315.  Die   symmetrischen  Functionen  bei  den   linearen  homogenen   Differential- 

gleichungen.   Eman.  Beke.    Mathem  Annal.  XLV,  296. 

316.  Ueber  die  allg^emeinste  Differentialresolyente  der  homogenen  linearen  Diffe- 

rentialgleichungen.   Eman.  Beke.    Mathem.  AnniQ.  XLYI,  667. 

317.  Beiträge  zur  Auflösung  Ton  linearen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung 

mit  linearen  Goefficienten  sowie  von  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung,  denen  gewisse  bestimmte  Integrale  genügen.  J.  H.  Graf. 
Mathem.  Annal.  XLV,  236. 

318.  Ueber  unverzweigte  lineare  Differentialgleichungen  der  zweiten  Ordnung  auf 

ebenen  Gurven  vierten  Grades.   P.  Gordan.   Mathem.  Annal.  XL  VI,  606. 

319.  Ueber    mathematische   Resultate    neuerer    astronomischer  Untersuchungen, 

insbesondere  über  irreguläre  Integrale  linearer  Differentialgleichungen. 
H.  Burkhardt.    Chicago.    Mathem.  Pap.  13. 

320.  Ueber   die  vollstöndigen  Integrale  partieller  Differentialgleichungssysteme. 

L.  Eönigsberger.    Mathem.  Annal.  XLIV,  17. 

321.  Ueber  die  Existenz  irreductibler  partieller  Differentialgleichungen.  L.  Eönigs- 

berger.   Berl.  Akad.  Ber.  1894,  II,  989. 

322.  Die   singulären  Lösungen    der   partiellen   Differentialgleichungen    mit   drei 

Variabein.    Ed.  v.  Weber.    Mathem.  Annal.  XL  VI,  1. 

323.  Sur  une  classe  dMquations  aux  ddriv^es  partielles  du  second  ordre,  et  sur 

la  th^orie   des   integrales  intermädiaires.     E.  Goursat.     Acta  Math. 
XIX,  286. 
824.  Ueber  die  partielle  Differentialgleichung  des  Problems  dffV(p,q)dx.dy  =  0, 
Jos.  Kürschäk.    Mathem.  Annal.  XLIV,  9. 
Vergl.  Analytische  Geometrie  der  Ebene  279. 

Dreieeksgeometrie. 

325.  Sur  un  probl^me  de  g^omdtrie  plane.    Rom.    Blazeiewski.    N.  ann.  math. 

S^r.  3.  XIV,  49,  386,  442.     [Vergl.  Bd.  XL  Nr.  390.] 

326.  R^gle  des  analogies  dans  le  triangle  et  transformation  continue.  E m.  L  e m  o  i  n e. 

Ghicago.    Math.  Pap.  165. 

CS. 

Elasüoität. 
827.  On  the  vibrations  of  a  loaded  spiral  spring.     L.  R.  Willerforce.    Phil  Mag. 
Ser.  6,  XXXVIII,  386. 

328.  Note  relative  -^  la  th^orie  mathematique  de  T^lasticit^.   L.  Bossut.   N.  ann. 

math.     S^r.  3,  XIV,  141. 

Elektricität. 

329.  Folgerungen  aus  Maxwell's  Theorie  über  die  Bewegungen  des  reinen  Aethers. 

H.  V.  Helmholtz.    Berl.  Akad.  Ber.  1893,  Jl,  649. 

330.  Absorption  und  Emission  elektrischer  Wellen  durch  Resonanz.     M.  Planck. 

Berl.  Akad.  Ber.  1895, 1,  289. 

331.  Ueber  die  Wirkung  gleichgerichteter  sinusartiger  elektromotorischer  Kräfte 

in  einem  Leiter  mit  Selbstinduction.  J.  Puluj.  Wien.  Akad.  Ber. 
[Abthlg.  Illa]  LH,  219. 

332.  Ueber   die  Phasendifferenz   zwischen   der  elektromotorischen   Gesammtkraft 

und  der  Spannungsdifferenz  an  einer  Verzweigungsstelle  des  Stromkreises 
bei  Anwendung  harmonischer  Wechselströme.  J.  Puluj.  Wien.  Akad. 
Ber.  (Abthlg.  Ua)  CII,  361. 
833.  Eine  Methode  zur  Messung  der  Phasendifferenz  Ton  harmonischen  Wechsel- 
strömen und  deren  Anwendung  zur  Bestimmung  der  Selbstinduction. 
J.  Puluj.    Wien.  Akad.  Ber.  [Abthlg.  II,  a]  GII,  366.  ^ 
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334.  A  new  electricaltheorem.   Th.H.Blakesley.   Phil.  Mag.  S^r.  6,  XXXVn,  448. 

335.  Electrical  notes.    Arth.  Schuster.    Phil.  Mag.  Sör.  5.  XXXIX,  175. 

336.  Calculation  of  the  coefficient  of  self-indnction  of  a  circular  cnrrent  of  given 

aperture  and  cross-section.  G.  M.Minchin.  Phil. Mag.  Ser. 5,  XXXVII, 800. 

337.  Graphic   representation   of  carrents   in   a  jprimaiy  and  a  secondary   coli. 

G.  M.  Minchin.    Phil.  Mag.  Ser.  6,  XXXVII,  406. 

338.  On  the  self-induction  and  on  the  grayitj-potential  of  a  ring.   W.  M.  Hicks. 

Phü.  Mag.  Ser.  6,  XXXVIII,  456. 
389.  Zur  Theorie  der  Herstellung  hochgespannter  Ströme  von  hoher  Frequenz 
mittelst  oscillatorischer  GondensatorenenÜadungen.    Jos.  Tuma.   Wien. 
Akad.  Ber.  (Abthlg.  Ha)  011,  1352. 

340.  Some  experiments  with  altemating  currents.    Alb.  Griffiths.    Phil.  Mag. 

Ser.  5,  XXXIX,  229. 

341.  KrklSxung  des  Ferranti'schen  Phänomens.    J.  Schulka.    Wien.     Akad.  Ber. 

(Abthlg.  Ha)  CII,  798. 

342.  On  the  behaviour  of  on  air-core  transformer  when  the  frequency  is  below  a 

certain  critical  Talue.  E.  0.  Bimington.  Phil.  Mag.  Ser.  5,  XXXVII,  394. 

343.  A  modification   of  the  ballistic-galvanometer  method   of  determioing  the 

electromaj?netic  capacity  of  a  condenser.     F.  Womack.     Phil.  Mag. 
Ser.  6,  XXXIX,  172. 

ElUpte. 

344.  Enveloppe  des  circonförences  ayant  pour  diamätre  les  droites  qui  joigneot 

les  extrdmitds  de  deux  rayons  coiyugu^s  d'une  ellipse.   Moret-Blanc. 
N.  ann.  math.  Ser.  3,  XIV,  Exerc.  11. 
Vergl.  Kegelschnitte  454. 

ElUpsoid. 

345.  Propriötö  de  Tellipsoide.    J.  Franel.    N.  ann.  math.  S^r.  3,  XIV,  Exerc.  29. 

SlUptisohe  Tranteendenten. 

346.  Ueber  die  analytische  Darstellung  elliptischer  Functionen  mittelst  rationaler 

Functionen  einer  Exponentialfunction.     H.  A.  Schwarz.     Berl.  Akad. 
Ber.  1894,  H,  1187. 

347.  Sur  la  däfinition  des  fonctions   elliptiques  d^apr^s  G.  H.  Halphen.    VI  ad. 

Varicak.     N.  ann.  math.  Sär.  8,  XIV,  14. 

348.  Sur  quelques  propositions  fondamentales  de  la  th^orie  des  fonctions  ellip- 

tiques.   Ch.  Hermite.    Ohicago.    Math.  Pap.  105. 

349.  Formulary   for   an   introduction   to   elliptic   functions.      Irv.    Stringham 

Ohicago.    Math.  Pap.  350. 

F. 

Eactorenfolge. 
360.  Ueber  bedingte  Oonvergenz  unendlicher  Producte.  A.  Pringsheim.  Mathem. 
Annal.  XLIV,  413. 

Formen. 
351.  Ueber  die  Structur  der  Discriminanten  und  Resultanten  von  binären  Formen. 

Fr.  Meyer.    Acta  Math.  XIX,  385. 
362.  Ueber  das  Trägheitsgesetz  der  quadratischen  Formen.    G.  Frobenius.    Berl. 
Akad.  Ber.  1894,  I,  241,  407. 

353.  Ueber   die   Reduction   der   binären   quadratischen   Formen.     A.  Hurwitz 

Mathem.  Annal.  XLV,  85. 

354.  Ueber   die   Reduction   der   binären   quadratischen   Formen.     A.    Hurwitz. 

Chicago.    Math.  Pap.  125. 

355.  Das  vollständige  Formensystem  dreier  cubischen  binären  Formen,    v.  Gall. 

Mathem.  Annal.  XLV,  207. 

Functionen. 

356.  Ueber  arithmetische   Eigenschaften   analytischer  Functionen.    P.  Stäckel 

Mathem.  Ann.  XLVi,  513. 

357.  Ueber   die   Bestimmung    eines   Fundamentalsystems    für    einen    ffegebeneo 

Gattungsbereich    algebraischer    Functionen    einer     verändenichen   sr. 
F.  Mertens.    Wien.    Akad.  Ber.  (Abthlg.  If,  a)  OILp497.       j 
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858.  Aufstellung  eines  vollständigen  Systems  von  Differentialen  erster  Gattung 

in  einem  cubischen  Functionenkörper.  L.  B au r.  Mathem.  Annal.  XLV (,  31 

[Vergl.  Bd.  XL.  Nr.  270.] 
359.  B^suin^  de  (][uelques  r^sultats  relatifs  ä  la  th^orie  des  systemes  r^currents 

de  fonctions.     S.  Pincherle.     Chicago.    Math.  Pap.  278. 
S60.  Beweis  eines  Satzes  von  Bertini  über  lineare  Systeme  ganzer  Functionen. 

J.  Lüroth.    Mathem.  Annal.  XLIV,  539.     [Vergl.  Bd.  XL,  Nr.  88.] 

361.  üeber    einen  Lüroth -Gord aussehen   Satz.     Eng.   Netto.     Mathem.    Annal. 

XLVl,  310. 

362.  Autographirte  Vorlesungshefte.  Riemann'sche  Flächen.  Fei.  Klein    Mathem. 

Annal.  XLV,  140. 

363.  üeber  die  Ordnungen  der  Verzweigungspunkte  einer  Riemann'schen  Fläche. 

K.  Hensel.    Berl.  Akad.  Ber.  1895,  II,  932. 

364.  üeber  die  Verzweigung  der  drei-  und  vierblättrigen  Riemann'schen  Flächen. 

K.  Hensel.    Berl.  Akad.  Ber.  1895,  II,  1103. 

365.  Beitrage  zur  geometrischen  Theorie  der  Schwarz'schens-Function.  Fr.  Schilling. 

Mathem.  Annal.  XLIV,  161. 

366.  Die   geometrische   Theorie   der   Schwarz'schen    s- Functionen   für   complexe 

Exponenten.    Fr.  Schilling.     Mathem.  Annal.  XLVI,  62,  529. 

367.  Die  multiplicativen  Formen  auf  algebraischen  Gebieten  beliebigen  Geschlechts 

mit  Anwendung  auf  die  Theorie  der  automorphen  Formen.   E.  Ritter. 
Mathem.  Annal.  XLIV,  261. 

368.  Die  Stetigkeit  der  automorphen  Functionen    bei   stetiger  Abänderung   des 

Fandamentalbereichs.    E.Ritter.   Mathem.  Annal. XLV,  473.  XLVI, 200. 

369.  Die  Theorie  der  automorphen  Functionen  und  die  Arithmetik.     R.  Fr  icke. 

Chicago.    Math.  Pap.  72. 

370.  üeber  die  Transformationstheorie  der  automorphen  Functionen.   Rob.  Fricke. 

Mathem.  Annal.  XLIV,  97. 

371.  On  the  automorphic  linear  transformation  of  an   altemate  bilinear  form. 

H.  Taber.    Mathem.  Annal.  XLVI,  561. 

372.  Autographirte  Vorlesungshefte.   Die  hypergeometrische  Function.   Fei.  Klein. 

Mathem.  Annal.  XLV,  149. 

373.  Zur  Theorie    der  hypergeometrischen  Function.     M.  Win s ton.     Mathem. 

Annal.  XLVI,  159. 

374.  Sur  les  fonctions  de  7i  variables  complexes.   P.  Cousin.  Acta  Math.  XIX,  1. 

375.  Die  symmetrischen  Functionen  und  die  Relationen  zwischen  den  Elementar- 

ftinctionen  derselben.     Fr.  Junker.    Mathem.  Annal.  XLV,  1.    [Vergl. 
Bd.  XL,  Nr.  85.1 

376.  Dämonstration  d'un  tnäoräme  relatif  aux  fonctions  symätriques.   E.  Amigues. 

N.  ann.  math.  Sär.  3,  XIV,  494. 

377.  Üeber  die  Ümkehrung  der  Systeme  von  Functionen  reeller  Variabein.    Ad. 

Eneser.  Mathem.  Annal.  XLV,  446. 
Vergl.  Ausdehnungslehre.  Bemoulli'sche  Zahlen.  Bestimmte  Integrale. 
Determinanten.  Differentialgleichungen.  Elliptische  Transcendenten. 
Factorenfolge.  Formen.  Gleichungen.  Hyperelliptische  Transcendenten. 
Imaginäres.  Invariantentheorie.  Eettenbrüche.  Eugelfunctionen.  Mannig- 
faltigkeiten. Potential.  Quaternionen.  Reihen.  Substitutionen.  Theta- 
functionen.   Transformati onsgrnppen.  Wurzelausziehung.   Zahlentheorie. 

€^. 

Oeodlsle. 

378.  Densities  in  the  earth's  crust.    0.  Fisher.    Phil.  Mag.    Ser.  5,  XXXVII,  375. 

379.  On  the  effect  of  sphericity  in  calculating  the  position  of  a  level  of  no  strain 

within  a  solid  earth   and  on  the   construction  theory   of  mountains. 
0  Fisher.    Phil.  Mag.     Ser.  5,  XXXVJII,  131. 

380.  Densities  in  the  earth's  crust.   J.  J.  Blake.  Phil.  Mag.   Ser.  5,  XXXVIII,  413. 

381.  Density  in  the  earth's  crust.    J.  Brill.    Phil.  Mag.     Ser.  5,  XXXIX,  93. 

382.  An  cxamination  into   the  physical  consequences   of  the  local  attraction  of 

the  material  of  ieotropic  sphercs  or  sperical  shells  under  uniform  surface 
pressure.     C.  Chree.    Phil.  Mag.    Ser.  5,  XXXVHI,  161. 

383.  On  the  rigidity  of  the  earth.    P.  Rudski.   Phil.  Mag.    Ser.  5,  XXXVm,  218.    . 
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Geometrie  (höhere). 
384.  Autographirte  Vorlesungsliefte.     Höhere  Geometrie.     Fei.  Klein.    Matfaem. 

Annal.  XLV.  145. 
38Ö.  üeber  die  Erweiterung  eines  Grundbegriffs  der  Geometrie  der  Lage.    Gust. 

Kohn.    Mathem.  Annal.  XLVI,  285. 

386.  Das  Zerfallen  der  Guryen  in  gerade  Linien.    P.  Gordan.    Mathem.  Annal. 

XLV,  410. 

387.  üeber  Ereisbogendreiecke  und  Ereisbogenvierecke.   A.  S  c  h  ö  n  f li  e  s.  Mathem. 

Annal.  XLIV,  106  [vergL  Bd.  XL,  Nr.  98]. 

388.  Die   Kreisbogenyierseite   und  das  Princip   der   Symmetrie.    Bob.  Fr  icke. 

Mathem.  Annal.  XLIV,  566. 
889.  Zum   Beweis   des   Hauptsatzes  über   die   Endlichgleichheit   zweier  ebenen 
Systeme.    Mor.  ßöthy.     Mathem.  Annal.  XLV,  471. 

390.  üeber  die  focalen  Eigenschaften  collinearer  Gebilde.    Th.  Reye.    Mathem. 

Annal.  XLVI,  423. 

391.  üeber  eine  algebraische  Theorie  der  Schaaren  nichtadjungirter  Berührungs- 

curven,   welche    zu   einer   algebraischen  Curve  gehören.     W.  Weiss. 
Wien.  Akad.  Ber.  (Abthlg.  IIa)  CII,  1025. 

392.  Zur  Theorie  der  trilinearen  Verwandtschaft  dreier  einstufiger  Grundgebilde. 

Fr.  London.    Mathem.  Annal.  XLIV,  376. 

393.  Sulla  razionalitä  delle  involuzioni  plane.     Gui.  Castelnuoyo.    Mathem. 

Annal.  XLIV,  125. 

394.  Trasformazione   di  una  curya  algebrica  in  un  altra  con  soli  punti  doppi. 

E.  Bertini.    Mathem.  Anml.  XLIV,  158. 

395.  Sur  les    cubiques    unicursales.     And.  Ca z am i an.     N.  ann.  math.     S^r.  3, 

XIV,  297. 

396.  Note   sur  une  m^thode  nouvelle  de  transformation  et  sur  les  quartiques 

unicursales.    G.  Leinekusel.    N.  ann.  math.    S^r.  3,  XIV,  391. 

397.  Sur  quelques  propri^t^s  des  cubiques  gauches.    And.  Cazamian.    N.  ann. 

math.     S^r.  3,  XIV,  108. 

398.  Die  Raumcurve  6.  Ordnung  vom  Geschlechte  1  als  Erzeugniss  trilinearer 

Grundgebilde.    Fr.  London.    Mathem.  Annal.  XLV,  545. 
Vergl.  Absolute  Geometrie.    Dreiecksgjeometrie.    Gleichungen  423.    Kine- 
matik.   Mehrdimensionale  Geometrie.    Singularitäten.    Topologie. 

Oeiohiehte  der  Mathematik. 

399.  üeber  das  physikalische  System  des  Straten.    H.  Di  eis.    BerL  Akad.  Ber. 

1893,  I,  101. 

400.  üeber  die  Alphonsinischen  Tafeln  und  die  im  Besitze  der  k.  k.  Hof  bibliothek 

in    Wien    befindlichen    Handschriften    derselben.      Wien.  Akad.  Ber. 
(Abthlg.  Ha)  CII,  99. 

401.  üeber  Eometenerscheinungen  in  früheren   Jahrhunderten.    B.  M.  Lorsch. 

Wien.  Akad.  Ber.    (Abthlg.  IIa)  CJI,  1245. 

402.  Comparative  review  of  some  dynamical  theories  of  gravitation.  S.  Toi  v er. 

Preston.   Phil.  Mag.  Ser.  5,  XXXIX,  145. 

403.  On  Helmholtz's  electrochemical  theory  and  some  conclusions  deduced  from 

the  same.    F.  Bicharz.    Phil.  Mag.  Ser.  5,  XXXIX,  529. 

404.  Some  salient  points  in  the  history  of  non-euclidean   and   hyper- Spaces. 

G.  B.  Halsted.    Chicago.    Math.  Pap.  92. 

405.  The  present  state  of  mathematics.  Fei.  Klein.   Chicago.   Math. Pap.  133, 136 

406.  Einleitung  zu  dem  für  den  mathematischen  Theil  der  deutschen  üniTersität«- 

ausstellung  ausgegebenen  Special k atalog.    W.  Dyck.    Chicago.    Math. 
Pap.  44. 

407.  üeber  die  arithmetisch-algebraischen  Tendenzen  Leopold  Kroneckers.  E.  Netto. 

Chicago.    Math.  Pap.  243. 

408.  Arthur  Cayley    (16.  VIIL  1821-26.  I.   1895).    M.  Nöther.    Mathem.  AnnaL 

XLVI,  462. 

409.  Antrittsrede  in  der  Berliner  Akademie  von  H.  Schwarz.    Berl.  Akad.  Ber. 

1893,  II,  623. 

410.  Antrittsrede  in  der  Berliner  Akademie  von  G.  Frobenius.    Berl  Akad.  Bor. 

1893,  n,  626.  Cf^n,n]c> 
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411.  Antwort  auf  die  Antrittsreden  der  Herren  Schwarz  und  FrobeniuB  in  der 

Berliner  Akademie.    A.  Anw  er  s.    Berl.  Akad.  Ber.  1893,  II,  628. 

412.  Antrittsrede  in  der  Berliner  Akademie  von  M.  Planck.  Berl.  Akad.  Ber.  1894, 

U,  641. 

Oleioliimgen. 

418.  Sur  le  th^oröme  d*Alembert.    V.  Jamet.    N.  ann.  math.  Ser.  8,  XIV,  487. 
414.  Ueber  den  Eisenstein'schen  Satz  Ton  der  Irreductibüität  algebraischer  Glei- 
chungen.   L.  Eönigsb erger.    Berl.  Akad.  Ber.  1894,  U,  1136. 
416.  Ueber  reductible  Binomen.    E.  Th.  Vahlen.    Acta  Math.  XIX,  195. 

416.  Sur  les  expressions  alg^riques.    D.  S^liyanoff.    Acta  Math.  XIX,  73. 

417.  üeber  symmetrische  Functionen  der  Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung. 

Gust.  Eohn.    Wien.    Akad.  Ber.  (Abthlg.  II,  a)  CII,  199. 

418.  üeber  die  in  recurrirender  Weise  gebilaeten  Grössen  und  ihren  Zusammen- 

hang  mit  den  algebraischen  Gleichungen.    Fr.  Gohn.    Mathem.  Annal. 
XLIV,  473 

419.  Zur  Theorie  der  ganzzahligen  algebraischen  Gleichungen.  H.Weber.  Chicago. 

Math.  Pap.  401. 

420.  üeber   die  Bedingungen,  unter  welchen   eine  Gleichung  nur  Wurzeln  mit 

negativen  remlen  Theilen  besitzt.  A.  H  ur  wi  t  z.  Mathem.  Annal.  XL  VI,  273. 

421.  Formule  de  Cardan  modifiäe  par  Caylej.    H.  Weber.    N.  ann.  math.  S^r.  3, 

XIV,  347. 

422.  Nomographie.    M.  d'Ocagne.    Chicago.    Math.  Pap.  268. 

428.  Demonstration  alg^rique  d'un  th^or^me  relatif  ä  Tintersection  de  deux  courbes. 
E.  Amigues.    iC.  ann.  math.  S^r.  3,  XIV,  447. 
Vergl.  Analytische  Geometrie  der  Ebene  281.    Ausdehnungslehre.    Deter- 
minanten.   Logikcalcul. 

Graphitelie  Kethod«n. 
424.  Modem  graphical  developements.    H.  T.  Eddy.    Chicago.    Math.  Pap.  68. 

H. 

Hydrodynamik. 

426.  üeber  die  kinetische  Theorie  der  inneren  Reibung  der  Fldssigkeiten.    Gust. 
Jager.    Wien.    Akad.  Ber.  (Abthlg.  II,  a)  CII,  263. 

426.  üeber  den  Einfluss  des  Windes  auf  die  Gestalfc  der  Meereswellen.  W.  Wien. 

Berl.  Akad.  Ber.  1894,  II,  609. 

427.  üeber  die  Gestalt  der  Meereswellen.   W.  Wien.   Berl.  Akad.  Ber.  1896, 1, 343. 

428.  On  the  highest  wave  of  permanent  type.    J.  Mc.  Cowan.   Phil.  Mag.  Ser.  6, 

XXXVm,  361. 

429.  On  the  change  of  form  of  long  wayes  advancing  in  a  rectangular  canal  and 

on  a  new  type  of  long  stationary  waves.    D.  J.  Eorteweg  &  G.  De 
Vries.    Phil.  Mag.  Ser.  6,  XXXIX,  422. 

430.  Strahlformen  incompressibler  reibungsloser  Flüssigkeiten.  M.B^thy.  Mathem. 

Annal.  XLVI,  -249. 

431.  On  the  resistance  of  a  fluid  to  a  plane  kept  moying  uniformly  in  a  direction 

inclined  to  it  at  a    small   angle.    Lord  Eefvin.    Phü.  Mag.  Ser.  6, 
XXXVIII,  409. 

432.  The  yiscosity  of  liquids.    0.  G.  Jones.    Phü.  Mag.  Ser.  6,  XXXVU,  461. 

Hyp«rbel. 

433.  Propri^täs  de  certaines  hyperboles  ^quilat^res.   J.  Lemaire.    N.  ann.  math. 

Sär.  6,  XIV,  280. 

Hyp«r«lliptisdi6  TranseendeAten. 

434.  On  Weierstrass*  Systems  of  hyperelliptio  integrals  of  the  first  and  second 

Mnd.    0.  Bolza.    Chicago.    Math.  Pap.  1. 
436.  Zur  Transformation  6.  Grades  der  hyperelliptischen  Functionen  erster  Ord- 
nung.   M.  Erause.    Chicago.    Math.  Pap.  137. 
VergL  Oberfl&chen  604.  ^  r 
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I. 

Imaghiaret. 
486.  Aeltere    und    neuere    Untersuchungen    aber    Systeme    complexer    Zahlen. 

E.  Study.     Chicago.    Math.  Pap.  367. 
437.  Remarque  sur  la  valeur  de  i*.  Vlad.V aricak.  N.  ann.  math.  S^r.  3,  XIV, 268. 
488.  Sur  les  exponentielles  imaginaires.  G.  Farry.   N.  ann.  math.  S^.  8,  XIV,  269. 
Vergl.  Quatemionen. 

Integrator. 

439.  On  a  new  harmonic  analyser.    0.  Henrici.   Phil.  Mag.  Ser.  ö,  XXXVm,  110. 

—  Perry  ibid.  126. 

440.  Harmonic  analyser  giying  direct  readin^s  of  the  amplitude  and  epoch  of  the 

varions  constituent  simple  harmonic  terms.    Arch   Sharp.    PhiL  Mag. 
Ser.  6,  XXXVm,  121.  

441.  The  Hatchet  planimeter.    P.  W.  Hill.    Phil.  Mag.   Ser.  5,  XXXVHI,  265. 

442.  On  a  simple  form  of  harmonic  analyser.    ö.  ü    i  ule.     Phil.  Mag.  Ser  5, 

XXXIX,  867. 

Intorpolatien. 
448.  On  interpolation Formalae  and  their  relation  to  infinite  series.  W.H.Echols. 
Chicago.    Math.  Pap.  52. 
Vergl.  Reihen  529. 

Invariantentheorie . 

444.  üeber  die  Theorie  der  algebraischen  Invarianten.     D.  Hilbert.    Chicago- 

Math.  Pap.  116. 

445.  Ueber  eine  Eigenschaft  der  Invarianten  von  Covarianten.      Gust.  Eohn. 

Wien.    Alcad.  Ber.  (Abthlg.  H,  a)  C  11,  801. 

446.  Zur  Invariantentheorie.    A.  Hurwitz.    Mathem.  Annal.  XLV,  381. 

Vergl.  Geometrie  (höhere)  888.    Transformationsgruppen  549. 

K. 

Xegelidmitt 

447.  üeber  die  Siebensysteme  von  Kegelschnitten,  welche  durch  die  Berührungs- 

punkte der  Doppeltangenten  einer  ebenen  Curve  vierter  Ordnung  gehen. 
M.  Noether.    Mathem.  Annal.  XLVI,  545 

448.  £tude  sur  un  faisceau  de  coniques.   Meyer.   N.  ann.  math.  S^.  8  XTV,  291. 

449.  Les  propri^t^s  focales  des  coniques  obtenues  au  moyen  de  la  m^thode  des 

polaires  r^ciproques.    M.  d'Ocagne.     N.  ann.  math.  S^r.  3,  XTV,  868. 
460.  Sur  quelques  propridt^s  des  coniques.     P.  Sondat.    N.  ann.  math.  B^r.  8, 
XIV,  809,  607. 

451.  Faisceau  de  droites  construites  au  moyen  de  deux  coniques  et  dont  quatre 

quelconques  cons^cutives  ont   des   rapports   anharmoniques   constants. 
Cam.  de  Polignac.    N.  ann.  math.  Sör.  8,  XIV,  Exerc.  18. 

452.  Sur  les  coniques  aJ*+2Zajy  —  2X&a;  — 4  (a  — 5)  y—o  oü  a,  b  sont  deux  con- 

stantes  et  X  un  param^tre  variable.   J.  Lemaire.    N.  aim.  math.  S^.  8, 
XTV,  68. 
458.  Propri^t^  des  paraboles  ayant  leur  foyer  au  centre  d*une  conique  donn^. 
G.  Leinetugel.    N.  ann.  math.  Sdr.  8,  XIV,  178. 

454.  Propridt^  d'une  parabole,  d'une  eUipse  et  d'un  point  donnds  dans  un  plan. 

G.  Leinekugel.    N.  ann.  math.  S^.  8,  XIV,  146. 
Vergl.  Ellipse.    Hyperbel.    Kreis.    Krünmiung  466,  467.    Parabel. 

Kette&brftehe. 

455.  Deux  d^monstrations    de  la  convergence  de  certaines  iractions  continues. 

And.  Markoff.    Acta  Math.  XIX,  93. 

456.  Sur  les  r^duites  des  fractions  continues  sym^triques.    G.  Musso.    N.  ann. 

math.  S^r.  8,  XIV,  70. 

XiiLeinatlk. 
467.  Sur  deux  th^orämes  classiques  de  cin^matique.   Em.  Picard.  N.  ann.  math. 

Sär.  8,  XIV,  177. 
458.  Sur  le  mouvement  d^une  figure   dans  un  plan.     Moret-Blanc.     N.  ann. 
math.  Sör.  8,  XIV,  Exerc.  22.  ^  t 
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Kreis. 
469.  Gas  d'impossibilit^  de  la  consiaruction  par  un  point  dosn^  et  denz  circon- 
f^rences   dorniges   d*une   s^cante   teile    que   la    diff^ence    des   cordes 
seit  ^gale  ä  une  longueur  donn^e.   Moret-Blanc.   N.  ann.  math.  S^r.  3, 
XIV,  Exerc.  22. 

460.  Les  6  circonf^renceB  circonscrites  aux  triangles  formds  chacun   par  3  cdt^s 

cons^cutifs  d*an  pentagone  convexe  d^tenninent  par  lears  intersections 
5  points   situ^s  sor  nne  circonfärence.     P.  Terrier.     N.  ann.  math. 
Sär.  3,  XIV,  Exerc.  1. 
Vergl.  Formen  363. 

XrflmmQBg. 

461.  Sur  le  centre  de  courbnre  des  podaires.     M.  d'Ocagne.     N.   ann.  math- 

Sör.  3,  XIV,  111. 

462.  Constmctions  du  centre  de  courbure  d'une  podaire.    N.  ann.  math.  S^r  8, 

XIV,  190. 
468.  Sur  le  centre  de  courbure  des  podaires.     E.  N.  Barisien.    N.  ann.  math. 

Sör.  8,  XIV,  471. 
464.  Sur  le  rayon  de  courbure  de  la  projection  d'une  courbe.   J.  Caron.   N.  ann. 

math.  Sör.  8,  XIV,  188.  —  Mannheim  ibid.  849. 
466.  Sur  la  courbure  du  contour  apparent  d*une  surface  projet^e  orthogonalement. 

M.  d'Ocagne.    N.  ann.  math.  S4r.  3,  XIV,  262. 

466.  Sur  le  rayon  de  courbure  des  coniques.    And.  Gazamian.     N.  ann.  math. 

Sör.  8,  XIV,  365. 

467.  Lieu  du  centre  de  courbure  d'une  conique  variable  dans  un  point  variable. 

Moret-Blanc.    N.  ann.  math.  S^r.  3,  XIV,  Exerc.  24.  —  Mannheim 
ibid.  27. 
Vergl.  Absolute  Geometrie  274.    Oberflächen  493. 

XngelAmotlotteB. 

468.  Das  'Additionstheorem  der  Functionen  Ö*(X),     L.  Gegenbauer.    Wien. 

Akad.  Ber.  (Abthlg.  IIa)  GH,  942. 

Logikoalonl. 

469.  Bemerkung  zur  Algebra  der  Logik.    A.  Eorselt.    Mathem.  Annal.  XLIV,  166. 

470.  Nota  aber  die  Algebra  der  binären  Relative.    E.  Schröder.    Mathem.  Annal. 

XLVI,  144. 

H. 
Kftgnetiimus. 

471.  üeber  die  Lösung  des  Magnetisirungsproblems  durch  Reihen.  A.  Wassmuth. 

Wien.    Akad.  Ber.  (Abthlg.  IIa)  GH,  66. 

472.  üeber  Isanomalen  des  erdmagnetischen  Potentials.    W.  v.  Bezold.    Berl. 

Akad.  Ber.  1896,  I,  868. 
478.  Der  normale  Erdmagnetismus.   W.  v.  Bezold.    Berl.  Akad.  Ber.  1896, 1,  1119. 

474.  On  the  magnetic  shielding  of  concentric  spherical  stells.    A.  W.  Rück  er. 

Phil.  Mag.  Ser.  6,  XXXVII,  96. 

475.  Magnetic  shielding  by  a  hoUow  iron  cylinder.    J.  Perry.    Phil.  Mag.  Ser.  6, 

XXXVIII,  270. 

476.  Galculation  of  the  magnetic  field  of  a  current  running  in  a  cylindrical  coil. 

G.  M.  Minchin.    Phü.  Mag.  Ser.  6,  XXXVII,  204. 

477.  On  electromagnetic  induction  in  plane,  cylindrical  and  spherical  current- sheets 

and  its  representation  by  moving  trolls    of   images.     G.  H.  Bryan. 
Phil.  Mag.  Ser.  6,  XXXVIÜ,  198. 

478.  A  method  for  comparing  the  values  of  the  specific  inductive  capacity  of  a 

substance  under  slowly  and  rapidly  changmg  fields.   Edw.F.Northrup. 
Phü.  Mag.  Ser.  6,  XXXIX,  78. 

Kannigfaltigkeiten. 

479.  Beiträge  zur  Beendung  der  transfiniten  Mengenlehre.   G.  Gantor.   Mathem. 

Annal.  XLVI,  481.  (^  \ 
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Kudi&ft  und  Tii«^m% 

480.  Die  Maxima   und  Minima  der   Functionen  Ton  mehreren  Veränderlichen. 

0.  Stolz.    Wien.    Akad.  Ber.  (Abthlg.  Ua)  CU,  85.    [Vergl.  Bd.  XXXVDl 
Nr.  458.] 
Vergl.  Oberflächen  494. 

Kedia&ik. 

481.  Ueber  den  Hauptpunkt  einer  beliebigen  Axe  eines  materiellen  Punktsystems. 

Jo8.Finger.  Wien.   Akad. Ber. (Abthlg. Ha) CH, 592.  [Vergl. Bd. XXXIX 
Nr.  295.] 

482.  Sur  le  th^or^me  de  la  conservation  des  aires.    A.  de  Saint -Germain. 

N.  ann.  math.  S^r.  8,  XIV,  184.    [Vergl.  Bd.  XL  Nr.  562,  558.] 

483.  Sur  la  d^finition  des  masses  et  des  forces.    Vaschy.    N.  ann.  math.  Sär.  8, 

XIV,  5. 

484.  Formales  de  la  statique  d'un  corps  solide  en  axes  obliques.    Et.  Pomey. 

N.  ann.  math.  S^r.  3,  XIV,  449. 

485.  Sur  les  ^quations  de  la  dynamique.    B.  Lionyille.    Acta  Math  XIX,  251. 

486.  MouTcment  d*un  triangle  ^quilatäral  homogene  et  pesant.    A.  de  Saint- 

Germain.    N.  ann.  math.  S^r.  3,  XIV,  406. 

487.  Mouyement  d'un  cöne  droit  mobile  autour  de  son  centre  de  gravit^  supposä 

fixe.    P.  Bigollet.    N.  ann.  math.  Sär.  8,  XIV,  415. 

488.  Memoire  sur  le  pendule  de  longueur  variable.    L.  Lecornu.    Acta  Math. 

XIX,  201. 
Vergl.  Akustik.    Elasticität.   Elektricität.   Geodäsie.   Geschichte  der  Mathe- 
matik 402.  Graphische  Methoden.  Hydrodynamik.  Kinematik.  Magnetis- 
mus.   Molekuliurphysik.    Optik.    Potential.   Schwerpunkt.   Wärmelehre. 

Kehrdimensioiiale  Geometrie. 

489.  Allgemeine  Anzahlfunctionen  für  Kegelschnitte,  Flächen  und  Räume  zweiten 

Grades  in  n- Dimensionen.    H.  Schubert.    Mathem.  Annal.  XLV,  153. 

490.  Der  pythagoräische  Lehrsatz  in  mehrdimensionalen  Räumen.    V.  Schlegel. 

Chicago.    Math.  Pap.  837. 
Vergl.  Geschichte  der  Mathematik  404. 

Kolekolarpbysik. 

491.  The  attraction  of  nnlike  molecules.    W.  Sutherland.     Phil.  Mag.  Ser.  5, 

XXXVÜI,  1,  188. 

492.  Further  studies  on  molecular  force.    W.  Sutherland.    Phil.  Mag.  Ser.  5, 

XXXIX,  1. 

o. 

Oberflächen. 

493.  üeber  Flächen  constanter  Krümmung.     Em.  Wälsch.    Wien.    Akad.  Ber. 

(Abthlg.  IIa)  Cn,  1317. 

494.  Theorie  der  Minimalflächen ,    deren  Begrenzung  aus  geradlinigen  Strecken 

besteht.    H.  A.  Schwarz.    Berl.  Akad.  Ber.  1894,  ü,  1237. 

495.  Ueber  isometrische  Flächen.    A.  Voss.    Mathem.  Annal.  XLVI,  97. 

496 .  Aufstellung  eines  neuen  dreifach  orthogonalen  Flächensy  stems.   AniPuchta. 

Wien.  Akad.  Ber.  (Abthlg.  Ha)  CII,  1197. 

497.  Ueber  die  Bedingung,  unter  der  eine  Flächenschaar  einem  dreifach  ortbo- 

f  malen  Flächensysteme  angehört.    R.  y.  Lilienthal.    Mathem.  Annal. 
LIV,  449. 

498.  Sur  la  surface  de  Fresnel.    Vahlen.    N.  ann  math.  Sär.  3,  XIV,  344. 

499.  Einige    Constructionen    bezüglich    der    Schraubungsflächen.     J.  Sobotka. 

Wien.  Akad.  Ber.  (Abthlg.  Ha)  LH,  1204. 

500.  Ueber  die  Steiner'sche  Fläche.    K.  Th.  Vahlen.    Acta  Math.  XIX,  199. 

501.  Sur  la  th^orie  g^n^rale  des  surfaces  unicursales.    G.  Humbert.    Mathent 

Annal.  XLV,  428. 

502.  Sur  r^quation   diff^rentielle   des   surfaces   r^gl^es.     D.  S  int  so  f.     N.  ann. 

math.  Sör.  3,  XFV,  58. 

503.  Ueber  die  Doppelcurre  auf  den  geradlinigen  Flächen.    A.  Wim  an.    Acta 

Math.  XIX,  63. 
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604.  Sni  sistemi  lineari  di  superficie  algebriale  ad  intersezioni  variabili  iperellittiche. 

Feder.  Enriques.    Mathem.  Annal.  XLVJ,  179. 

605.  Snr   ane   classe   des   surfaces.     F.  Sv^chnicoff.     N.  axm.  math.    S^r.  8. 

XIV,  601. 

606.  üeber  Tangentencongruenzen  einer  Fläche.    Em.  Wals  eh.   Wien.  Akad.  Ber. 

(Abthlg.  Da)  LII.  767. 

607.  On  ridge-lines  and  lines  connected  with  them.    J.  Mc.  Gowan.    Phil.  Mag. 

Ser.  6,  XXXVn,  227. 

608.  Sur  r^quation  des  lignes  g^odäsiqnes.    Ed.  Weyr.   Chicago.   Math.  Pap.  408. 

609.  Snr  les  surfaces  gauches  dont  une  mhme  courbe  plane  est  k  la  fois  ligne 

de    striction    et    ligne    de    courbure.     E.  Amigues.     N.  ann.  math. 
S^r.  3,  XIV,  491. 
Vergl.  Abbildung.    Differentialgleichnngen  806.    Functionen  862,  863,  864. 

OberfläcliMi  zweiter  Ordnimg. 

610.  Sur  les  surfaces  du  second  degr^  qui  contiennent  trois  droites  donn^es. 

G  Fouret.    N.  ann.  math.  Sär.  8,  XIV,  266,  497.  —  L.  Lövy  ibid.  329.  — 
M.  d'Ocagne  ibid.  839. 
Vergl.  Ellipsoid. 

Optik. 
511.  Zur  Theorie  der  astronomischen  Refraction.   J.  y.  He pp erger.   Wien.  Akad. 

Ber.  (Abthlg.  Ua)  CU,  321. 
512   On  interference  ^enomena.  A r  th.  S  c  h  u  s  t  e r.  Phil.  Mag.  Ser.  6,  XXXVÜ,  609. 

618.  Fixed-arm  spectroscopes.  F.L.O.Wadsworth.  Phil. Mag.  Ser. 6,  XXXVIII, 837. 

Vergl.  Oberflächen  498. 

P. 

Pantbel. 
514.  Sur  les  paraboles  qui  passent  par  un  point  fixe  du  plan  et  qui  admettent 
comme  directnce  une   droite  fixe.     6.  Leinekugel.     N.  ann.  math. 
Sär.  8,  XIV,  112. 

Planimetrie. 
616.  üeber  die  geraden  Linien  als  kürzeste  Verbindung  zweier  Punkte.    Day. 
Hilbert.    Mathem.  Annal.  XLVI,  91. 

516.  Cansid^rations  g^n^rales  sur  la  gäomdtrographie.   Em.  Lemoine.    Chicago. 

Math  Pap.  148. 

517.  Sur  la  th^or^me  de  Camot.   And  Cazamian.   N.  ann.  math.  Sär.  8,  XIV,  80. 

518.  Thäorämes  sur  les  transyersales.     Franc.  Ferrari.     N.  ann.  math.   S^r.  8, 

XIV,  41. 
Vergl.  Dreiecksgeometrie. 

Potential. 

619.  üeber  symmetrische  Potentialfunctionen.   L.  Gegenbauer.   Wien.  Akad.  Ber. 

(Abthlg.  IIa)  CII,  666. 

Qoateniioaen. 
520.  Geometrical   intexpretation   of  log  Uq,     Alez.  Macfarlane.     Phil.   Mag. 
Ser.  6,  XXXVIII,  148. 

621.  Notice  respecting  the   outlines   of  quaternions  by  H.  W.  L.  Hime.    Phil. 

Mag.  Ser.  6,  XXXVIH,  499. 

622.  On  Colonel  Himes  Outlines  of  quaternions.   Alez.  Macfarlane.   Phil.  Mag. 

Ser.  6,  XXXIX,  186. 

B. 

Beehnen. 
628.  Allgemeine  Theorie  der  Diyer^nz  und  Gonyergenz  yon  Reihen  mit  positiyen 

Gliedern.    A.  Pringsheim     Chicago^    Math.  Pap.  806. 
624.  üeber  Functionen,  welche  in  gewissen  Punkten  endliche  Differentialquotienten 
jeder  endlichen  Ordnung,  aber  keine  Taylor' sehe  Beihenentwickelung 
besitzen.   A.  Pringsheim.   Mathem.  Annal.  XLIV,  41.    [Vergl.  Bd.  XL, 
Nr.  228.]  ^  T 
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525.  Ueber  die  notwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  des  Tajlor^schen 

Lehrsatzes  für  Functionen  einer  reellen  Variablen.  A.  Pringsheim. 
Mathem.  Annal.  XLIV,  57. 

526.  Ueber  die  nothwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  fOr  die  Entwickel- 

barkeit  von  Functionen  einer  reellen  Variablen  nach  der  Taylor'schen 
Reihe  und  über  nicht -entwickelbare  Functionen  mit  durchweg  endlichen 
Differentialquotienten.    A  Pringsheim.    Chicago.    Math.  Pap.  288. 

527.  Ueber  Biemann's  Conyergencriterium.  A.  Hurwitz.  Mathem.  Annal. XLIV, 83. 

528.  Des  conditions  pour  que  Tächelle  d*une  suite  r^currente  soit  irr^ductible. 


Ed.  Maillet. 
le  Probleme  d 
N.  ann.  math.  S^r.  3,  XIV.  478 


Ed.  Maillet.     N.  ann.  math.  S^r.  3.  XIV,  152,  197. 
529.  Sur  le  probläme  de  Tinterpolation  dans  les  suites  räcurrentes.    Ed.  Maillet 


580.  Sur    une    gönöraUsation    de    la   formule  ^  =        ^ ^-^  H ^-^ 

C.  Störmer.    Acta  Math.  XIX,  841. 
Vergl.  Differentialgleichungen  309.    Interpolation. 

8. 

Schwerpunkt. 

531.  Einige  Sätze  vom  Schwerpunkt.    V.  Schlegel.    Chicago.    Math.  Pap.  331. 

SmgnUritäten. 

532.  The    practical    determination    of  the   deficiency   (Geschlecht)   and   adjoint 

9 -curves  for  a Biemann  surface.  H.  F.  Baker.  Mathem.  Annal.  XLV,  133. 
Vergl.  Geometrie  (höhere)  394,  395,  896,  398.    Kegelschnitte  447.     Ober- 
flächen 501,  508. 

Stereometrie. 

583.  Une  nouvelle  däfinition  du  plan.    E.  Bai  lue.    N.  ann.  math.  S^r.  3,  XIV,  56. 

534.  Bonayne's  cubes.    H.  Hennessy.    Phil.  Mag.  Sdr.  5,  XXXIX,  183. 

SubstltutioneA. 

535.  On  orthogonal  Substitution.    H.  Tab  er.    Chicago.    Math.  Pap.  395. 

586.  Verallgemeiuerunff  zweier  Sätze  aus  der  Theorie  der  Substitutionengruppen. 
P.  Hoyer.    Mathem.  Annal.  XLVI,  589.    [Vergl.  Bd.  XL  Nr.  242.] 

T. 

Tetraeder. 

536.  Belations  existentes  entre  les  ^^ments  de  certains  t^tra^dres.     A.  Leine - 

kugel.    N.  ann.  math.  S^r.  3,  XIV,  Exerc.  16. 

ThetaftinetioiLen. 
588.  Die  quadratische  Transformation  der  Thetafnnctionen.   A.  Erazer.   Mathem. 
Annal.  XLVI,  442. 

Topologie. 

539.  Le  Probleme  des  labyrinthes.     G.  Tarry.     N.  ann.  math.  Sär.  8,  XIV,  187. 

Trantfomiationtgnippen. 

540.  Sur  les  groupes  de  transformations  des  ^quations  diff^rentielles  lin^aires. 

Em.  Picard.     Mathem.  Annal.  XLVI,  161.    [Vergl.  Bd.  XL  Nr.  643.] 

541.  Ueber  endliche  Gruppen.     G.  Frobenius.     Berl.  Akad.  Ber.  1895,  I,   163. 

542.  Ueber  auflösbare  Gruppen.    G.  Frobenius.    Berl.  Akad.  Ber.  1893,  I,  337, 

1895,  n,  1027. 
548.  Verallgemeinerung  des  Sylow*schen   Satzes.     G.  Frobenius.     Berl.  Akad. 
Ber.  1895,  H,  981. 

544.  Tabellen   von   endlichen   continuirlichen   Transformationsgruppen.     W.  Fr. 

Meyer.    Chicago.    Math.  Pap.  187. 

545.  Bildung  zusammengesetzter  Gruppen.  0.  Holder.  Mathem.  Annal.  XLVI,  321. 

546.  Gruppentheorie  und  Erystallographie.     A.  Schönflies.     Chicago.     Math. 

Pap.  341. 

547.  On  a  certain  simple  group.    F.  N.  Cole.    Chicago.    Math.  Pap.  40. 

548.  A  doubly- infinite  System  of  simple  groups.    El.  Hast.  Moore.    Chicago. 

Math.  Pap.  208.  ^  I 
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549.  The  mYariants  of  a  group  of  2168  linear  quatemary  substitutions.    Heinr. 

Maschke.     Chicago.    Math.  Pap.  175. 

550.  A  constaruction  of  Galoie'  group  of  660  elements.    Jos.  de  Perott.    Chicago. 

Math.  Pap.  278. 

Trigonometrie. 

551.  Sur  une  application  de  la  formule  de  multiplication  des  arcs.    E.  Gonrsat. 

N.  ann.  math.  86t.  8,  XIV,  245. 

552.  Some  researches  in  spherical   trigonometry.     E.  Study.    Chicago.    Math. 

Pap.  882. 
Yergl.  Reihen  580. 

Wärmelehre. 
563.  The  second  law  of  thermodynamics.     S.  H.  Burbury,     Phil.  Mag.  Ser.  5, 
XXXVn,  574. 

554.  Ueber  einige  particuläre  Lösungen  der  Differentialgleichung  für  die  Wärme- 

leitung  in  einem  Ereiscylinder  und  deren  Anwendung.     E.  Kobald. 
Wien.  Akad.  Ber.  (Abthlg.  IIa)  CU,  1361. 

555.  Zur  analytischen  Theorie  der  Wärmeleitung.    A.  Sommerfeld.    Mathem. 

Annal.  XLV,  263. 

556.  Die  Theorie    der  Warmeleitung  der    Flüssigkeiten.    Gust.  Jäger.    Wien. 

Akad.  Ber.  (Abthlg.  n  a)  CII,  488. 

557.  On  the  kinetic  Interpretation  of  the  dissipation  function.   Lad.  Natanson. 

Phil.  Ma^.  Ser.  5,  XXXIX,  455. 

558.  On  the  kinetic  energy  of  the  motion  of  heat  and  the  corresponding  dissi- 

pation function.    Lad.  Natanson.    Phil  Mas.  Ser.  5,  XXXIX,  501. 

559.  On  tue  law  of  distribution  of  energy.     S.  H.  BurDury.    Phil.  Mag.  Ser.  6, 

XXXVn,  143. 

560.  On  an  approximative  law   of  the  Variation  in  the  pression  of  saturated 

vapours.    K.  D.  Kraevitch.    Phil.  Mag.  Ser.  ö,  XXXVII,  88. 

561.  On  the  relation  between  the  coefficients  of  pressure  in  thermometry.  C.  Chree. 

Phil.  Mag.  Ser.  5,  XXXVIH,  871. 

562.  Luftbewegungen  in  einer  rotirenden  Sphäroidschale.    M.  Mar^ules.  Wien. 

Akad.  Ber.  (Abthlg.  II  a)  CII,  11,  1369.    [Vergl.  Bd.  XXXIX  Nr.  364.] 

563.  On  a  simple  graphic  illustration  of  the  determinantal  relation  of  dynamics. 

G.  H.  Bryan.    Phil.  Mag.  Ser  5,  XXXIX,  681. 

564.  On  the  thermodynamics  of  the  sun.  P.Budski.  Phil.  Mag.  Ser.  6,  XXXVII,  804. 

WahrtoheinliohkaitsrechniiBg. 
566.  Sur  la  combinaison  des  ^carts.    M.  d'Ocagne.    N.  ann.  math.  S^r.  3,  XIV,  138. 

Wunelantiielinng. 

566.  lieber  einen  Algorithmus  zur  Berechnung  der  n-Wurzel  aus  a.   C.  Schmidt. 

Mathem.  Annal.  XLV,  801. 

Z. 

Zahlentheorie. 

567.  Ueber  Eigenschaften  von  ganzen  Zahlen,   die  durch  räumliche  Anschauung 

erschlossen  sind.    H.  Minkowski.    Chicago.    Math.  Pap.  201. 

568.  Ueber  die  Zerlegung  der  Ideale  eines  ZahlenkOrpers  in  Primideale.    Dav. 

Hilbert.    Mathem.  Annal.  XLIV,  1. 

569.  Ueber  die  Dirichlet'schen  biquadratischen  Zahlkörper.  Dav.  Hilb  ert.  Mathem. 

Annal.  XLV,  309. 

570.  Ueber  die   angenäherte  Darstellung   der   Zahlen   durch    rationale  Brüche. 

A.  Hurwitz.    Mathem.  Annal.  XLIV.,  417. 

571.  Ueber  die  Anzahl  der  Classen  binärer  quadratischer  Formen  von  negativer 

Determinante.    A.  Hurwitz.    Acta  Math.  XIX,  851. 

572.  On  fifth  power  numbers  whose  sum  is  a  fifth  power.   Art.  Martin.   Chicago. 

Math.  Pa]^.  168. 
578.  Conceming  arithmetical  Operations  involving  large   numbers.     T.  M.  Per- 

vouchine.    Chicago.    Math.  Pap.  277.  r^^^^T^ 
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574.  Auszug  ans  einer  Arbeit  unter  dem  Titel:  Zu  Riemann's  Abhandlung  „über 
die  Anzahl  der  Primzahlen  unter  einer  gegebenen  Grösse^*.  H.  t.  M  a  n  g  o  1  d  t. 
Berl.  Akad.  Ber.  1894,  II,  883. 

576.  Auszug  aus  einem  Briefe  von  L.  Eronecker  an  R.  Dedekind.   Berl.  Akad.  Ber. 

1895,  I,  115. 
376.  üeber  Systeme  yon  Concnmenzen  mit  einer  unbekannten  in  Bezug  auf  einen 
Primzahlmodul.  L. Gegenbauer.  Wien. Akad. Ber. (Abthlg. IIa) CII,  649. 

577.  Ueber  ein  Theorem  des  Herrn  Baker.    L.  Gegenbauer.   Wien.  Akad.  Ber. 

(Abthlg.  n,  a),  Cn,  951. 

578.  üeber  eine  Relation  des  Herrn  Nasimof.    L.  Gegenbauer.    Wien.  Akad. 

Ber.  (Abthlg.  II  a),  CII,  1265. 

579.  Anzahl    der  Zerlegungen    einer    ganzen    rationalen  Zahl    in    Summanden. 

J.  Hermes.    Mamem.  Annal.  XLV,  871. 

580.  Th^rie  g^n^nde  du  plus  grand  commun  diviseur  et  du  plus  petit  multiple 

commun   des   nombres    commensurables.     P.  Barrieu.    N.  ann.  math. 
S^r.  8,  XIV,  95,  165,  214. 

581.  Note  sur  la  formation  des  carr^s  des  nombres.    J.  Pichot.    N.  ann.  math. 

Sör.  8,  XIV,  489. 
Vergl.  Bestimmte  Integrale  295.    Formen.    Functionen  856. 
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